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Statistische Physik und Thermodynamik

1. Konzept der Statistischen Physik

1.1 Aufgabend der stat. Physik

- bisher: klassisch und gm nur ein oder zwel Teilchen betrachtet. Diese KOrper waren

zudem isoliert von der Umgebung
- inder reden Welt: Vielkorperprobleme mit Wechselwirkung. Makroskopische Systeme

Gase: 10*°Teilchen pro Liter , festkorper 10°°Teilchen pro Kilogramm

Ziel: Beschreibung von Makroskopischen Systemen
Beschreibung von Systemen, die auch mit der Umgebung wechselwirken konnen.

Die Zahl der Freiheitsgrade ist zu grol3 fir eine exakte Beschreibung
Alternative:

Angabe von Wahrscheinlichkeiten {w;}, mit denen ein Zustand (Y, ) angenommen wird,

anstatt die Zeitentwicklung aller Einzelheiten zu verfolgen.
Mit {w; } kénnen dann makroskopische GréRen berechnet werden, wie Druck, Temperatur

efc...

STATISTIK

Ableitung von makroskopischen Saystemgrofien wie Druck, fur Vielteilchensysteme (VTS)
aus der mikroskopischen Mechanik oder Quantentheorie

Die Behandlung der VTS erfolgt dann statistisch, also auf der Grundlage von
Wahrscheinlichkeiten, mit denen verschiedene Zusténde eines Systems durchlaufen werden.

Beispiel:

Exakte Losung wére: T (t), p; (t) . Man musste die Bahnkurve jedes Teilchens kennen
( mikroskopische Information).

Im Rahmen der Statistik werden makroskopische Infos gesucht, wie der Druck auf eine Wand
I'Im Experiment wird dann der Druck auf eine Wand im Zeitmittel gemessen. Es liegen aber
durchaus Fluktuationen vor ( hinsichtlich der Zahl der auftreffenden Teilchen).

Zeitmittel der Observable F : (f)t
Theoretischer Ansatz;



(7). =& wF

Mit dem sogenannten Ensemblemittel § wF, .

Dabel kennzeichnet w; die Wahrscheinlichkeit einer Momentaufnahme ( Also die
Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Zahlrate)
& W F, bildet dann die Summe aller mdglichen Momentaufnahmen mit ihrem jeweiligen

statistischen Gewicht.
Der Zustand, die GroRke der jeweiligen Momentaufnahmeii ist F,

Es sind 2 Gebiete wichtig:

Gleichgewichtsstatistik:

Wenn man ein VTS sich selbst Uberl83t, so streben alle makroskopisch messbaren Grof3en
gegen zeitlich konstante Werte. Diesist der Gleichgewichtszustand. Die makroskopischen
Grofen hell3en Zustandsgrofien.

Nichtgleichgewichtsstatistik!

Thermodynamik: makroskopische Beschreibung der Gleichgewichtseigenschaften mit den
Hauptsétzen der Thermodynamik (TD). Die Hauptsdtze der Thermodynamik werden aus der
statistischen Physik abgeleitet.

Nichtgleichgewichtsstatistik: ein offenes System kann durch zeitabhéngige Felder aus dem
Gleichgewichtszustand gebracht werden. Wird das System dann sich selbst Uberlassen, so
erfolgt die Relaxation zurtick in den Gleichgewichtszustand.

Wichtige Begriffe:

Reiner Zustand:
Zustand entwickelt sich ohne den statistischen Einfluss der Umgebung ( néherungsweise). Die
Anfangsbedingung ist dabei exakt vorgegeben.

Gemischter Zustand: ( statistische Physik):

Der Zustand entwickelt sich unter dem Einfluss der Umgebung. Unter Umstanden kann die
Wahrscheinlichkeit

{w } zur Beschreibung genutzt werden.

w; wird dabel von der Umgebung vorgegeben ( z.B. Temperatur).
Auch die Anfangsbedingungen sind nur mit der Wahrscheinlichkeit {w; }bekannt.

Erwartungswerte/ Mittelwerte:

Zeitlicher Mittelwert eines Erwartungswertes:
_ o —
<<':>>t =aw(Y[R|Y;)
Mit der statistischen Mittelung Uber Umgebung und Anfangsbedingungen:
aw..



Und der guantenmechanischen Bildung des Erwartungswertes

<Yi |FI | Yi >

Fur eine feste Observable ( Anfangswert- und Umgebungsunabhangig):
(F)=8w(vi[Fv)

Alle w sollten nach Mdglichkeit zeitunabhangig sein.
Sie sind durch die Umgebung oder die Anfangsbedingungen vorgegeben.

Definition der Wahrscheinlichkeit:

Die Wahrscheinlichkeit w, eines Ereignisses im Zustand i :

lim

N,
V\/i:_
N® ¥ N

N: Zahl der Versuche, N,: Zahl , wie oft das Ereignis aufgetreten ist.

Statistisches Ensemble

Ist die Menge von N gleichartigen Systemen, von denen jeweils N, im Zustand i sind . Die
Prozedur der Mittelung ist das sogenannte Ensemblemittel

Arten der Mittelung

Zeitmittel: Das betrachtete System wird N mal Uber einen festen Zeitraum untersucht
Ensemblemittel: N Systeme werden zu einem festen Zeitpunkt untersucht.
Beispid: Gas

Wechselwirkung des VTS, Geschwindigkeitsverteilung eines Teilchens:
Wahrscheinlichkeit w; , mit der das Teilchen die Energie e, hat.

Zeitmittel: Man wirde in einem Gas N mal hintereinander ein Teilchen beobachten
Ensemblemittel: N Gase nebeneinander zu einem festen Zeitpunkt untersuchen.

Systeme, in denen das Zeitmittel (experimentell) durch das Ensemblemittel ersetzt werden
konnen, heilfen ERGODISCHE Systeme (Ergodenhypothese).

Im Allgemeinen erfillen wechselwirkende VTS die Ergodenhypothese



Thermodynamik: Vorlesung vom 17.10.02

Warum statistische Mechanik ?

Die kanonischen Gleichungen von 10%Teilchen sind nicht in endlicher Rechenzeit |6sbar.
Diese wilrden die exakten ( klassisch gesehen) Trajektorien im Phasenraum G bestimmen.

Uber Newton kénnen wir uns ein reprasentatives Ensembl e herauspicken:

Die Trajektorien dieser Teilchen bilden dann einen Unterraum des Phasenraumes DG, I G

Dabei befinden sich n; Teilchen im Ensemble und ihre Trajektorien ( Orte und Imnpulse) sind in DGj

Fur alle N Teilchen kann man sich einen Gesamtvektor definieren, der sich im Phasenraum bewegt und die
Trajektorien zeichnet: R = ()_(1, x2,.. XN [_)1, T)Z - [_)N )I G
Jeder Untervektor ()_(i , ﬁi )T DG lebt im Phasenraum des jeweiligen Unternensembl es.
Damit haben wir N Teilchensystem- Systeme
RI C
Fir die Phasenraumpunkte gilt é n, = N Phasenraumpunkte fiir das Gesamtsystem
j
R(t) ist durch die kanonischen Gleichungen bestimmt
= Ergodenhypothese

Die Relative Haufigkeit in DGJ- bestimmt sich geman:

i lim

h =—~ mit3 h =1 for

" N 6,‘ : N- >¥

n;

Die mittlere Dichte in DGJ-: Dj = D—
Die mittlere normierte Dichte:
Di_m1 _h

N N DG]- DG] !
1=§ h; =4 r ;DG

j ]
DG;

a r DG - j=1..® ¢y (Rd’r

] N® ¥ G

Diesist zu vergleichen mit der Summe Uber alle Wahrschinliochkeiten.
Die Wahrschinlichkeit fir einen Phasenraumpunkt in DG; erhélt man durch Integration tiber diesenBereich
aleine:



o (Rd’r = P(DG;)
DG

Einander ausschlie3end/ unabhéngig voneinander
Einander ausschliefRend:

Zwei Mengen haben keinen Schnittbreich, dann sind die Mengen einander ausschlief3end:
ACB=0

AB....I DG

Zwei Mengen G und H haben einen Uberlapp, sind jedoch unabhéngig, so folgt:
GEH=GE(HCG)

GC(HCG)=0

Volladditivitat i

l) P(GEH)=P@G)+P(HCG)

H=(HGG)E(HGG)

(Hca)c(HCG)=0

) P(H)=P(HCG)+P(HCG)

I-11 liefert:
P(GEH)- P(H)=P(G)- P(H CG)

Somit folgt bei Unabhangigkeit zweier Ereignisse:
P(GEH)=P(G)+P(H)- P(HCG)
Falls G und H einander ausschlief3end sind, so gilt:
GCH=0

P(0)=0
P(GEH)=P(G) +P(H)

Bedingte Wahr scheinlichkeit

Die Bedingte Wahrscheinlichkeit ( A unter der Bedingung, dass B), ergibt sich gemaf3
P@JM:EQEEQ
P(B)
Falls A von B unabhéngig ist, so gilt:
P(ACB)=P(A)P(B)
P(AC B)

MNBF;?ES—:WM

VerteilungskenngréfRen

Der Mittelwert



Fs =(Fs) = ¢Fs(R)r (Rd’r

G

]

Im diskreten Fall:

o o]

Fs =(Fs)=a Fir;
i

>

r(R)=—-=w

=z

(x) = a xw
i
(f)=a f(x)w
i
Die mittlere Abweichung:

(x- (3) =8 (% - (i =& xwy - & W)= (0)- (x)=0

e <x>)2i>
o o) = - 2x00+ (97 = [ - 2600 +07 =) (02

fix)

D)’

Abweichung
e

X
" Mittelwert =

Schwerpunkt

der Funktion
Ziel:
Wir wollen ein Ensemble konstruieren in der Art, dass die Verteilungsfunktion stark um den Mittelwert
konzentriert ist.
Ist die Abweichung unmefibar, soist der Mittelwert reprasentativ fir alle Ensembles
Beispiel: idealer Wiirfel.

Merke dabei: Der Mittelwert ist im Allgemeinen kein Messwert !

Wirfel:



Binomialverteilung

Beispidl: Ein Spinsystem von N Teilchen. Dabei sollen

100 p % sei die Wahrscheinlichkeit der Spins nach oben zu zeigen und
100( 1-p) % = 100 q % die WSK fur Spin down

0f£ p£l
1- p=g
q+p=1

Wie wahrscheinlich ist eine bestimmte Konfiguration ?

Bei einer ganz bestimmten Reihenfolge ist die Wahrscheinlichkeit fur diese Konfiguration, falls innerhalb dieser
Reihenfolge n Spins nach oben zeigen:

P(noben) = p"g™"" = p"(L- p™"
fir eine bestimmte Reihenfolge.

Insgesamt gibt es 2N maogliche Konfigurationen. Fir eine feste Zahl n nach oben und N-n nach unten ist die
Zahl jedoch die Anzahl der Permutationen aus N Elementen, unter denen n und N-n gleiche sind:
Hier ist die Zahl k der mdglichen Konfigurationen:

NN - no_alNo N!
& é'\' ng gnz n(N-n)

Die Wahrscheinlichkeit fir eine bestimmte Konfiguration mit n gleichen SPins ohne Interesse fir die
Reihenfolge ergibt sich demnach zu:

k= Pn,N-n =

"y
P(PyN-n) = g Ipng(h-n) = n%o”(l- p)(N-")

Beispiel: N=10
M agnetische M Omente

Das magnetische Moment eines Spins:
m=1
Bei n Spins nach oben:

M=n-(N-n)=2n- N

Also:
M =2n- N U n Spinssind nach oben gerichtet



n=

2
n Pn,lo- N (10) M=2n-N
10 1 10
9 10 8
8 45 6
7 120 4
6 210 2
5 252 0
4 210 -2
3 120 -4
2 45 -6
1 10 -8
0 1 -10

Eine symmetrische Verteilung um die 5 also.Die zugehtrige Wahrscheinlichkeits- verteilung ist die
Bonomialverteilung

Die diskrete Binomialverteilung lautet:

o o
P(Po-n) =Wo(N) = 20" p)*"

N alN G .
a8 ra- p=1=(p+q)
n=0' a9

Vorlesung 22.10.2003

Summary

Of (xdx =1

Wahrscheinlichkeiten wi:

Wahrscheinlichkeit einer Eigenschaft A / eines Ereignisses A:

P(A)= @ w =0, fOIdx=PA
iT Al N

(x):=8& xw =1:= O xf(Xdx
i

Mittlere quadratische Abweichung:




4 =([x- () =(*)- (%7

Satz: Standar dabweichung/ Streuung

(Dx) = 1/<[x- (x>]2> =4/<x2>- (x?es,

Relative Standardabweichung:

(Dx)

()

Additivitat der Wahrscheinlichkeiten:

P(GEH)=P(G)+P(H)- P(HCG)
Falls G und H einander ausschliefiend sind, so gilt:
GCH=0

P(0)=0

P(GEH)=P(G) +P(H)
Bedingte Wahr scheinlichkeit

Die Bedingte Wahrscheinlichkeit ( A unter der Bedingung, dass B), ergibt sich gemal3
_P(ACB)
P(A/B)= ="/
P(B)
Falls A von B unabhéngigist, so gilt:
P(ACB)=P(AP(B)

PMHﬂL%%%@:HN

Binomialverteilung:
aNo ) aNo .
P(Pn,N-n)=§nip“q(N =g 2p" - )N =w, (N)
7} Ng

Spinsim Feld: P(DOWN)= 1/10

80el §"20 6" alo (N-n)
W, (10) = C—+ C—~ = =p (1-
 (10) Enﬁmg 810;5 gnbp 1- p)

0 0,34867844
1 0,38742049
2 0,19371024
3 0,05739563
4 0,01116026
5 0,00148803
6 0,00013778
7  8,748E-06



8  3,645E-07
9 9E-09
10 1E-10

0,4}
0,357
0,37
0,25
0,21
0,151
0,17
0,05

Mittelwert von n

N N N

o o alNoO . o N! .
n) = nWw, (N): j’]pnq(N n) = —npnq(N n)
") amhtTa kg A N- )
n_ a1
np p‘ﬂp p
F(p q) = g —N' pl pnq(N'n) = plg N! pnq(N-n)
7 o N(N- )T p o2, N(N-n)
N NI n(N-) _ \
2.0 mp q =(p+0q)
7 & N! n(N-1) _ No1
bpLy —~ = pN
pﬂpf}o n!(N-n)!pq PN(p+0Q)
(n)=F(p1- p)=pN1V* = pN
(n) = pN
Ubungsaufgabe:

(on) = <[n- (n>]2> =Np(l- p)

Wichtig: Zum Beweis derartiger relationen muss man zuerst in dr p-g- Ebene rechnen. Dann ist es méglich, p =
1-q zu setzen !

Eszeigt sich:

S ° Dn=./Np(l- p) as Standardabweichung

Dn _ {Np(1- p) :Jl- p 1
(m PN PN



Relative Standardabweichung in Binomialverteilungen

im Dn_ Ilm [1-p 1 _
N® ¥(n) N® ¥\ p JN

Beispiel:
N =10%
p==
2
_1. 2
{n) = 210
(Dn)? =10% x5 =
22

s, °Dn =1ipw
2

bn _ 1012

()

Fir viele Versuche gent die relative Haufigkeit h; gegen die Wahrscheinlichkeit W,
Die Messwerte folgen der Normalverteilung.

2> LOKALER GRENZWERTSATZ

Zunéachst: Satz:

Fir N® ¥ wirdaus

W, (N) = gj\l %pn a- p)(N' ") gie Normalverteilung

Das passiert interessanterweise fast fiir jede Verteilung fir N ® ¥

Die Normalverteilung:

N(n;{n),Dn) = - e B’

Dni=s ?
Wir wollen das allgemeiner beweisen:

Sind S, S,,..., Sy voneinander UNABHANGIGE Zufallsvariablen mit gleicher beschrénkter Dichteverteilung
w(s)

Das heifdt: Alle Zufalsvariablen sind voneinander unabhangig, haben jedoch die gleiche beschrankte
Dichteverteilung,also

W (S) ® w(S)

Und existiert N<Sj> ( Mittelwert) aller Messwerte und existiert N (DSJ- )2 " ] (Streuung),



N
so ist die Summe der Zufalsveranderlichen, also X = é Sj mit N (X; N<S>, N (DS)Z) normalverteilt.
=1

Beispiel:

Messung der Lange eines Stabes.
Bei Messung der Stablange kann das Ergebnis einer beliebigen Verteilungsfunktion folgend verteilt sein.

Beispiel:
| ‘ I .
Dies gilt jedoch nur fir die einzelnen Messwerte.

Die Mittelwerte aller messungen sind dann selbst wieder als Verteilung aufzutragen und folgen selbst einer (
meist deutlich schmaleren) Verteilungsfunktion um die Wahre Stablénge. Diese Verteilungsfunktion ist im
Allgemeinen die Normalverteilung:

-II|||II-
Merke:

f (X) ist eine sogenannte DICHTEVERTEILUNG

n

p Qi . f(X)dX ist VERTEILUNGSFUNKTION !



Beweis des Gleichverteilungssatzes

Formalismus. Mit obenstehenden Indices wird charakterisiert, dass es sich nicht um EINZELMESSUNGEN
handelt sondern um einen abgesteckten bereich !

w(s)

/

sl 2

P(sl,sz))(‘f w(s)ds3 0
w(s)* 0
P(-¥,+¥)=1

Fir einen infinitesimal kleinen Bereich gilt:

S+ds
P(s,s+ds) = Q w(x)dx = w(s)ds
einekleine STufe, mit infinitesimaler Breite !

Nun: Wir machen Messungen, also Messungen UNABHANGIGER Zufallsvariablen !

In der Quantenmechanik ist das NICHT mdglich ! Eine jede Messung beeinflusst das Ergebnis der néchsten
Messung !

Die Wahrscheinlichkeit fur eine SPEZIEL L E Folge voneinander unabhangiger messungen ergibt sich gemals:

j- Messung:

S;.S; +dS,

w(S; )ds,
bei insgesamt N Messungen also als WSK:
N
=1
\
X = a SJ

j=1
Gesamtverschiebung in x...x + dx

N
Also: Die WSK fir x...x + dx ist also wegen der Unabhangigkeit (O W(Sj )de
j=1



Bsp: N=2, 2 Messungen:

Werken vind4 Entgprod X
nkeruadl x 4 olX

x=S1+S2

S +S, =x=cond.
Merke: Dies geht, wie bereits erwahnt, nur, wenn w , also die WSK- Verteilung beschrénkt ist-.
Demnach versagt der Satz bei Delta- Verteilungen

Es schwanken S1 um dS1
S2umdS2 > x schwankt um x +dx

WSK fir ein x in x+dx
POJax= Qreifen Qreifen W(Sl)W(SZ )dSldSZ
= @ wW(S)dsds,

Sreifen

- zwar haben beide Zufallsvariablen die gleiche WSK- verteilung ( beschrénkt), jedoch kdnnen die einzelnen
messungen unterschiedliche STreubreiten haben !!
Deshalb dS1, dS2, ...

N Messungen

Fir N Messungen folgt:

N
Px= 8 O WSds,

Pdx= @ w"(S)dS,dS,dS;..dSy
x£§ S Ex+dx

i=1

Nun suchen wir eine Funktion, die Gberall Null ist und lediglich auf dem Streifen 1.
Wir fihren die Variable X ein:



Aufierdem wéhlen wir eine Folge vom delta- Typ:

! —,0Ex£dx

dgy(x) = {

Osonst

Diesist eine Distribution von im Sinne der Heavyside- Funktion.

Also eine Folge von steiler werdenden Stufenfunktionen !

Fur infinitesimales dx bleibt eine Funktion, die nur noch an der Null von Null verschieden ist. Das Integral Uber
die gesamte Funktion ist dagegen eins!

Ganz am Ende kann man in einer definierten Folge von Distributionen dann den Limes fir infinitesimale
Situation bilden, also verschwindende Breite der Stufenfunktion ( Distributionstheorie)

Die Delta- Funktion und insbesondere das Integral Uber sie ist weder im Riemannschen Sinne noch in der
Lebesque- Theorie erfsst.

Die Theorie dazu ist neu. Die Deltafunktion wurde der Mathematik schliefdlich erst Gber Distributionstheorie
zuganglich!

dx1

Flr den Streifen gilt:

Of aS - X£ dx
j=1

Dies kann abgebildet werden auf:
ddxga S - x—
Egal wie kleindx gewéhlt wird:

ddxéa Sj - Xz I|efert|mmere|nen Beitrag fur aS - X £ dx also wenigstens an der NULL!
j=1

Esgilt'

ddxga S - x-dx 1



P(x)dx = ¢ O W(S; )ddxga S; - x-ddeldSZ dSy
An das Integral wird dabei keine Ei nschrankung mehr gemacht.

Nun gilt:

o 0 POIdX =850 O O w(s, )ddxéjq S; - xﬂxdsldsz dsy
j=1

P P(X)=0Q O W(S; )dgaS - X-dSldSZ dSy
i=

Integraldarstellung der Deltafunktion:

Esqilt:

+¥
1 oe alkcady -2 9
p p x2 +g?
lim 1 g _
g->0,x->OEW_dg (X)
I|m 1 +¥ |kx

d (X)=d(x) =— dk

» 0
|k8%“15 x2

1

P PX =9 o w(s, )—Q¥ e & adkdSdS,..dSy

k und Ssind vél Ilg verschiedene Variablen, also vertauschbar:

¥
1 o N ¥ -
P P(x)=— gdke™QO O v s S w(s;)e's
P _y =1
N ik _.
O n-an 951877 = QM
letztes Integral unabhangig von j

Also:
5 > ds:w(s; )e'S
O¥ N- fach ] ]

=1

=Q" (k)

Die S; gentigen der selben verteilung ! W(Sj)
Also: Fur alle Sj héngt das Integral selbst nicht mehr vonj ab!

VORLESUNG 24.10.2002

¥
b P(X) = §QN(K) & ik
2y
Bleibt:

QN (K) ermitteln fiir N -> unendlich !



Néaherungsweise: Behauptung:

wW(s) = pd(s- 1)+ (- p)d(s+l)
= esfolgt die Binomialverteilung:
W, (N) = (N Jon@- py ™
n=0212,...,N

Wichtige Beziehungen:

Esqgilt:

1 (b' a)mm.‘%g |W(b)' W(a)|s>a

Also: aE£SEDb
2) Greifeein Intervall [a,b].Mt)inchist:

F=
ds

1>> (b - a) max.

® a£sEb
maoglich.
Grafisch:

3) Wahleeink:

(b- 8)a K| >>12 |(b- a >>|w(b) - W(a)|

)|

aw
ds

d
(b- a)max.|k| >>13 |(b' a)max|d_vsv‘ wg.1

|(b' a)max|‘(zj_\j >> |W(b)' W(a)| wg.2

Betrachte: KEIN Mittelwertsatz !



Hierk| grof3!

b b
ow(s) € kSds » wx)Q € kSds
C C
b

. 1 b
N e deS » — @l ks
0 ik

a
Cc

aEx£Eb

_leiksb
ik

»0

a

|k] groR3 !

®

¥
++(‘)
b

® Q
1]

K Qs ®

SJJO/CT

nicht stri

=

t

¥
OW(s) €*%ds = Q(k) » 0
-¥

AQ

=~

Taylorentwicklung
NI 1 0
k)= ¢ s§l+iks- “k2s? +....ds
Q(Kk) _(¥)W( ) > Hd

¥

<s”> = OWs)s"ds
-¥

Als Moment n-ter Ordnung

Somit:

QU =1+ik(s) - Zk3(s2) +...

WSK- Charakterisierung durch die Momente der WSK- Verteilung !



u

In[QN(k)]z N In[Q(K)] » NIn§L+ik<s) - %k2<sz>+....H
fur y<<1

I(1+y)» y- %yz +...

Nlnguik(s)- %k2<32>+....§» N?k(s)- %k2<sz>+%k2(s)2g

mit kleinem k
>
Alle Terme mit

k3, K4 ,...wurden vernachlassigt !

nQ" () » NEik(s) - Zk?(0s)72

Ng?k(s)-lkz(Ds)zg iNK(s)- %Nkz(Ds)2

QN (k) - e e 2 :e
exakt fur
N- >¥
» 2
-¥ v

Diesist ein Integral der Form

2

¥ 2
(\)e-a)?+bx dx = [Ped

-¥
a>0

_(Ns)-xf
P(X) :i 1#6 Z(DS)ZN

2 ~(osPN
Wobei zur Integration quadratisch erganzt wurde:
Setze:
m:= N(s)
s2:=N(Ds)’2 0
— (e
P P(x)= e =
2ps

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist damit vollsténdig durch die ersten beiden Momente charakterisiert !



das erste Moment ist der Erwartungswert ( das Maximum der WA SKI- Verteilung), das zweite Moment dagegen
die Varianz !

Einwurf: GaulRsche Zustande / Charakterisierung tiber Momente von WSK - Verteilungen!

Klassische Gaul3verteilungen

1. Klassische Gaul3verteilungen

1.1 Zufallsvariable und Wahr scheinlichkeitsdichte
1.2 Charakteristische Funktion und Kumulanten

1.3 Verallgemeinerung auf mehrere Zufallsvariablen
1.4 Gauldverteilungen

1.5 Fazit

1.6 Roulette als Zufallsgener ator
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1. Klassische Gaul3verteillungen

1.1 Zufallsvariable und Wahr scheinlichkeitsdichte

Gemal3 einer bestimmten Vorschrift gewinnen wir eine Zahl X :

Munzwurf

Wiirfeln

Roulette

Zeitdauer zwischen zwei Kernzerfallen in Sekunden

X ist Zufallsvariable genau dann, wenn X nicht vorhersagbar ist. In den ersten drei Féllen liegt dies
offensichtlich am Fehlen der Randbedingungen oder in Unwissenheit begriindet’

! Die Realisierung klassischer Zufallsgeneratoren stellt physikalisch oft nicht unerhebliche Probleme dar:
Vergleiche dazu Kapitel 1.5, S. 13, f.



Bei N Experimenten ergeben sich N Zahlen ( V ektorkomponenten von Orten, Impulsen, ....)
X1,X2 00, XN

Wahrscheinlichkeitstheoretisch ununterscheidbar: N Systeme, wobei an jedem das Experiment einmal
durchgefihrt wird.

Nach den Definitionen sind Xq,X»,...,X nicht vorhersehbar, jedoch die relative Haufigkeit kann fur
unendlich viele Versuche gemaR obiger |deationen® approximiert werden:
einfachst denkbarer Erwartungswert fir ein mittleres X ist dasarithemetische Mittel:

18
<x >= lim —Q X;
N->¥ N .0

Eine Verallgemeinerung ware:

1Y
< f(x)>= lim —é f(X;)
N->¥ N .
f ist dabei eine beliebige Funktion.

Wahr scheinlichkeitsdichte (Bronstein, S. 749 ff.)

Die Verteilung einer Zufallsveranderlichen X wird durch die Verteilungsfunktion beschrieben:
F(X)=PX £x) flr-¥ <x<¥
Eigenschaften der Verteilungsfunktion sind:

1. F(-¥)=0,F®)=1
2. F(X) monoton steigend in X
3. F(X)ist rechtsseitig stetig

F(X) =P(X £ x) flr - ¥ <x<¥ istDefinition nach DIN- Vorschrift. Oft findet man abweichende
Definitionen, die jedoch fir den kontinuierlichen Fall mit P(X = X) = Oineinander ilbergehen.

S f(X)=q(x-x)

&N g(x- x)0
® F(x )= P £x) =<q(x - x) >= lim &3 X Xd_ jm M

N->¥g 75 N g N> N
Dabei ist M die Zahl Experimente, mit dem Ergebnis X £ X . Im Limit fiir unendlich groRe N spricht man von
der Wahrscheinlichkeit P(X £ X) .

Als Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ( von x) definiert man nun die Ableitung von P nach x:

W, (x )= L pxex ) =L <qx- x)>=< Lq(x-x) >=<d(x - x)>
dx dx dx

Die Wahrscheinlichkeit dP, die kontinuierliche statistische Variable X im Intervall
XEX £ X +dX anzutreffen, ergibt sich bei Differenzierbarkeit der Verteilungsfunktion zu:

dPX £x )=PXE£x +dx )- P(x£x):diP(x£x)dx =W, (x )dx
X




Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion W, (X ) ist bei kontinuierlichen Verteilungsfunktionen glat. Bei
diskreten Werten springt die Verteilungsfunktion F (X ) = P(X £ X ) an den diskreten Werten X,,und die

Wahrscheinlichkeitsdichte W, (X ) besteht aus einer Summe von Diracschen Delta- Funktionen:

W (x )=a pad (X- X,)

Dabei ist P, die Wahrscheinlichkeit, den diskreten Wert X, zu finden. Erlaubt man in der

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion Singularitdten der Delta- Funktion, so sind der diskrete und der
kontinuierliche Fall im selben Formalismus beschreibbar.

Mathematisch ist P die Verteilungsfunktion und W, (X ) die Wahrscheinlichkeitsdichte. In der physikalischen
Literatur findet man jedoch oft W, (X ) als"Verteilungsfunktion”.

Es genuigt jedoch, alleine W, (X ) zu betrachten. Deshalb kann der Ausdruck V erteilungsfunktion fir

W, (X ) reserviert werden.

Die statistischen Eigenschaften der Zufallsvariable X sind durch die Wahrscheinlichkeitsdichte vollstandig
bestimmt. Durch Integration von W, (X ), kann jeder Erwartungswert < f (x) >=<q (X - X) > bestimmt

werden.

Diesist sehr einfach rekapitulierbar:

< f(x)>=<f(x)d(x- x)dx >= ¢ f(x) <d(x- x) >dx = ¢ f (X0 (x)dx

Normierbarkeit mit f(x)=1:

(W (X)dx =1

Bei einer kontinuierlichen ZufallsgréRe ist die Wahrscheinlichkeit, dass X genau einen bestimmten Wert
X annimmt gleich 0. Deshalb betrachtet man die Wahrscheinlichkeit, dass X in einem endlichen Intervall [a,b]

liegt. Dies &Rt sich mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsdichte VW, (t) darstellen:
b

P@@Ex £b) =Y (t)dt
a

In diesem Fall spricht man von einer stetigen Verteilungsfunktion

X

F(X)=PXE£X = %k ®at
-¥

Auch die ZufallsgréReist stetig.

Flacheninter pretation:

Wy () Wi i)

Ish

terg




Wird eine bestimmte WSK' & vorgegeben, so nennt man die zugehtrige Abszisse X = X, das Quantil oder auch
Fraktil der Verteilung, wenn gilt: P(X >X) =a

1.2 Char akteristische Funktion und Kumulanten

Die charakteristische Funktion C, (U) ist definiert as:

C, (u) =<e"™ >= ¢e"™*W, (x)dx

Die charakteristische Funktion ist die Fouriertransformierte der Wahrscheinlichkeitsverteilung und damit
Erzeugende der Wahrscheinlichkeitsmomente. Aus der charakteristischen Funktion erhélt man ndmlich die
Wahrscheinlichkeitsmomente gemal}

u=0
Demnach ergibt sich die Taylorentwicklung der charakteristischen Funktion gemaf

s n M,
G (W) =1+ 8 (u)" =

n=1 ;
Die charakteristische Funktion ist genau dann die Fouriertransformierte der Wahrscheinlichkeitsdichte W, (X) ,
wenn X von minus bis plus unendlich lauft. Dann erhadlt man die Wahrscheinlichkeitsdichte als inverse
Fouriertransformierte der charakteristischen Funktion C, (U) :

W (9 = o 35 e o

Alle Wahrscheinlichkeitsdichten sind verstandlicherweise positiv: W, (X) 2 0. Die Fouriertransformierte einer
Funktion f(x) ist genau dann positiv, wenn f(x) positiv definit ist und f(0)=1.
Dasheif’t, C, (U) muss positiv definit sein.

C, (u) mussdazufirr alle N 3 1folgende Relation erfiillen:

CX(Uk - Uj)ak*aj 30

Qo5
Qo5

=~
1l

1j=1

Dabei ist U ...Up, eine beliebige Menge reeller Zahlen und @;...8,, eine beliebige Menge komplexer Zahlen.
Aus der Definition ( Normierbarkeit) folgt: C, (0) =1.

Kumulanten

Die Kumulanten K, sind definiert gemas:

X (u)" & ()" 0
G =1+8 “m, =epld Mk,
n=1 . n=1 ’ 4]



¢ n s o
n(c, ) =G+ & 7y, 2= & W7y ©
n=1 n g én=1 n o

schreibt man die Zusammenhange zwischen Kumulanten und Momenten aus, so ergibt sich bisn=4;

Ki=My

Kz =M;- M12

Ky =Mj- 3M;M, +2M,°

Ky =M, - 3M,% - 4M;M 5 +12M,°M,, - 6M,*

Der Zusammenhang zwischen K,,und M, 183t sichin Form der Determinante einer n x n Matrix schreiben:

M, 1 0 0 0 .
M, M; 1 0 0 .
2806
Mz M, gg\/ll 1 0 .
1
Kn=(-D)™* 80 &89
n =01 My, Mz §aM, g M, 1 .
glia gzia
U5 odt  ade
Ms My g%\/ls My My .
10 20 30
................................ ]
K, -1 0 0 .
Ky K -1 0o 0 ..
a5
Ky gng K, -1 0 ..
19
M, = B0 80
: K4g;|<3§;|<2 Ky -1 ..
19 20
20 20 20
Ks giK4 Ks g Ky Kpo.
10 20 30
................................ ]




Man sieht also, dass der erste Kumulant gleich dem ersten Moment ist. Der zweite Kumulant ist gleich der
mittleren quadratischen Abweichung vom Erwartungswert:

Ki=M4

Ky, =M, - M12 =<(x- <X )% >

K,30

Fir M{* O,M, = M3 =...=0ist K, 3 Overletzt. Esist keine positive Wahrscheinlichkeitsdichte

maoglich. Eine solche WSK- Dichte und damit Verteilungsfunktion macht also keinen Sinn. Dies steht
exemplarisch fur das Problem, sich mit WSK- Dichten auseinanderzusetzen, deren erste Momente verschwinden.
Interessante Ergebnisse liefert jedoch eine Betrachtung der WSK - Dichten, bei denen eine gewisse Zahl von
Kumulanten verschwindet:
K2 = K3 =..=0

Cy (u) = exp(iuK )

W () =d(x- Ky)

Kzl O,K3:K4:...:O
. 1
Ce (u) = explitk; - Zu?Ky)
1% 1
W, (X) = — Qexp(- iux +iuK - Eusz)du
2y

W, (X) @Kzexp( 2 K, )

Im ersten Fall erhalten wir also einen Delta- Peak bei K1, im zweiten Fall dagegen eine GauRverteilung um

K mit der Varianz K,

Es kann gezeigt werden, dassin allen Féllen, bei denen die Kumulanten erst ab hoheren Ordnungen
verschwinden, die Wahrscheinlichkeitsdichten nicht mehr positiv sind.

1.3 Verallgemenerung auf mehrere Zufallsvariablen

Im Allgemeinen seien r Zufallsvariablen X1,X5,...,X, gegeben.

Bei N Messungen erhalten wir fur jede Zufallsvariable X; N Zahlen Xjq,Xj2,...,Xjp

Wieim eindimensionalen Fall erhalten wir den Erwartungswert einer beliebigen Funktion

1
<f >= lim —a fXqi,X0 000X
(X1’X21 1Xr) NI- >y N 2.1 (X].I1X2I’ ’Xr|)



Ebenso filhren wir eine r-dimensionale Wahrscheinlichkeitsfunktion ein:

X1, X5 e X, (X17 X2y Xy ) =W, (Xl’ X2 yeey Xy ) =<d (Xl - Xl)d (XZ - XZ)---d (xr - Xy ) >

Ganz analog ergeben sich die Erwartungswerte durch Integration:
< (X0, X2000 X ) >= Q0 OF (X0 Xa 5000 Xp Wi (Xq, Xo 00 Xp )X AX...0X;

Zur Berechnung bedingter Wahrschinlichkeiten erhalt man eine Wahrscheinlichkeitsdichte fur i<r Variablen
durch Ausfiihrung der Integration Uber die bedingten Variablen:

WE (X35 X050 % ) = QOO (%25 X2 5000 X, Koo Xp YK 19 O 40X,
Ebenso wird auch die charakteristische Funktion bestimmt:
C, (Ug,Up,...,u, ) =<exp(iuXq +...+iu X, ) >

Cr (Up,Up, Uy ) = QD--ORP(IUXy + o iUX W (Xq,ens X )X OXs... 00X,

Die Momente ergeben sich ebenfalls durch Differentiation und kénnen fur beliebige Kombinationen bestimmt
werden:

Nl .
Fo2) 0 ae 0
nr >:gﬂi1L I 1_“1 I Cr(ul,UZ,.--,Ur )
1
7] rg ul=...=ur=0

Diese Momente sind Entwicklungskoeffizienten der charakteristischen Funktion:

_ nl
M niL...nr _<X1 ---Xr

(iu)™ iy )"
Cr(ug,Up,.. Uy )= a a a Mog..pr e
r nln2 nr n! nr!

.....

Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist die inverse Fouriertransformierte der charakteristischen Funktion:

1 .. . . .
W, (X500 ) = ) 00--CFXP(-iugXy - ... iU X )Gy (Ug, Up,... Uy )dugduy.. duy

Der Zusammenhang zwischen charakteristischer Funktion und den Kumulanten 1813t sich schreiben als:

&9 o ('j
Kng...nr gﬂlu gﬂlu = NG (ug,uy,....up )]
1
QI "o ul=...=ur=0
Also 183t sich die charakteristische Funktion durch die Kumulanten folgendermalien ausdriicken:

e (iu)™  (u,)™ U
C,(u,Up,., Uy )= e@gé é é. Knt,..nr 1]! r—lu
enl n2 nr n nr: 3]

Bedingte Wahr scheinlichkeitsdichte



Wir betrachten nun nur die Realisierungen der Zufallsvariablen Xq,X5,...,X, , wobei lediglich X1 im

Experiment bestimmt wird. Wir suchen also eine bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte P(Xq|Xo,..., X, ) fur
leit X2 = X2,...,Xr = Xr

Fir die bedingte Wahrscheinlichkeit gilt:

W, (X, %) _ W, (X1, %p )
Weo 1 (X X ) ¢ W (% een0 Xp ) Oy

PO ) =

Fir den Speziafall zweier Zufallsvariablen erhalten wir:

W, (X1, X7)
f W, (X, Xo)dX,

P(xq|x;) =

Korrelationen

Falls die bedingte Wahrscheinlichkeit P( X1| Xo) nicht von der Zufallsvariable X 5 abhéngt, spricht man von
unkorrelierten Zufallsvariablen X1 und X, . Dann gilt:

Wa (3, X2) = P(x) %¢ W (g, %) dxg =V (3) AP (x,)

Die zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte zerfallt in ein Produkt zweier eindimensional er
Wahrscheinlichkeitsdichten.

Im anderen Extrem, falls X = f(X,) ist die Zufallsvariable X1 komplett durch X , festgelegt. Die bedingte
Wahrscheinlichkeitsdichte hat dann den scharfen Wert:

P(xq|%z) =d (X, - (%))

Dasheif¥, fir X, =  (X) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(Xy|X,) genau eins, das heift, mit x2 tritt
automatisch x1 auf, anderenfalls, falls X; * f(X,) aber gar nicht. Die bedingte WSK ist dann Null.

Die gekoppelte Wahrscheinlichkeit ist dann:

W5 (Xq, X2) =d (% - F(X2)W4(X7)

Zwischen diesen beiden Extremen gibt es zahlreiche Félle, in denen die Variablen teilweise korreliert sind.
Der sogenannte Cross-Correl ation-Coefficient

K (X1,X5) =<XqX5 >- <X; ><X, >ist exakt Null, fals die gekoppelte Wahrscheinlichkeit faktorisiert
(Unabhangigkeit).
Das Mal? der Korrelation wird durch den Korrelationskoeffizienten

<XKp > <Xq ><X, >

\/<x12 >- <X >2\/<x22 >- <X, >2

Dabei ist | R [E1. Fir R = 1 sind die Zufallsvariablen linear abhangig.
Das bedeutet:

R(x1,X2) =

X]_:aX2+b



Falls die gekoppelte Wahrscheinlichkeitsdichte faktorisiert ist R genau 0, Aus R=0 kann jedoch keine
Unabhangigkeit der beiden Zufallsvariablen gefolgert werden. So gibt es Beispiele mit

P(X1|X2) =d (Xl - f (X2 )) und R=0.
Kumulanten

Bei zwel Variablen mit N1 = N2 = list der Kumulant gleich dem Cross Correlation Coefficient.
Im Allgemeinen Fall mit N1 =... = nr = 1gilt:

_ 1" InC, (Ul'---'uf)|
..... A ﬂ(|ul)ﬂ(|ur) |u1:...:ur=0

Der Koeffizient K verschwindet, so bald zwei V ariablen unabhangig sind, besser ausgedriickt: Sobald eine
Variable unabhéngig von den anderen ist, also dann, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte faktorisiert gemald

K(X1,X0,..X; ) =Ky,

Wi (Xeem %) WD 0)WE_ (X, %)

Diesliegt daran, dassin diesem Fall auch die charakteristische Funktion faktorisiert:

Cr (Up,ty ) = GO UCr 1 Uz Uy)
_17InG; Uy, )|
----- T M) M) |

Fallsnun alle Kumulanten fur N13 1,n2 3 1,...,nr 3 lverschwinden, so faktorisieren die charakteristische

Funktion C; (Uq,..., U, ) und damit auch die Wahrscheinlichkeitsdichte W, (Xq,..., %, ) .

K (X1, X2, X, ) =Kg verschwindet damit fur r 3 2

1.4 Gaul3verteilungen

Nun betrachten wir alle Wahrscheinlichkeitsdichten, bei denen alle Kumulanten gemaf3
21 0" e o

ni...nr =g - I codw— I |r{ CI’ (Ul,U2,---,ur )] verschwinden
ﬂ'ul (%] ﬂlur (4]

auler digjenigen mit

K

ul=...=ur=0

n+n2+..+nr£2

(iu)™  @ur)™ Yrgige dann

é
Aus Cr(ug, Uz, Uy ) = e@%é é. é. Kna,...pr T 6

enl n2 nr

_ = . 1 g .0
C (U Up,....ly ) = explg Ko, .onj=10,..01Uj +E a Ko,...o,nj=1,0,..1;),n|<=],o,..o'Uj'Uk+
j=1 j k=1 &

Mit Hilfevon

LT

,.nl
oS 0 ®e 0
g_ﬂ T _ﬂ = C,(upuy,.,up ) und tiber den
fiu; g fiu, &
ul=...=ur=0

Zusammenhang zwischen Momenten und Kumulanten sieht man, dass sich die charakteristische Funktion
schreiben 1813t als:

M nL...,nr =<Xlnl---xr " >=



& 18 0
Cr(Up,Up,.. U, ) =explq ajiu; += g s jujiug”
j=1 jk=1 2
mit
<X] >=a;
<Xij >:Sjk +aja.k

S jk ist dabei eine Matrix, die Varianz (j=k) und Kovarianz j K beschreibt.

S jk heift Kovarianzmatrix.

Esgilt: S ji =<(Xj- <Xj >)(Xx- <Xy >) >

Somit finden sich auf der Diagonalenvons j die Varianzen S ; <(X - <Xj >) > und auf der

AuRerdiagonalen die Kovarianzen S j =< (Xj- <X >)(Xi- <Xj >)>mit j 1 K

Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist wieder die inverse Fouriertransformierte der charakteristischen Funktion:

aer 0
W, (X1, X200, X ) = - oc‘pxp‘?é_ - iujX; T (U, Uz,... U )duy..du,
(2p) &=t o
L& 14 0
—0-0 A (a; - x)iu; - 5 as iUy “du,..du,
(2p) Sj=1 = p
DieMatrix S i ist symmetrisch und positiv definit.
Somit existiert eine symmetrische Inverse dieser Matrix. Auch die Wurzel dieser Matrix existiert und ist
invertierbar. Dabei wird die Wurzel eindeutig definiert, indem die Eigenwerte der Wurzelmatrix positiv gewahlt

werden.
Zur Vereinfachung wird die folgende I ntegrationsvariabl e definiert:

W, (X1, XgyeeiX ) =

a( )Jku +'(S ﬂz)jk(xk'ak)J

Somit ergl bt sich

oy 14 0O @14 148 (.1 0
Ga(aj-xj)luj-zaslkuu T=5 saaa;j - Ea(s )jk(Xj'aj)(Xk'ak);
&=1 kel 5 & %jm juk= o

Mit Hilfe der Jakobideterminante

-1
S 01008y 22), [ <o )

und dem Gauf3integral

& =a’d ('jr

L E1d 0
0..(p<p§- E.aajaj “da;..da, goeg 2 ’Z’da: =(2p)'?
e & o

ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsdichte als verallgemeinerte Gaul3verteilung



N

&1 4. 0
W, (X, Xp 1oy Xp ) = (Dets jk)’”ze(pé- a(s l)jk(xj - aj)(% - a)
k=1

_ 1

(zp)r /2 i 5

Variablentransformationen

Es soll noch bemerkt werden, dass lineare Transformationen in den statistischen Variablen, der Art:
= é ajx; +hb

wieder Jauf eine Gauldverteilung fur die WSK- Dichte in den transformierten Variablen fuhrt.

1.5 Fazit

Wahrscheinlichkeitsverteilungen tiber mehreren Zufallsvariablen X4,...X, ergeben nur dann positive
Wahrscheinlichkeitsdichten, wenn alle Kumulanten

a1 ol | 9
A TP TR
nl+n2+..+nr>2.

K

I C, (ug,us,...,u, )l verschwinden, fiir die gilt:
ul=...=ur=0

Die charakteristische Funktion ist definiert gemafd
C, (Ug,Up,...,u, ) =<exp(iuXy +...+iu X, ) >

Cr (Up,Up Uy ) = QD--ORP(IUXy + o iUX W (Xqyens X )X OXs... 00X,

Wahrscheinlichkeitsdichten, die dieser Einschrankung gentigen, ergeben dann Gaul3verteilungen, die Uber die

ersten WSK- Momente M ;- =< Xlnl..xrnr > mit N1+ Nn2+...+ nr £ 2bestimmt sind.

Diese Momente wiederum sind bestimmt durch

<xj >= a;

<Xij >=S jk +aja.k
Dabei ist @; der Erwartungswert von Xj und S jk €ineMatrix, die Varianz (j=k) und Kovarianz jtk

beschreibt. Esgilt: S j =<(X;- <X;j >)(X- <Xy >) >
S jk heiflt Kovarianzmatrix der Wahrscheinlichkeitsverteilung .

Die WSK- Dichte schreibt sich explizit geméal3

$ [ . 0
a(s 1)jk(xj -a;)(% - &)
k=1 7}

S
Wi (4, X 000 Xp ) = (Das jk) é

I\)|H

(2p)r/2

Dabei konnen abweichende Definitionen in der Literatur auftreten. Beispielsweise

S jk =2<(Xj- <X 2)X- <xg >)>



was zu Folge hat, dass:

g 1d 0
Cr(Up,Up,.. U, ) =expiq ajiu; += g s jujiu”
j=1 jk=1 a
& 14 0
® C, (U, Up,...u, ) =expiq a;iuy; "7 A S kU
= k=1 7]
1 2, E1d (51) 0
® W, (X1’X21---1Xr):—r/2(Dds jk) exps- 24 ik (Xj = @)% - &2
(2p) & 4k o

1.6 Roulette als Zufallsgener ator

Zufalligkeit des Ereignisses

» Ein Gerét heil3e ein ,, Zufallsgenerator”, wenn es den folgenden Forderungen geniigt:

(1) Eindeutigkeit: Jede Benutzung des Gerétes ( jeder , Versuch* ) ergibt als Resultat genau eine von
endlich vielen Aussageformen E1, ... Em (,, Elementarereignisse” )

(2) Ununterscheidbarkeit: Mit keinem Kausalwissen |&f3t sich ein Grund angeben, der eines der Resultate
El, ..., Emvor einem anderen auszeichnet.

(3) Wiederholbarkeit: Nach jedem Versuch ist das Gerét wieder im selben Zustand wie vor dem Versuch®

(Lorenzen: S. 245)

AlsBeispiel sei das Roulettealsein ,guter* Realisierer dieser Forderungen zu untersuchen -> 100%- iges
Erfullen ist aufgrund der Ideation der Begriffe nicht denkbar.
= Erfullung der Normen ist eine Problematik der Konstruktion des Roulettes.

Annahmen ( Ideationen) :

Rad dreht sich mit hinreichend grof3er Geschwindigkeit und hinreichende Laufzeit der Kugel:
= Mal an Prognostizierbarkeit sinkt,
= durch, Gegenrotation* der Kugel ist der Verlauf selbst bei kleiner Kreisfrequenz des Rades kaum

prognostizierbar ( W ges im System der Kugel: W ges =Wy get *WRag )

= Grund: minimale Unterschiede im Impuls der Kugel fihren zu stark unterschiedlichen Laufzeiten
volliges Gleichgewicht ( keine Unwucht)

die Felder auf dem Rad sollten gleich grof3 sein

- sonst: Forderung 2 verletzt, Abweichung von Gleichverteilung

- Notwendigkeit der technischen Realisiserung - Schwéche des Roulette ?

die Felder mussen klar getrennt sein, dirfen aber keinen Rand haben, auf dem die Kugel zur Ruhe kommen
konnte:

- sonst: Forderung 1 nicht erfiillt ( Kugel liegt auf Rand)



- Notwendigkeit der technischen Realisiserung der ,, Randlosigkeit”: p( Kugel auf Rand) =0
Gleichwahrscheinlichkeit der Einzelereignisse: exemplarisch am européischen Roulette
Gleichwahrscheinlichkeit der Einzelereignisse 2>

- p(x)=1/37

- ->Erfullung von Bernoulli’s Gesetz der grof3en ganzen Zahlen: h( x) > 1/ 37 fur hinreichend langes
Spielen:

é 1

- lim gpgh(x) - —

L>¥ & g 37

d]
<exyj=1firale€>0 mitL = Lange desSpielens
0

Wahr scheinlichkeitsfelder im Roulette ( vergl. Lorenzen, Kolmogorow)

- geometrische Zufallsgeneratoren ( Gliicksrader) haben keine Elementarereignisse
- Def. Kreis & esexistiert kein ausgezeichneter Punkt auf der Kreislinie ( R ist konstant)

= Readlisierung: Konstruktion des Rades als,, perfekte" Kreisscheibe

= Aufhéngung exakt im Schwerpunkt = Mittel punkt

=> Hinreichend kleine Abweichungen tolerierbar fir W grof3, t hinreichend

= Signifikante Abweichungen fuhren aber zu Bruch mit Forderung 2) -> keine Gleichverteilung

- ausp(A) +p(B) =p (A vB) folgt Volladitivitét

- ->( Kolmogorow 1933) -> Wahrscheinlichkeitsfelder.

- Bei der Kreisscheibe sind diese Wahrscheinlichkeitsfelder kontinuierlich ( Lebesguesche
Wahrscheinlichkeitsfelder)

- Abgrenzung der Kreisscheibein 37 exakt gleich grofe, eindeutige und randlose Felder - diskrete
Wahrscheinlichkeitsfelder, mangel hafte technische Realisiserung fuhrt ebenfalls zur Abweichung von
Gleichverteilung

- Beim Setzen erhélt man die Gewinnchancen nach dem Prinzip der Volladditivitét

- Bei kombiniertem Setzen evtl. noch Prinzip der Produktfelder:
= Zufallsaggregate
= Beispiel: p( beide Chips gewinnen) bei Setzen auf Rot und obere Hélfte = Y2* Yo=Y

Bedeutung der Kugel
- notwendig: L ( Spieldauer) hinreichend grof3, ansonsten ist die Form irrelevant > keine Notwendigkeit einer
exakten Kugelform

schwache Prognostizier barkeit verbleibt:
= W (Kreisfrequenz)grof3e genug
=> L grof3genug ( ergibt sich weitgehend aus W, aber auch aus dem Verhéltnis der Kugelform zur Form
der ,, Fécher® ( bzw. aus GroRRenverhéltnis) > die Kugel sollte nicht sofort liegen bleiben )
= Darstellung im Diagramm dhnlich wie Wirfel : W gegen L (hier t= Spieldauer) auftragen:
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= chaotisches Verhalten im Bereich der schwachen Prognostizierbarkeit: keine Glltigkeit der starken
Kausalitét ( geringe Abweichungen der Anfangsbedingungen fiihren zu dhnlichen Ergebnissen).

= starke Kausalitét im Bereich der starken Prognostizierbarkeit ( Nahe beim Ursprung) gliltig.
( D.h. langsames Drehen des Rades und schnelles,, Werfen" der Kugel direkt auf die Roulettescheibe)






Mikro- und makrozustande

Mechanik:

R=(px.%)1T G

Als Vektor im Phasenraum

Bestimmt durch die makroskopischn Anfangsbedingungen E und Ai ergibt sich als zuganglicher Teil des
Phasenraums:

DG={R[H(R)=E A (R)= A}
Quantenmechanisch:

Y =Y(q)T HT H

[¢} . i
Y=aajy'
i
Hi ' =B i
[Ai,H]=O
Aj ! =AY
[A',AJ]:O
Beschreibung des Mikrozustands:
R IA DG feinste Moglichkeit der beschreibung
YI H

beschreibung des makrozustands:

(E.A)

(Ek : Aki)

Beispiel: Spinsystem:

N Spinteilchn 1 ( Folge von Spin UP/ Down)

1. Mikrozustand: Wieviele Spinssind up gerichtet 22 n gegenN-n

2. Mikroszustand: Weclher Spin konkret ist up: n=1,3,6,7,...., N-n= 2,4,5,....

M akrozustand:

MagnetiserungM = nir- (N - n)mr=nm - Nm+nmr =2nm- Nim=(2n- N)i

Der Makrozustand ist dem ersten Mikrozustand verwandter als dem zweiten -> ununterscheidbare Teilchen !
Phasenraum

Betrachten wir den zuganglichen teil im Phasenraum, so ergeben sich dort die Teilchentrajektorien ! Diese
Punkte im zugéanglichen teil des Phasenraums gentigen den Anfangsbedingungen !



Bei einem abgeschl ossenen Gleichgewichtssystem -> wir erhalten eine konstante Verteilung auf dem
zuganglichen Teil des C - Raums

POSTULAT der Statistischen Physik abgeschlossener Gleichgewichtssysteme:
H(pk, k) =E

HY =EY

Diese Kriterien charakterisieren vollsténdig eine mikrokanonische Gesamtheit !

Beispiel: N Wechselwirkungsfreie Oszillatoren:

X
e 2
Yn=—H,[X)
Xo
X
X =—
Xo
E, :hW§1+19
e 2g

Mit der Quantenzahl desk-ten Oszillators Ny :

m =6

n2 =3

n3 =27....
Zusammenfassung

Die statistische Physik umgeht die praktisch unmdgliche Bestimmung dr zeitlichen Entwicklung des
Mikrozustandes eines makroskopischen Systems geschickt durch das Konzept der statistischen Ensembles.
- Der Makrozustand wird durch (W, y charakterisiert, wenn wir die Wahrscheinlichkeit war des Auftretens

eines Mikrozustandes r gegeben haben.
- Im Gleichgewicht gelten

- Ergodenhypothese
- Gleichwahrscheinlichkeit der Mikrozustande

- Definition von Wahrscheinlichkeiten mit entsprechenden Rechenregeln ist notwendig !

- Gesetz der grof3en Zahlen gilt: Dierelative Streuung einer Observable sinkt mit 1/ Wurzel N -> geht gegen
Null !

Quantenstatistik

11) Grundlagen der Quantenstatistik

der statistische Operator_eines Gemisches

Die QUantentheorie ist die angemessene Beschreibung eines mikroskopischen Zustands von Materie
Spéter: Kann der klassische Limes gebildet werden !
Beschreibungen gelten fur Photonengase, man gewinnt das Plancksche Strahlungsgesetz,

Die Beschreibungen gelten auch fir klassische Ensembles -> Man kann den Verlauf der Warmekapazitéaten
erklaren !



Bisher: Die Schrodingergleichung wurde immer fir einen reinen Zustand betrachtet !

Jetzt: versuch, ohne einen festen Zustand zu definieren will man Statistik treiben !

Bisher also:

H(py, ax) = E

in,Y = HY +AB = EY
AB:

als ANfangsbedingungen !
Die Anfangsbedingungen seien exakt bestimmt !

Jetzt aber sind die ANfangsbedingungen gar nicht bekannt !

- der statistische Einfluss der Umgebung muss noch berticksichtigt werden, was noch nicht in die Theorie
eingegangen ist !

Jetzt also:

Quantenstatistik aufgrund der mangelnden Informationen tber den Einfluss der Umgebung und damit wegen
der Unmdéglichkeit, die Anfangsbedingungen exakt anzugeben !

AUfgrund der mangelnden Information ist das System statistisch zu betrachten !

Warfel:
ANfangsbedingungen klar ! 1->p(1)=1, p(2-6)=0

Anfangsbedingungen unklar: 1,2,3,4,...
mit jeweils p(1),p(2),p(3),...

Es kommt entsprechend in der Quantenstatistik eine Klasse von Wellenfunktionen in Frage ( als Ldsung), die
jeweils mit bestimmter Wahrscheinlichkeit auftreten !

Also als Lésung: Bestimmte Klasse von Wellenfunktionen Ya moglich, die jeweils mit bestimmter WSK

W,
auftreten !

o]

a w =1
Ofw, £1

Der Erwartungswert einer Observable

ergibt sich also:
exakt in der Quantenstatistik:

(Ya[9l¥a)=(S)

Jetzt aber als Uberlagerung zweier Statistiken, weil der Zustand selbst nur iiber Wahrscheinlichkeiten angegeben
werden kann:

w (¥, 10, )= ((6))

o)
a W
a
o)
a W
0£W £1

Erwartungswert in der Quantenstatistik:



& wa(Ya|dYa)=((S))

a
a w, =1
Ofw, £1
(YalOlYa)
als QM- Erwartungswert und
é. wa (Ya |6)| Ya)
a

Als Mittelung Uber das statistische Gemisch'!
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Ableitung des statistischen Operators:

(6)=8 & wa(¥al0li)illYa)
] a

{i))

vollstéandiges System !



<<5>=é} (il& wa|va><va|6|j>::é} (ilFd)i)

—

entspricht der Summe Uber ein vollsténdiges System, also der Spurbildung !

Der statistische Operator:

é_ Wy |Ya XYal|=1

(6)=& (il i)=trlS)
J

tr(-):=§j1 (il

Dabei kann

{i)

ein beliebiges vollsténdiges System sein. Die Spur selbst hangt vom System NICHT AB !
Der statistische Operator:= Dichteoperator
Der Erwartungswert eines Operators im reinen Zustand ergibt sich bekanntlich aus:

(v[oly)

Hier dagegen, in einem gemischten Zustand:

é. Wa|Ya><Ya |:: f

<i5> = tr(f (3)

Die Wellenfunktion |Y )

wurde bisher aus der Schrédingergleichung mit bekannten Anfangsbedingungen gewonnen.
Nun brauchen wir zur Charakterisierung ( wir wissen nicht in welchem zustand wir uns befinden, nur mit
welcher Wahrscheinlichkeit wir unsin welchem Zustand befinden), den statistischen Operator !

Eigenschaften des statistischen Operators
I ist hermitesch ( Vergl. Ubung)

(Vergl. Ubung)

w(F)=4 (18 waYa )Yali)

(Ya i)

Als Matrixelemente fir die Spurbildung ( also reine Zahlen)



Auch die Wahrscheinlichkeiten W, sind reine Zahlen.
Also:

r(F)=a (ilé W [Ya)Ya i)=& (il Ya XYalli)wa

a

Eigenwertgleichung des statistischen Operators:

flr)=rlr)

mit beliebigem Eigenwert r
Dies fuhrt auf Eigenwerte mit

o]

ar=1
i
Of£r£1

Beweis:

8 va|Ya)(Yalr)=rIr) =)
§%|Ya><Ya|:rA
«@%WMmM=w§%MmW
=& vafrva)

(r]Ya ) £1P re

Weiter:

Y)=&liKilY)

=@ w|(r]|Ya) =1 =& wal(Ya )
a a

=& (YaliXilYa)wa

ia

o o 2 0 o o) o)
Pa awl|Yalr) =a aw(Yalr)rlYa)=aw,(YalYa)=a w =1
r a a a

r
o

1= w|Yalr)f =4 r
r

r a

a



Behauptung/ Axiom:

So lange keine Messung gemacht wir, andert sich die Information tiber das System nicht !
Also:

W, =const.
d
awa =0

Beispiel: W, seien durch die ANfangsbedingungen vorgegeben !

AG (exa )

Unsid.eshert 2.2 t
(AQ 24 e )

&Aq o\'\"gd,l :

AQ

Dynqwk
Mt

Beispiel Wetter: -> Lorentzgleichung als 3 gekoppelte DGLs -> Chaos !

Lasergleichung beim 2- Niveau- System !
Am Lichtfeld gekoppelt: -> Chaos !

Reiner Zustand: |Y ) bestimmbar -> |Y ) bestimmen

Gemischter Zustand: I’ bestimmen !

Bewegungsgleichung fur r



Y, ) =H|Yq)

-in(Ya|=(HYa |=(Ya|H*

W, = const.
Dabei ist d

—w, =0

dt ¢

Also:
Y [(Ya g =H[Ya XYz g
i | Yo )(Ya | = e Ya X(HY 4 | 2w | Ya XYa |H*

P in_ Tt (Wa|Y ><Y |): |:||Ya><Ya |Wa - |Ya ><Ya ||:|Wa
o ind qrlwalYa)lYa )= (AIYa)Ya v - [Ya)(YalFin )
a a
Somit folgt im Schrodingerbild ( Voraussetzung fur Gultigkeit der Schrodingerglichung im obigen Sinn fir alle

Kets)'

hﬁr —[H r]

Die Liouville von Neumann Gleichung fir den Statistischen Operator !
Heisenber gsche Bewegungsgleichung

Sieht aus wie die obige, unterscheidet sich lediglich durch ein Vorzeichen:

Le=tfif
Fur einen belleblgen Operator !

Diesist eine Bewegungsgleichung fur Operatoren im heisenbergbild.
Die obige Gleichung dagegen ist die Liouville- Von Neumann Gleichung im Schrédingerbild !

Diese Bewegungsgleichung ist zentral fur Betrachungen der Quantenstatistik,
da

1
)

é. W | Ya ><Ya

a
<O> = tr(r“ O)
Wie gewinnt man den statistischen Operator ?

Infor mationstheor etische festlequng des statistsichen Operators!

- Keine Naherung fir Gleichgewichtsstatistik > noch keine Gleichgewichtsstatistik !
Bisher: Volles zeitabhangiges Nichtgleichgewicht !

Quantenstatistik fir dynamische Prozesse !



2.1 Das UnschérfemaR von é Wy | Y, )(Ya | =r
a

o A~
Wir suchen ein MaR dafirr, wieweit @ W, |Ya ><Ya | =TI davon entfernt ist, einen reinen zustand zu

a
charakterisieren !

& w|Ya)Yal=r

a
w =1
W@ =0
i
Das Unscharfemai

h (f) soll um so groRer sein, je weiter wir vom reinen Zustand entfernt sind !
Definition:

h(f)=-ktr(f InF)
k =138*10"2J/K

Die Boltzmannkonstante sichert hier die tibliche Temperaturdefinition !

Eigenschaften des Unscharfemalles:
h E]f )3 0
Verwende dazu

rA| rm) = rm|rm>
als Eigenwertgleichung !

h(F)=-ktr(FInF)
E;sgilt:
O|EZ) = EW|EZ)

t(6)E2) = £ (EW)EZ)
Fur beliebige Operatoren und verniinftige Funktionen

SPurbildung tber ein Eigensystem des stati stischen Operators:

h(F)=-kr(FInF) =-k& (ilf InFlrg)y=-k& rminry,
m m

13r,20

P Inr,h£0

P h(F)2 0

Speziell: reiner Zustand:

in



[Yao) rein
b h(F)=0
b Wao =1

w; =1i1 0

Das bedeutet:
(rA) = é. Wa [Ya XYa |=|Ya0XYaol
a

[YaoXYaolr)=rlr)

Als Eigenwertproblem des statistischen Operatorsineinm reinen Zustand !
r=1

1) =[Yao)

Es existiert nur ein Eigenwert > auch nur ein Eigenzustand !

> |r> = |Ya0> muss der einzige Eigenzustand sein !

h(Fo)=-ktr(FoInFo) =-k(r|[foIn Fo|r)=rinr

r=1
Prinr=0
b h(fy)=0

Umgekehrt : Vollige Gleichverteilung

Das Unschéarfemal? wird maximal !
Wichtig:
Die Quantenstatistik stlilpt Uber die QM- Statistik noch die klassische Statistik der W, als Verteilung der

ANfangsbedingungen ( WSK- verteilung) der Anfangsbedingungen al's Effekt der unbekannten Wechselwirkung
mit der Umgebung !

Aber: Die WW mit der Umgebung selbst ist statistisch und zeitlich abhangig.
deshalb: Dynamik tber Von Neumann- Gleichung !
Die Von Neumann- Gleichung kann als Definitionsgleichung fir den statistischen Operator verstanden werden !

Vorlesung 31.10.2003
[Ya):H[Y)=elY)
Schrédinger:
(Y[olv)
in|Y)=H|Y)
Quantenstatistik:

inf =|A,r]

<(3> = tr(f (5)



Eigenschaften des Unschérfemalles:

h(F)=-ktr(f InF) =-kQ (rm|f I Frm) =-kA rminty
m m

13r,20

P Inr,£0

b h(F)20

h(fo):O

fUr einen reinen Zustand !

Reiner Zusand:
Fo=|Yao0)XYaol
Wao =1

Vollige Unbestimmtheit

. 1 o 1 S _ ,
Ist gegeben mit I |, :H =a E|Ya><Ya |wobe| ndie Diemnsion des Hilbertraumes angibt !
a
Denn:
~\_8 1A 8 1A ) A
v(6r)=a (iI-0)=a ~(Id)=a w(idf)
i=1 i=1 i=1

Somit sind in diesem Fall alle wi identisch, also sin di Zusténde alle gleichverteilt !
= Dasist vollige Unbestimmtheit !

Das Unschérfemald bei Gleichverteilung

A g 1 1. 16 ,.,..1,. 1 o .
h(rn):'kia:_1 <I|Hlnﬁ|l>:-kﬁi§1 (I||nﬁ|l>:kﬁlnnia=‘1 (i[li)

g

a (ifiy=n

i=1

b h(F,)=klnn

Andere Operatoren

Jeder andere Operator hat ein kleineresUnscharfemaR als I, :
h(r)£h(F,)=kInn
“also:h(f)£kinn

Nun:

Als



h(r)=-ktr(FInf)=- kg (rm]F I FJro)
m=1

r |rm> = rm|rm>

. 3 3 1 3 n 2y
b h(f)=-k§ rpinr,=kq rmin—=k3q rmln—:kéa rninn+r,
m=1 m=1 'm m=1 M m=1
3
am~=
m=L
InX£ x-1
6 A
=} k a - Ini-Eka m g—-l—‘k a 1. a Mmz
m=1 L
g
a rm=1
m=1L
n n n o
8 to1p k@8 L8 rl=ka-p=0p k€] a0
m=1L n m=1 n m=1 ﬂ m=1L Ny g (%]

n
b h(fF)Ek§ ryInn

m=1

n
& rm=1b h(F)£kinn
m=1

All diese Eigenschaften erfiillen ale Forderungen, die wi an in unscharfemaf3 tellen.
Somit: h (f ) ist sinnvolles UnschérfemaR !

3. Der Generalisierte Kanonische Statistische Operator

10
In—=
NN, 5



3. Der Generalisierte Kanonische Statistische Oper ator

Bisher: bestimme h(f)aus r
Jetzt:
Mit Hilfe von h(f)wollen wir I bestimmen.

Das Ziel ist tr (éf ) als Erwartungswert einer Observablen

Statistische Physik:
Gewinnung makroskopischer Information , also M essergebnissen makroskopischer Observablen.

Dazu miuissen jedoch einige makroskopische Observablen festgel egt werden:

Beispiel: H, P, M
al's Operatoren fur Energie, Magnetisierung, Polarisation ...
Damit kann ein Satz von Observablen gewonnen werden, um das System volsténdig zu charaketrisieren !

Dieser Satz von Observablen heif3t Beobachtungsebene {CTIh }

Beispidl:

{H,B.M}

Naturlich sind die {C_-Ih }nur ein kleiner Teil der moglichen Observablen und unterliegen ebenso statistischn
Schwankungen ! ( al's makroskopisch Grofien)

Forderungen
Zur Bestimmung von I unter Berticksi chtigung der Beobachtungsebene {Gh } ;

<€0> = tr{fgo}
tr{f}=1
Diesreicht jedoch nicht aus, um den statistischen Operator zu bestimmen !

Erstens:

Wir verwenden noch alsvorurteilsfries Kriterium zur Bestimmung von r.

(Go) =tr{ Gy}

tr{r}=1

Mit einer anderen Wahl als h (f) maximal wirde man mehr Information verlangen, als durch die festlegung der
beobachtungsebene entsteht.

h (f ) maximal bei Gleichverteilung unter der gleichzeitigen Bedingung

Also:

Nach Wahl der Beobachtungseben bleibt uns nichts anderes als die Gestattung, dass die Unschérf maximal wird.
Wir mussen von Gleichverteilung ausgehen, um nicht mehr Information zu fordern al's tatséchlich entsteht !

( Youngsches Prinzip der maximalen Unscharfe)

Der Operator

A

r=R,
der folgende Bedingunbgen erfullt:
<60> = tr{fGo}

tr{r}=1
h(f)maximal



ist der GENERALISIERTE KANONISCHE STATISTISCHE OPERATOR
GKSO

Esgilt fur den GKSO:

n

& 3

Diesist verallgemeinert und gilt auch fur zeitabhangige Phdnomene und im Nichtgleichgewicht !

?-é InG‘lg
trze

Die |  sind Lagrangemultiplikatoren !.
Diese sind noch zu bestimmen !
Sie werden dann Uber physikalische Argumente bestimmt !

Ein typisches Beispiel ist die Temperatur !

Wir Nennen den Nenner des GKSO

also
?_é Inc_-:‘ng
Z=trze r +diegeneralisierteZustandssummeZ
&3
esgilt
& 0
g _ i
_é Iﬂ(;n - xR 2 0
I e n — =+ 1 -a InGn— - 1
G, ) =tré G, .= ySe s =1 Ty
¢ s "=z |
¢c.F-a162 + #3169 E 5 Mo Wi
trie » Lo+ trier N
S

Also: Die Zustandssumme bestimmt die makroskopische Observable !

Beweis fir die Richtigkeit von

_é. lnGh
A_ _ e n
%Gn} a_é Inc_-hg
trée = :

& 3
Uber die erfiillten Eigenschaften
<§0> = '[I‘{I‘AC_SO}
tr{f}=1
h(f)maximal

Das Unscharfemall



s Q
©

e 1 -alG
QG = _":_e

88 81658 2

trie i

£ 5
InR{Gn -8 1,G, -InZ

>

ulRg)

\_/
1

tréea I Iﬂe G, - InZR{G

a I tr( ) InZtr(R{q)
(qu =1
p tr(%q}ln %@}):'é Intr(ﬁ{q}gn)- InZ
Betrachte einen anderen statistischen Operator:

tr(fln ﬁqq}):trg a I,FG, - Inzfg
n

a
=-& 1,tr(fG, )- Inztr(r)
n

n
tr(F):=1

v(rG,)=1lRg G )= (&)
) tr(r In R{G}): (Ii{—n}ln FA%{(—BH})
= tr(r In R{ }) 2

Zu zeigen:

tr(FInr)- tr(ﬁ{{q}ln fi{g})3 0

tr(F Inf)- tr(lqu} In ﬁ[gn}):tr(fln r)- U(f In |§{Gn})

Verwende:



P M) = ol )
% |Sm) = Sim|Sm)

tr(FIn¥r) tr(qu In R{G ) (FInF)- tr(f In %En})

b tr(FInr)- tr(f In Ife{g}):é (r]F InFlr ) - a {rm|F In Ife{c—;n}|rm>
m m
=Q minr,- & Fin{Tm [N Ii{C_5H}|rm>
m m

a [sh)sn|=1

n

P A rinrm-a fmrm|in FA\){c_;n}|rm> -a [(rm||sn>(sn Ir ) N1 = (|0 Ii{gn}|sn>(sn ||rm)]:
m m m.n

=a [(rm”SnXSn LT A TERESIEY rm)]

mn

=& [rmllsaXsalrmdtm It = 10 115 {1l 5080 [ )] = a g(rmllsn>| (intp - Ins, )2

mn
Nun:

a [(rm [ sn)(snll rm)rmIn v = im0 sy {rm | 50 )(sn | rm)]z a g(rm I Sn>|2rm(|n fm - NSy )E

s 2 s, oU

:'é g<rm"5n>| rmgn_nz';l

mn € rmd—]
Inx£x-1

& grols ) rofn 20 -8 Grulsol - 121=-8 ralls) (o0 ol

m LN

=-8 Yr.|s -r )Y
& Grmlso) (s ol

Dt su)|” = {rm [ 50)(s0 1) = (sl )rm [ $0) P & Krmlsn)]” =1

mn

=1-1=0

Qo

'é. g m"%"l ﬁn_:U a [( )] '?é Sn'é. 'm

mn B m&A  mn

, s = s i
n20%3 0
A grmlotmgn:

Also:



tr(Finr)- ( s InR{G ) tr(FInr)- tr(flnlfe{q}) A § fml S0 gn__,

(Finr)+k (R{G In R{G )£o |
b —ktr(Agn}In IQ{—}) ~ktr(fIn r)
(

AIsAo:

R 1)

Nimmt fur einen statistischen Operator 1 = Ii{g}ein Maximum an unter der Nebenbedingung
(Gn) :tr(li{gn}gh ):tr(fc_an )

w(Rg))-

Der GKSO war generalisiert als Operator, der die Dynamik auf die Dynamik mkroskopischer Gréfen
beschrankt.

Die Relation h(fz{g})3 h (rA) driickt den Infomationsverlust bei Reduktion der Dynamik auf makroskopische
Grofen {G1 }aus.

Wann ist eine solche Beobachtungsebene reprasentativ ?
behauptung:

Rs))
ist mit {C_Zh} ebenfalls festgelegt, wenn auch noch tr (Ifli{ﬁ}) F1G,

hinreichend genau bestimmt werden kann:
tr (IEI%C_S }) »tr (lef )
Vorlesung 5.11.2002

4. Projektoren als Beobachtungsebene
4.1 Wahrscheinlichkeitsverteilung, GK SO, Zustandssumme

Werden von einer Observablen F die Wahrscheinlichkeiten We aller Eigenwerte von F zur Charakterisierung
des Systems gewahlt:

F| uFm> = F| uFm>

mit dem Entartungsgrad dF -> . ter Eigenvektor im Eigenraum von F

Wahlt man also diese Wahrscheinlichkeiten al's Systemcharakteristik, so sind die Projektoren
o .

IFXF|=4 | UFm><U Fm | eine Beobachtungsebene
m

Es existieren bei Entartung mehrere Zustande zu einem Eigenwert . Das heil3t:
Die Messung selbst legt den Zustand gar nicht fest !

Beispiel:
F=H:

Mit beliebiger Wahrscheinlichkeitsverteilung wg, mit wg as Wahrscheinlichkeit, die Energie E zu messen !

Also:



H|u) = E|u) (Hier ohne Riicksicht auf Entartung wie im Wasserstoff)

Sei nun also eine Beobachtungsebene gewahlt, ndmlich die Ebene: WSK des A Uftretens von messungen.
So kdnnen wir Projektoren als Beoabchtungsebene wahlen !

Sei We die WSK des Auftretens von F als Messwert:

F=(F)=tr(F|F)F])

Mit
a .G
R} =
Gt~ ~
' ®.31G°9
trge _
g 5
folgt:
o8 L e| F)F -a 1|FXF
FYF|} = =
Ve e 2
trse N
g 5
MERKE:

Beim rechnen mit Operatoren sind alle Funktionen der Operatoren als Potenzreihe auszudriicken. > Reduktion
des problems von Funktionen von Operatoren auf das mehrfache Anwenden dieser Operatoren !

-8 1 e|FXF
e F

Rieye —-z§1 a 1 ¢|F) ga | &|F) |- +.

Q .|. 1O:

.2
o o o s e
g 1= |F)FIE =4 1elF)FIa 1| F)F]
F g F F
[FXFIF)(F|=dee | F)F]
Mit Entartung:
|F><F"F,><FI|: é |uFm><uFm||uF’m’><uF'm’|:dmﬁdFF'é |U|:m><u|:m|
mm m
=[F)(Fldee
.2
PG 1elF)FIz =a 1 7|FXF
F g F

Somit folgt fur einen GKSO, der Uber Wahrsheinlichkeiten von messergebnissen charakterisiert ist und damit
projektoren als beobachtungsebene wahit:

a'|F)(| 1
R{|F)F| ———a (ﬁ ||:+ 2y qF <F =—a e!

Mit der Zustandssumme Z und den Lagrangemulnphkatoren

FXF]

| e



Beide jedoch sind noch unbestimmt !

Bestimmung von Z:

7= G & 'FIFKF l_—trga e FYFI2=8 ' tr{F)F)
g 5 o F

e(FXF)= & (urwf@ [senlfom]or)
|uFm><uFm| = | FXF|

a <UF'm’|é. |UFmXUFm”UF’m>=dmﬁdFF' a <UF’m'|é |UFm>=6°l 1=dg
Fm m Fm m m

Es bleibt nur noch die Summe Uber die Entartungen tbrig !
Dieseist aber gleich dem Entartungsgrad !

Also:

z=8 e'rtr(FYF|)=dc § €'

F
Die Spur eines Projektors auf einen Eigenzustand einer Observablen ist gleich der Dimension des Eigenraums
der Observablen zu diesem Zustand !

Also
S8 I|F
SR
Rieyel =7 =78 €
ge 2 B KR
( ) ge-alFlF)(Fl N g =
DtrAFF =tr .= ?:1
RiFxei ¢ B-ALIRFGE B8 1R O

DOQ,:
=
DEO O
@
(SR
(S
D0,
Q-

ergibt sich trivial !

Bestimmung der Lagragneparameter



-8 1 ¢|FXF

er 1o
Wmﬂ =-a e | F)F]
F
Z—dFé elr
F
& o
1 a I FXF
> e =g IRHEL =Ry FHF) = XE)
2
-3 lFF 9
wte T ey ez et g,
: 5
b WE :—eleF
bl =-in 2V
dr

Also folgt fur die Bestimmung des GK SO

~ 1o Zxwp o W
==a FXFl=a ——|FXF
Rexel =z 4, |[FXF] , a TN

Ende:

: & Y& \RyF
Rieep = 5 IFXF

der generalisierte Kanonische Statistische Operator fur den Fall der projektoren ﬂ FXF |}
Problem: Bei mehr als einem Eigenzustand braucht man den Entartungsgrad dF und die Wahscheinlichkeit fur

einen Projektor | F><F | , namlich wF

= —io e =3 W_F
Reiep =z @ e IFXF[=a 5 oIFXF

F
Der Ausdruck
W,
& SEIF)F|
F F

entspricht einer statistischen Uberlagerung von Projektoren, die auf entartete Zusténde projizieren (dF) und die
auf gemischte Zustande projizieren ( wF).

wF charakterisiert die WSK des Auftretens eines bestimmten messwertes in einem gemischten Zustand
dF charakterisiert die Entartung des Zustandes, das hei 3t wie viele weitere Projektoren es gabe auf Zustande, die
das gleiche Messergebnis geliefert hatten !

Bemerkungen

A) Der reine Zustand:
Wgo =1



2 _ |Fo){Fo
NFel = g,

Dabei ist dFO der Entartungsgrad des Eigenwertes FO ( nicht notwendigerweise 1!)

Remember:
(v[dlY)=(0)
O =|F)F|
~ 2
> (0)=(F)Fl) =we =(Y[F)XFIY)=|{F|¥)
Die Erwartungswerte von Projektoren sind gleich den Wahrscheinlichkeiten, diesen Zustand zu finden !

|(Y I F0)| %ist dieWSK fir Y inFO ohne Aussage iiber die Entartung !

Fo)(F 1 %o
_[Fo)Fol _ uFom><Uam\

RiFxEl = aF, &
B) Gemischter Zustand in einem makroskopischen System:

dFO el

In makroskopischen Systemen gilt

wF

ﬂF e AN

DF << Fj( Grenzwertsatz).

Das heif3t, die Messwerte von F liegen in einem kleinen Intervall DF um Fj.

C) Extraktion von Information tiber Wg .

d
Wg = F

a de

F’inDF

Diesist unsere bekannte Wahrscheinlichkeitsdefinition fallsFin DF liegt,



Nun:

[]

a d g~ ist die Zahl der durchgefuhrten messungen !
F’inDF
dp ist die Zahl der Treffer von F

ansonsten gilt: Wg = 0.

d
Der AUsdruck wWg = —“F st hier zu verstehen als Anzahl der moglichen Zustande im Erwartungswert F
[¢]
a de
F’inDF
geteilt durch die Summe aller méglichen Zustande.
Dies entspricht exakt der Wahrscheinlichkeit, wenn die Verteilung We rechteckig ist.

Wg wurde also durch einrechteck approximiert !
Diesist zulassig, da bereits gezeigt wurde, dass eine Folge von Rechteckfunktionen fur N-> unendlich genauso
wie eine Folge von Normalverteilungen etc... fir N-> unendlich gegen die Deltafunktion l&uft -> im

Unendlichen keine Einschrankung ,mehr.
Gute Naherung fr grofe N.

. de _
FUR We =———  fdlsFin DF, O sonst
[o]
a de
F’inDF
a |F)F
= - F
RiExFE =
a de
>

Z= é dF’
-~
ist die Zustandssumme

. d
Das bedeutet unter der Annahme FUR W = - F ,falsFin DF, O sonst

[¢}
a de
F’inDF
sind W F)(F|} und Z spezialisiert auf die gegebene Darstellung.

a |F)F
.2
Rior) = F———
Man schreibt deshalb a d-
=
Zr =4 de
=

Die Zustandssumme ist tatséchlich die Summe der Zustande, dieim Intervall DF liegen.

Naturlich existieren auch Zusténde auRRerhalb der verteilung:



wF

_ﬂF R F

Aber:
Wir haben makroskopische Randbedingungen !

d) Warum ist die Zustandssummerichtig ?

Z ist zentrale Grof3e bei der Bestimmung von makroskopischen Gesetzen, beispielsweise beim idealen Gas!
Schema der statistischen Physik:

- Nimm das mikroskopische System

- ->zdhle die Zusténde -> kreiere die Zustandssumme

- ->Leitevon der Zustandssumme Z die thermodynamischen Potenziale ab ( Berechnung oder Definition)
- -> Differenziere die thermodynamischen Potenziale

- ->bestimme daruiber die kalorische/ thermische Zustandsgleichung !

- -> Bestimme makroskopische Gesetze !

= Diesist das Schema der stationdren Thermodynamik !

Mit der Von- Neumann Gleichung kann schliefdlich auch der zeitabhangige Fall einbezogen werden (
zeitabhangige Felder)

Hier: Mikrokanonische Verteilung:

o = v 12
el = e g
W|: = dF
a de
F’inDF
AR
Rioe} =+
a de
F
Zu: :é: dF

Also: Wir sehen: In der mikrokanonischen Verteilung fehlt in der Zustandssumme die Exponenzialfunktion !
Ausgehend von der mirkokanonischen Betrachtung konnten wir uns Projektoren wéhlen, die auf die Zusténde
projizieren, deren Wahrscheinlichkeiten der Eigenwerte als Messwert wir kennen.



Geht man davon aus, so kann man die exponenzailfunktion als Reihe entwickeln und dann zwischen
Zustandssumme und Exp( projektoren) kirzen.

Dadurch verschwindet die Exponenzialfunktion !

A A

Wahlenwir F = H , so nennt man Wg die MIKROKANONISCHE VERTEILUNG
d
W =-_E
[o]
a de
=
Falls die Energie E in einem kleinen Intervall DE um <H>Iiegt!

Falls die Energie nichtin DE um <I:|>Iiegt!,soist wg =0

Bemerkung

W ist Ausdruck des grundlegenden Postul ats der Gleichgewichtsstatistik

in mikroskopischen Systemen ist nur eine schwache Abhangigkeit von DE zu finden (in Z)
man gibt sich Gblicherweise die Energie fest vor ( abgeschlossenes System).

Bei anderen Ensembles kann man sich auch die Temperatur vorgeben. Dann wird manches einfacher. Die
Zustandssumme besteht wieder aus den Exponezialfaktoren mit den Lagrangeparametern !

Also:

Ein Mikrokanonisches System ist ein System, bei dem man sich die Energie fest vorgibt ! Die
Abhangigkeit von DE ist schwach !

Es gibt die verschiedensten Theorien der Statistik.
Von Neumann- Gelichung
= Mastergleichungen

= Ratengleichungen der laserphysik

5. Hierarchieder Beschreibungen der statistischen Physik
5.1 Allgemeine beschreibung / Dichtematrixtheorie

ho () externe Felder

T

Bad

EinSystem S (SIGMA) befinde sich unter der Wechselwirkung mit externen Feldern ha und mit der
Umgebung !



A

Hoes =H +Hp +Heg

H =H(h, ©)
Dabei beschreiben
H |, den Hamiltonian des Bades und H o die Wechselwirkung zwischen Bad und System !

Unsinteressiert natiirlich nur die veranderung von S .

Wir haben an Wellenfunktionen:
Fir das System.

[m

Fir das Bad:

)

Seien jeweils vollsténdige Systeme !
= Jede beliebige Wellenfunktion kann al's Linearkombination der produktzusténde zwischen Hilbertraum des
Systems und des Bades ausgedriickt werden:

jede beliebige: Wg.
[c)=& ca®n)Alb)
n,b
Wiesieht <(3> = <C |(5| c ) aus?
Nun: Es steckt ja auch der Zustand der Umgebung im Zustand , in dem hier gemittelt wird.

Man kann also <é> = (C |©| C ) nur ausrechnen, wenn man die Wellenfunktion des gesamten Universums

kennen wiirde!
(0)= & cry * e ®)(r|A (5][C]|b) Aln))
n,n'b,b’

Vorteil: nehmen wir an: O wirkt nur im System und nicht im Bad:

Bsp: O ist der Polarisationsoperator. Daneben sei ein Bad gegeben, dasKristal schwingunegn amcht !
Aber: Unsinteressiert nur die Polarisation im Systm !

Wir interessieren uns alleine flr Systemobservablen !

P <6> =4 a cn* (t)Cnb(t)<n'|é|n>
nn b

a cop* OCHM) =1 o

b

P <6> = é r nn'(n,
n,n’

Das heifdt: Die Umgebung entspricht AURerdiagonal elementen der Dichtematrix. Die Umgebun steckt aber
aleine nur nochin der Dichtematrix. Nicht mehr im Erwartungswert !
Also: Die Dichtematrix liefert uns Info tber die Umgebung !

Oln)

Bleibt zu zeigen:

I o :<n, r |n>
Sprich: sind die Entwicklungskoeffizienten wirklich die Auferdiagonal el emente des statistischen Operators ?
Kann man den Einfluss der Umgebung ganzlich in der Dichtematrix finden ?

Das wirde bedeuten: Mit der Dichtematrix ist die Physik vollstandig bestimmt !



Wichtig:

Von den generalisierten kanonischen statistischen Observablen ( Projektoren der Beobachtungsebene) kommen
wir zu Wahrscheinlihkeiten fir Auftreten der Observablen , die nicht vorgegeben sind ! ( Die WSK)

Dann:

Als Grenzfall mikrokanonsiche Verteilung !

= dtatistische Gleichgewichtsverteilung mit Vorgabe einer festen Gréfie, namlich der Energie!!

Vorlesung 7.11.2002

-1,
a de A de
F’inDF F’ inDF
AR
Roe) =+
a de
£
Zor =Q df
£
=a dr-
F

Somit kann man den Formalismus der Beobachtungsebene auffassen ase e = 1

! )

0> (clflc)= & cry * (O E{(r

n,n'b,b’
=8 & Cup* (k|G n)
nn b
=& ro{M[O) =& (nlFm}IGn) =& (nlfdin) =tr(ro)
n,n n,n n

Also fordern wir ausKonsistenzgriinden:

n)

é Cn’b* (t)cnb (t) =lpy = <n|rA
b

Also:

Wenn I .y bekannt, so kénnen die quantenstatistischen Erwartungswerte berechnet werden !
Wir wissen:

é. Cn'b* (t)%b (t) =lpy = <n|rA|n,>
b

=a wa|Ya)Yal

a
Aber:

é. Cop*(MCp (M) =Ty = <n|rA
b

n)

ist hermitesch



Satz
Operatoren, denen hermitesche Matrizen zugeordnet werden konnen, sind immer diagonalisierbar !

Aber:

~ [¢}
r=a Wa|Ya><Ya |
a
fordert nichts anderes als die Existenz einer spektralen Darstellung, fir die Diagonalisierbarkeit bereits

hinreichend ist !

Dabei sind W, gerade die Eigenwerte des statistischen Operators !
Nur:
|Ya > sind noch unklar !

Diese Funktionen miissen jedoch Funktionen alleine des Systems sein, daja Uber die Umgebung absummiert
wurde:

a P inY,)=H|Y,)
b
HA :HAS

Alsoist |Ya > einreiner Zustand des Systems! W, sind dagegen im Wesentlichen durch die Umgebung

vorgegeben !
Wie bekommt man W, ?

Bemerkung

aus 7)Y, )= A|Y, )b inf =[A,F]
= Die Von- neumann- Gleichung ist die verallgemeinerung der Schrddingergleichung fir ein System , dasvon
seiner Umgebung beeinflusst wird !

a) Beispiel: Fir |Ya ),f:

Annahme:
H|n) = eq|n)
hy (t) =0
Seien 2 Zustande gegeben:
) =52
(%]

In.) =52

815

2- atomige Zustande
oder: Polarisationseigenschaft von Licht !

[Ya)=aln)+bln,)

ist ein allgemeiner reiner Zustand !
Flr den statistischen Operator gilt dann:



F =8 va|YaXYal=|YaXYal

fir reinen Zustand !

Frn =[Ya)(Ya | = (@) +bing)far (| +b* (ng]) = a* g my)(ny [+ b* by Xy |
Mit der Normierungsbedingung a2+b?=1

Die statistische Physik legt in gemischten Zustdnden dann Wahrscheinlichkeiten Giber aund b

Spezielle reine Zusténde waren

a=1
b=0P gy =|n)(n|
Basiszustand !
ABer auch:
a=——
J2
-1
A2

. 1 1
P T ren :§|”1)(”1|+5|”2><”2|

Aber auch alle anderen Kombinationen sind reine Zustande.
Dagegen gewinnen wir als statistsichen Operator ines gemischten Zustands:

~ [¢]
F=a W |Ya XYa |=wing)(m[+w,[ny){ny|
a
Die Uberlagerung der méglichen Kombinationen von aund b ( die nun nicht mehr bekannt ist) steckt nun in den
Wahrscheinlichkeiten wl/w2
Das heif3t:

Es sind alle méglichen Linearkombinationen von al und a2 mit der jeweils gewichteten WSK vertreten .
Naturlich:

&
aw =1
a=1
_1_
_E_WZ

Alsein mogliches Beispiel !

Die W, mussen von der statistischen Physik geklart werden !

Gemischter Zustand, wie "gemischtes Licht" heif3t: Die Polarisation ist statistisch. Esist keine Aussage Uber den
Polarisationszustand einzelner Photonen moglich !

Die statistische Physik sucht die W, !

b) Gleichgewicht

M ) =e|n)

hy (t)=0

zu finden.Wieder sollen keine externen Felder wirken !

WSK, das System in einem Eigenzustand

w, =tr(f|n)n|) = const



Also:

W, 1 W, (t), soist das Gleichgewicht definiert !

Somit:

f =0

inf =lH,fJ=O

Das heil3t jedoch, dass die Energie_- Eigenfunktionen auch Eigenfunktionen des statistischen Operatorssind !
F|n) = wy| n)
Auch die Nichtexistenz der externen Felder gehért mit zur Definitiondes Gleichgewichts!

H = H ggem

~ O

ra wn)n|

n
als statistischer Operator im Gleichgewicht !
Die Wahrscheinlchkeiten W, miissen auch hier festgelegt werden !
Z.B. Uber das mikrokanonsiche Ensemble (Wieim Gleichgewicht gefunden).
d
We = —E
[]
a dg
E’inDE

DEP Ex+DE
E= <ﬁ ) + DE

Die Art des Enesembles und damit die W, miissen giinstig gewéhlt werden !
c) Nichtgleichgewicht:

Offene Quantensysteme:

H=Hg +V(f)

Agln) =eq|n)
hy(t)* 0
0 =(F ) =& (7 kol )= o1 )

{n|n) =dpy
Nun:
I ¢ istzeitabhangig! I ¢ wird benétigt, um

tr (fé) auszurechnen !

Bewegungsgleichung der Dihtematrix

wo®) =tr(el)nl) =& (o117 ] ) = (ol ) = 7
Die Diagonalelemente der Ir[])i chtematrix beschreiben die Wahrscheinlihkeiten !



o () =tr{F|m)07]) = & (01]F ] ) = ¢

Die Nichtdiagonal elemente der Dichtematrix entsprechen den Ubergangswahrscheinlichkeitsamplituden:

)
Wip =|f )

Beispielsweise fiir den Ubergang im 2- Niveau- System !

|2 >
p22

pZl
pl2

pll

11>

Ableitung der Dichtematrixgleichung

|hr —lH r]
B i1 =(nH, 7 ) = (n]AF|n)- (n] A ) = §(<n|H| (|7 |)- (|| m)(m{Fi| )
. =4 ([ )] ) - {n|F[mim] A )

A

- T an mn

[¢}
= a H nm" mn
Diese Gleichung ist eine unschéne Kopplung zwischen Diagonal - und Nichtdiagonal elementen !

Fir die AURerdiagonalelemnte erhélt man genauso einfach durch Einschieben eines Satzes von Basi sfunktionen:
. A _ o] N\ Je | A Al T
0 0 =8 (IR [EF] )~ (i A )
i
— o 1 o o 1
=a Hmirin - rmiHin
Damit haben wir einen Satz von Gleichungen zur Bestimmung der Dichtematrixelemente, die dann spéter zur

Berechnung von quantenstatistischen Erwartungswerten benétigt werden !

Typ| scherwei se:

H = Ho +V(t)

Holn) = e[n)
hy ()t 0

Zwei M oglichkeiten fur dieses Problem:

\7(t) getrieben durch hy (t)

oder

\7(’[) =V beschreibt eine zeitlich kosntante "innere" Wechselwirkung !
Beispiel: wechselwirkendes Gas !



Natirlich kann auch:

V(t) = hy (t) Vi
aulRere Felder + innere Wechselwirkung

AnschlieflRend setzen wir A ~
1 o = & (MR ) - (mIF i) 1] )

. |
in - A

A

[}
=aA Hnilin- MmiHin
i

den Hamiltonoperator ein:

A A

. A o] -~ A A A [o] -~ A A [o] A
7T =A@ Hmilin - TmiHin =€l mnta@ Vimifin-€lmn- @ Vinl m
i i i

|
=> Diesentspricht einem Satz von DGLs, die ANfangsbedingungen werden vorgegeben !

Anfangsbedingung:
I o (t =tp) wird vom Gleichgewicht vorgegeben !
( Mikrokanonisches Ensemble)

Dann:
1) Feldanschalten: t 3 tg
2) Wechselwirkung "adiabatisch" anschalten ( also ohne Energieaustausch)

F_ [ula] an
spdter
Anschalten = "HOCHFAHREN"

Nach Beginn der Dynamik werden Ubergange I, (m 1 n) 1 Qangeregt.
Diese beschreiben Ubergange zwischen den Mikrozustéanden des Systems!



5.3 Hierarchie der Bewegungsgleichungen

=> Dichtematrixgleichungen sind exakt !

> Probleme: Oft kann man in H = HO +V (t) die Eigenzustande nicht behandeln !
=> Voalle Nichtgleichgewichtstheori mit Wechselwirkung fuhrt dann auf die " Dichtematrixgleichungen”
>

A
A

. A A A -~ A o - A o]
Ihﬂtrmn—a. I_|mirin' rmiHin_emrmn+a Vmirin' nlmn- a inl mi
i i

Vereinafchend kdnnte man Nichtdiagonal el emente vernachl ssigen ( Mastergleichungen/ Ratenglei chungen)
Unter Anwendung des lokalen Gleichgewichtssatzes kommt man schliefdlich auf Navier- Stokes ( Hydrodnamik)
oder Thermostatik.

= Ubergang zum Makroskopischen !

12.11.2002

5.4 Ableitung der Masterqlewhunq
A o -~ A A
'hﬂt mn a. Hml in "~ rmlHln =emlmn+ta Vimilfin-€nlm- a. inl mi
i i

fur mt n
Sind die Bestimmungsgleichungen fi die Ubergangswahrscheinlichkeitsamplitude
Mit

r nn (t) hat man dagegen die Wahrscheinlichkeitsamplitude, das System im Zustand | n) zu finden!

Kann man eine Theorie formulieren, die nur mit I, (t) arbeitet ?
= Oft kann man nur AUssagen tiber Néherungen und/ oder fiir Spezialfélle amchen !
Start: Volle Dihtematrix- Gelichungen, Versuch, die Nichtdiagonalmatrixelemente zu eliminiern :
. A _ [} - A~ - A~
'hﬂtr m=a (Vni Min - Vinr ni)
i
M, = - e0) o + & Vot i - Vi m)
Ihﬂtrmn_((:—'m'en)rmn'|'a. mi’in = Vinl mi
i
Dabei sollendie I, aus der Theorie ganzlich eliminiert werden !

Homogene Losung:
i(em_ en)t
Fm(t)=e " (oszillierend)

Fazit:

Wir haben eine riesige Summe Uber reine Phasenterme der Aul3erdiagonal elemente ( bis auf Konstanten).
Aus der Optik jedoch wissen wir, dass sich auf3er den Diagonal elementen allesweginterferiert !

=> Summe Uber phasenabhangige Terme -> Hoffnung: Nur die Diagonalelemente "tiberleben” als
Inhomogenitét der DGL

Beispiel:



Y ©) ~ ca* e
Praktisch ware
|Y(t)|2 ~Cp * Ch =Whp

Tl =- i(Wm - Wn)rAmn - 1Q(t)

1 A A ~ A
Q(t) =Ea (Vmir in = Vinl mi)
i
Also: Q(t) ist der bereits angesprochene Phasenterm
Mit der besprochenen Argumentation nehmen wir an, dass von dieser gesamten Phasensumme nur die
Diagonal el emente Uberl eben:

rAin ::dinrAnn
=8 {nifin - Viof )+ Vi 0~ Vi )
Q(t) _Ea Vi Fin = Vinl mi »E Vi nn = Vil mm
i
Damit kann die Gleichung formal integriert werden:
t

= C\)dt'Q(t')e_i(Wm-W")(t_t')
¥
ist die formale Losung der DGL fir die I (t)
Setze: X =t- t
t=th x=0

¥
P o = OdxQ(t - x)e'i(""m""’n)"
0

Nun gilt: w_ oszilliert sehr stark. Q(t - Xx) ist dazu dagegen einein t sehr langsam verénderliche GroRe
Also:

Q(t - x) »Q(t)

¥ ¥
P o = QAxQ(t)e WK = Q(t) ¢y dlxe T WK
0 0

Diesist die sogenannte Markow- N&herung !

Wahrend wir vorher (iber alle zeiten integriert haben, so haben wir jetzt die Phasenterme der Diagonalelemente
aus dem Integral rausgezogen !
t

Im Integral () At'Q(t") steckte jedoch das Gedéchtnis der Ereignisse bis zum zeitpunkt t !
-¥
Diesféallt jetzt weg ( Vernachlassigung von Gedéchtnis- Effekten).
Also: Die QM- gedéchtniseffekte werden aufgegeben zu Gunsten des Ubergangs in die klassische Welt !

= ALso: Auch Weglassen der Aulierdiagonalelemente, die sich in der Vergangenheit ereignet haben.
AuBerdem:

Zur Integration wird in konvergenzerzeugnder Faktor eingefihrt:
Das heif3t: Die Dampfung der interferierenden Oszillatoren wird pauschal durch eine Konstante g erfasst

Derartige Dampfungen tauchen in der Natur ebenfalls grundsétzlich auf !



Schon die Wechselwirkung mit dem Vakuum fuhrt ( wie erst Recht WW mit einem Photonenfeld) zur
Dampfung !

=> Spontanemission kann nicht vollstandig unterdriickt werden !

Setze

¥
P rAl’nh (t) = Q(t)o dxe i(Wm_Wn)Xe'Xg
0

Merke:

Ohne € 9 muss man dasIntegralmit Hilfe desresiduensatzes |6sen !

¥
P F () = Q) dxe” W K69 augrechnent
0

Esfolgt dann durch einsetzen in die DGL der Diagonal elemente:

>

. A I [} - A A [} A [o] A
1N r g = - %a (Vnirin' inrni):'a P’ )+ A Paml mm(t)
i m m
2
Prm :%Nnm| dg(Wn - Wm)

1
dg = : 25
g + (Wn - Wm) P

Als Quanten/ Mastergleichung = "Ratengleichung "

Bemerkung

Die Ratengleichung ist charaktersiert durch die Raten P, ( Einheit : 1/s)

fir 1 o (t).
Dabei existieren Einstreuprozesse, die die Besetzung des n. Zustands erhdhen:

[o] ~
m
[] A~
aber auch Ausstreuprozesse, die die WSK erniedrigen: - @ P! nn (1)

m
Wir haben viele Zustande, die einstreuen oder in die ausgestreut wird. Dies sind unsere m- Zustande:

— >

| >

Allerdings: Das Ergebnis fuldt auf einer sehr klassischen Vorstellung.
Durch die Markow- N&herung ist die gesamte QM eigentlich verschwunden

Bemerkungen:
Pam = Pmnsind Raten
b) Das Ganze ist eigentlich einfacher in der DIRACSCHEN Stérungstheorie nach fermis goldener Regel:

Sei eine Stérung V gegeben:



Pom = (Yn |V| Ym>
Dabel ist die STérung V beispielsweise eine einfallende Welle!

Beispiel Phononenstreuung:
te ~& a (YY)
a

Pnm ~ Zustandsdichte D(€) des untersuchten Systems

d) Die Mastergleichung kreiert schon einen zeitpfeil.

= Eswird die Richtung der zeit ausgezeichnet !

= Dieskommt aus der Markow- N&herung !

= -> Nahc der Markownéherung ist das verhalten eines Systems "irreversibel” !

Ursache ist die Beseitigung der Energie- zeit- Unschérfe !

Experimente mit ultrakurzen Lichtpulsen zeigen:

= Elektronen kdnnen stof3en ( AusValenz- und Leitungsband)

= Durch Beschuss mit einem starken Laser kann dann jedoch der ElektronenstoR3 riickgangig gemacht werden
= Eskann erreicht werden, dass die Elektronen nie gestol3en haben, obwohl sie gestof3en haben

= EREIGNSKOMPENSATOR

€) die Mastergleichung beschreibt den Weg eines Systemsins Gleichgewicht !
T:f mn =0 U Gleichgewicht

0=- é, pmn(rAmm(t) : fnn(t))

Pom = h_2|vnm|2dg (Wn - Wm)

d, = 9 1
g 2 2
g + (Wn - Wm) P
Merke: abgeschlossenes System hier | V war die interne Wechselwirkung
Unter der Nebenbedingung: €, - €., £ DE

fnn(t):di fmm(t):ﬂ
é dEn' é. dEm’
E/’ E.

|6st dann die Mastergleichung im Gleichgewicht !

e,-en£DE

Der stationére Zustand: istine mikrokanonishe Gleichgewichtsverteilung
Der ausgelenkte Zustand wird sich selbst tberlassen und kriecht dann in die mikrokanonische verteilung

Ubungsaufgabe:

17

{\-’{t} el S|

als offenes System ! Die Storung V kann eine Wechselwirkung mit dem Lichtfeld sein !
Bei uns dagegen: abgeschlossenes System ! V war die interne Wechselwirkung!



6. Enerqiebegriff der statistischen Physik/ Ther modynamik

6.1 1. Hauptsatz

Gilt auch fur Nichtgleichgewichtssysteme als Funktion der Zeit:

ho () externe Felder

T

Umgebung

Das Systemsei S, beispielsweise ein Atom im festkérper !
Oder: ein Molekll in einem makromolekularen Gas

Das Ganze sitze noch in einem Kryostaten der Temperatur T
= Die Temperatur des Systems werde auf T gehalten !

A

H=Hgs+Hs +Huw
Wichtig:
[Hs.Hg,]=0

Die beiden leben in vollig verschiedenen Hilbertraumen

1. Hauptsatz:

Wie st die Energieanderung des Systems S ?

Heisenberg- B_ewegungsgleichungen: _

8 6) =10 Ash (1) =L Ash (s )

Die partielle Ableitung ist die sogenannte externe Zeitableitung, falls HA g explizit zeitabhangig sein sollte.
Dabei beschreibt

i I~ N
%<[vav H S]> den Energieaustaush mit der Umgebung ( als "Warme")

<(ﬂt I:l S ) ot > dagegen die explizite Zeitabhangigkeit , also die Entwicklung der externen Felder oder die

Anderung duRerer Parameter, wie z.B. Volumenanderung durch Kraftaufwand !

Die Quantifikation der ausgetaushten Warmemenge erfolgt durch Zeitintegration:
<Hs (t)> - <H s(to )> = DAs(t,tp) + DQs(t,to)

<I:|S (t)> am Ende
<I:|S(t0)> am Anfang



Die Differenz ist gerade die Anderung der inneren Energie:

DU :<|:|S(t)>' <|:|s(t0)> =DAs(t,tp) + DQs (t, o)

Weiter beschreibt
DAg (t, tp) die Anderung der Arbeit -> am System errichtete Arbeit

DQs(t,tp) Anderung der Warme ( -> dem System zugefiihrte Warme)

1. Hauptsatz der Thermodynamik:

DU = DAg(t,tg) + DQs(t,tp)

bezogen auf ein endliches Zeitintervall t-t0

Esaqilt

Arbeit:
t ﬂl:l (t,)

DAs(t,tp) = O dt” ﬂ—f =DU, falls DQs(t,ty) =0
tO

Die Aquivalenz zur Anderung der inneren Energie gilt, falls das System thermisch isoliert ist , also keine WW
mit der unmittelbaren Umgebung zeigt !

Beispiel:
E-Dynamik: By = EXp~H

Mit der Dipoldichte p und dem elektrischen Feld E
E als externes el ektrisches Feld ist duRerer Parameter

P ist die Dipoldichte !, zu verstehen als verallgemeinerte Kraft g
Esqgilt:

THs (t) Tha (1)
fh, i

fHs (1)
fit
Hs(t) _

Th,
Als verallgemeinerte Kraft hy (t) sind verschiedene externe Felder !

Hlt
ﬂ—S() = - M, ist die verallgemeinerte Kraft zum externen Faktor h, (t)

Tih,

Beispiele:

=a
a

_Ma

Parameter/ Felder von auf3en vorgebbar:

- teilchenzahl N -> chemisches Potenzial p

- Volumen V-> Druck p

- Elektrisches feld E-> Dipoldichte/ Polarisation P

- magnetische Felder B-> Magnetisierung M

- Parameter h, (t)( N,V ,E,B) -> Veralgemeinerten Kraft M4 (u,p,P,M)

Physikalische deutung

THs(t) m= DH s (t)
N DN




fur DN =1P m= DH(t)
Also: Das chemische Potenzial ist die Energie, die gebracuht wird, um dem System ein Teilchen zuzufihren !

Hierarchie von Gleichungssystemen

- Dichtematrixgleichung

- Mastergleichung

- Gedéachtnisvernachlassigung fihrt dann zu Gleichungen, die lokal in der zeit sind !
- Ableitung der Hauptsétze

- Formulierung des Energiebegriffs der statistischen Physik !

Vorlesung 14.11.2002

Interpretazion verallgemeinerter Kréfte:

N DN

1) Energie, die benétigt wird, um dem System ein Teilchen hinzuzuftgen ( bei thermischer Isolierung).

. ) DU
Chemisch ARbeit: M= —
DN

ﬂ<|:|s(t)>

2 =-
) P y

Energiednderung pro Volumenanderung, die man erhalt, wenn das System komprimiert bzw. entspannt wird.

~

'ﬂ< Hs (t)>
3 P =- ﬂT ( kartesische Komponente der Dipoldichte)
i
= Energiednderung des Systems pro Anderung des externen E- bzw. B- Feldes ( Polarisierungsarbeit ( e-
magnetische Arbeit) oder " Magnetisierungsarbeit”.

Allgemein:

Hs(t) _ M,
Th

h, =N,V,E,B

(Mg)=mp,P,M
Warme

.t
DQs(t,to) = I%(\)dt'd':'ww ’ "isb‘hazcong =DU
t .

0

Voraussetzung: externe Felder konstant.
Diesist der Warmelbertrag durch Kopplung des Systems an die Umgebung

Hg ® Hyw
Beispiel
Konkrete Systeme miissen im Allgemeinen diskutiert werden:

Beispiel: festkorper:



h u':t} externe Felder

A

]

k B ,,

Umgebung

DasSystemsei S, beispielsweise ein Elektron !

Das Ganze sitze noch in einem Kryostaten der Temperatur T
=> Die Temperatur des Systems werde auf T gehalten !

H=Hg+Hgs +Hww

H 52 beschreibt damit z.B. daslonengitter und andere Elektronen !

In diesem Fall: HW\N als Kopplung eines Satzes von harmonischen Oszillatoren ( Phononen), lonengitter.
Mit einem harmonischen Oszillator ( Elektron).

H~ (b+ + b)a+a

Mit

(b+ + b) alsPhononen -> AUslenkung des Oszillators ( Wellenzahl k)
a™a: Elektronen / "Ubergang" Wellenzahl q

= Formalismus. Phononenerzeuger und Phononenvernichter ( (b+ + b))
> a‘ads Elektronentibergang zwischen verschiedenen Elektronen- Impul szusténden.

Das Elektron wechselwirkt mit dem lonengitter und kann demnach hononen abgeben oder aufnehmen.

6.2 Differenzielle Form des 1. hauptsatz

- betrachten wir eineinfinitesimale Anderung von U
- Bisher war die Formulierung nicht infinitesimal !

Analogie zur Mechanik:

Totales Differenzial macht Sinn, wenn es sich um eine ZUSTANDSGRO?E handelt, also
gdu =0
Zustandsgrofien sind spezifisch fur jeden Zustand und Q endet immer am selben Zustand wie begonnen ->

gleiche innere Energie
Derartige Prozesse heil3en auch reversibel !



<7

Die Energie eines Systemsiist eine Zustandsgrofe, die nur mit der Zustandsvariablen festgel egt werden kann,
aber nicht davon abhéngt, wie man zum Zustand gekommen ist.

Diestrifft fir DAg (t,tg), DQg(t,tg) nicht zu.

DA (t,t5), DQs(t,tg ) sind namlich keine ZustandsgréRen sondern ProzessgréRen, die vom Weg desystems
im Zustandsraum abhangen !

Esmussen erst alle DAg (t,tg), DQg (t,tg) aufsummiert werden.

Man schreibt:

du = d‘AS (t, to) + d‘QS (t, to)
Dabei ist
€ nicht als vollstandiges Differenzial zu verstehen sondern als sogenannte Pfaffsche Differenzialform

6.3 Statistische Deutung des er sten Hauptsatzes

U :<I:|>:tr(fI:|)

prinzipiell 1&uft die Spur noch tber den Raum
S;AS,

Definiere sogenannten RELEVANTEN STATISTISCHEN Operator:

is =trg ()
=> Spur des statistischen Operators tUber die Umgebung -> Alle Eintréage im Hilbertraum der Umgebung
werden ausgespurt ! ( Parzielle Spurbildung)

Esfolgt:
t ®. N ,)

DAg (t,tp) = Odt trsg s(t )
g

DQs(t,tg) = Odt”s s(®Hs )
DU =<|:|S(t)>' <H s(t0)> = DAg(t,tp) + DQs (¢, to)

Interpretation
1) Gas:



Hs(t)
Th

h, =N,V

Felder seien konstant !

DU = <|:|s(t)> - <|:|s(to)> =+DQs(t.tp)
DAg(t,t) =0

:-Ma

Was passiert?

to - t Nichtgleichgewicht -> Wérmeleitung

Zeiten t">t -> Gleichgewicht erreicht !

= Relaxation ins Gleichgewicht nur Gber Warmeaustausch

t . A o . A
DU =DQs(t,tg) = Qdt'trs (rAs(t')H s(t')): odt'a (n|(r s(t')Hs(t')) n)

t t n

0 0

t
=odra (nfs@)n)}n|Hs{t)n)
t, n,n
Dabgi gilt:
(n|F s ()| alszeitabhingige Iy = F oy (1)
<n'||:|s (t)| n> = <n||:| S| n> nicht zeitabhéngig, entspricht (n|\/| n), also WW- Matrixelementen mit
h, =constant !

Die Zufuhr von Warme bedeutet Umbesetzung:
> 1,y (t)?* O (Ubergange zwischen Mikrozustanden)

Warmezufuhr -> fuhrt dazu, dass hohere Energieniveau stérker besetzt werden !

2) Gas:

Fsl)__,,

Th
hy =hy (1)

Felder seien konstant !

DU = <ﬁs(t)> - <|:|S(t0)> =+DQs(t,tg) + DAs(t, to)

thermische Isolierung:
DU = <|:|s(t)> - <|:|s(to)> =+DAs(t, 1)
+DQs(t,tg) =0

a



t A o ) A
DAs (t,tg) = Qdt'trs (fs(t')'ﬂt' H s(t')) =od'a (n|(r st H s(t')) n)
tO n

ty

t
= C\)dt’é (s @)} [T H () n)
t, n,n
Dabei gilt:
{n|f s (t)|n") als zeitabhangige Iy = F 1y (t)
(ri

h, =h, (t). Diesbedeutet, die Energieniveaus werden zeitabhéngig verschoben !

T H 5(1”)| n) zeitabhangig, also WW- Matrixelementen mit

Auch hier:
S 1y (t) 1 O (Ubergange zwischen Mikrozustanden),also wieder Umbesetzungen !

Warmezufuhr -> fuhrt dazu, dass héhere Energieniveau stérker besetzt werden !

7. Entropie als maximales Unschér gemall

7.1 Einfuhrung der Entropie

Das zu einer Beobachtungsebene gehdrende maximal e Unschéarfemal?

Nmax. =S=- ktr(R{gn} In R{c‘;})
wird al's Entropie bezeichnet !
Esqgilt:

h(R{g})3 h(r)
Zurick:

~ 1 -4 Gl,

— = e n

R{Gn} Z
War der statistische Operator fur eine bestimmt beobachtungsebene.
das bedeutet, die {q }wurden zur Beschreibung des makroskopischen systems ( frei) ausgewahlt.

Die Entropie S erflllt alle Eigenschaften, die von einem Unschargemald gefordert wurden:

- Sieist maximal im Gleichgewicht !
- Siestellt ein maf3 fur das Nichtwissen/ fur die Unschérfe und damit auch fur die "Unordnung" dar !

e

n'n

s Qo

&8 Gilo- 282k 1,(G)+kinz
€ n ; n

el
Nax. =S=- ktré—e
: 7 e

s=k§ 10(G, ) +kinZ

Die generalisierte kanonische Entropie :

Auch hier: Die Lagrangeparameter miissen aus physikalischen Uberlegungen gewonnen werden ! ( hangen
nattrlich von der Beobachtungsebene ab -> sind Null fir die Beobachtungsebene der Projektoren, wenn das
ganze System nur Uber Wahrscheinlichkeiten von Messwerten charakterisiert wird !)

Beispidl:
Energiebetrachtung:
1

T



S—-ktrg—e ge a4 Gyly-1In Z ktrg— ca
€ n en
a Gl, — -8 Gl /— \0
tré—e 6%1 G| n2§=é’1 Intré—e " (Gh)i=é1 |, tr
Z en 2 g n

7.2 Mikrokanonische Entropie

Abgeschlossenes System mit Energie E:

. EVE
o s [ENE

E de
Wg = A

a de

El DE

Mit dE = ANzahl der Zustéande bei E ( Entartungsgrad) und

[¢]
A dg asANzahl der Zustande innerhalb des Energieintervalls DE :
ET DE

S=- ktr(liln Ii)z - ké_ (Em|RIn R Em)

fem) - aw|><||E> g

Hier:



[EXE

- |Em)(E
We | We
de dg

:-ké
mE
a 1=dg

s=-k§ YENYEqg.=-k§ wehlE
E

E dE E E

b S=k3 wElngé de
-

I-1-O:

[

a wg =1
E

5
S= klnga’_ dg 1=kinZ

E 2

S=kinZ:=klInW
Im mikrokanonischen Fall! ( Projektoren alsbeobachtungsebene, Energie fest)

Mit

W = Z = mikrokanonische Zustandssumme !

W = Z ist die Anzahl der bei vorgegebener Energie E + DE vom System erreichbaren Zusténde (
Zustandssumme)

Spéter werden wir zeigen:

E = Ti im Gleichgewicht.

T1E

Bemerkenswert: S kann mikroskopisch berechnet werden und T ist makroskopische Gréf3e !

Merke: bei vorgegebener Energie
mussen wir nur die Zusténde z&hlen ( dies entspricht einem Phasenraumbvolumen/ Elementarvolumina!)
Dannfolgt: S=kln Z:=kInW
DG= i
W
Dann: ableiten nach der vorgegebenen Energie -> Temperatur kommt raus !

Egal welches System -> uantengas -> Quantenzustande
- wechselwirkendes System -> Wechselwirkungszustande

2 GrolRen

1. Energie: Ausden mikroskopischen Zusténden ->

+ DQg(1,tg), DAg(t,ty) bestimmbar !

2. Entropie a'sUnschéarfemal’ bestimmen -> mikrokanonsiche Gréfie
3. ->macht dann makroskopische Grofien wie Temperatur !



Vorlesung 19.11.2002 2 GroRen braucht der Statistiker:

- zentraler Hauptsatz:
- 1. Hauptsatz: Energie: dU nétig
- 2.: Entropie -> Gibbshe Fundamentalgleichung !

7.3 der zweite Hauptsatz.

Wir zeigen:

Shir)s 0

Also: Die Unschéarfe nimmt in der Zei stetig zu !

Es geht ein: Markow- N&herung
Unschérfe kann im verlauf der zeit nur zunehmen ( 2. hauptsatz)

h(F(t))=-ktr(FInF)=-k& (n|F|m){r[In F|n)

nn’
<n|r n> =dny M on
= quantenmechanische Kohérenzen vernachléssigen > Konsistenz mit der Mastergleichung !
= Grenzfall der DIAGONALEN Approximation !

Weiter gilt:

H o| n) = en| n>
Operatorfunktionen sind nur definiert tber Reihenentwicklungen:

(n[inflm =("l& cmf "In)
Diesliefert Terme der:folgenden Art (z.B. in 2. ordnung):

(Wleaf2n) =& co(n'|f|m(m|F[n)
= Dabei Werdenr?/vir jedes mal die diagonale Approximation durchfihren!

ALso ergibt sich insgesamt

<n,||n rA|n> = dnn’ I:\nn

Fazit: Unter vernachlassigung aller Kohérenzen:

h(F®)=-ktr(FInfF)=-ka (n|f|m)n’|Inf|n)
n,n’

[o] ~ A
»-ka Nt
n

A

Mon =g
I nterpretation:

M=)

i

als Besetzungswahrscheinlichkeit des n. Zustands

Beweis. H/ €- Theorem /Boltzmann:




-~ o] A A
Ht)y=a r n(t)ln r n(t)
n
Dieshat NICHTS mit einem Hamiltonian zu tun'!
H- Theorem:

dH (t
dHO £
at
Merke: Erst die Markow- Naherung macht die Entropie monoton ansteigend ( wie auch in der amkroskopischen
Welt).
Die quantenmechanischen Koharenzen verhindern, dass die Entropie monoton steigt ->
Entropie als oszillierende Funktion fir QM- Systeme innerhalb der Kohérenzzeit !

M aster gleichung:

3 Eer*n(t) nf @+ ¢

r (t)Q
) "

SHE

Mastergleichung fiir I’An (t):
d

~ o] A & o A [*] A 0 [¢} A
HO=8 NFh0% 8 PO+ Pl mOZ+ 58 7n®
n m m %] n

M) =1

s Qo ,QplQ.

do .
+—a rn(t)=0
dt% n(D)

[o] ~ [o] A~
Mitdem Ausstreuterm - @ Prnm! n (t) und dem Einstreuterm @ Ppm! m(t)

m m
Also:
d ~ [*] A m [ A~ o] A 0
EH H=a Inr n(t)é' a P n®+A Pamf m(t)I=
n m m a
=4 In () pnm(rAm(t)' rAn(t))
nm
HO =3 N7y pm(Fa®- )
n,m
Pmn = Pram

er letzte Schritt ist eine Indexumbenennung ! n<->m

Also kann man addieren:

2HO=- 8 Pan(Fa() - Fn®)IN Fa(®) - In 7 (®))

(x- y)(Inx,- Iny)3 0
b H(t)£0

Ph30

Diese Rechnung gilt
n h’ll ':‘



Remember: Die Entropie war a's Unschéarfemal? des generalisierten kanonischen statistischen Operators definiert
|

Ubertrage also diese Aussage auf die Entropie ( a's spezielles Unscharfemal)
= Formulierung des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik:

@ 30

dt
Entropie in einem abgeschlossenen System kann im Laufe der zeit nur zunehmen !
= Auszeichnung einer Zeitrichtung !

Voraussetzungen

- mastergleichung gilt

- System abgeschlossen

- Vollige Vernachlassigung der quantenmechanischen Kohérenzen ( Markow- Naherung)
- Weglassen der Gedachtniseffekte

Im Gleichgewicht sind alle makroskopischen Grof3en konstant !

Also:
ds=0
, der Weg vom Nichtgleichgewicht ins Gleichgewicht ist immer mit Entropiezunahme verbunden !

Bemerkung:
Allgemeinster Fall:
Involler AL6Igemeinheit ( mit Kohéarenzeffekten) gilt:

ih =0
dt
gSZO
dt

Interpretation

Wenn man sich auf einen Satz von Observablen festelgt, so muss man die Auf3erdiagonal elemente rauswerfen.
Dadurch schrankt man die Matrix jedoch ein.

Diesist ein Informationsverlust, wodurch die Entropie steigt !

Dieser Informationsverlust |8t sich jedoh niht verhindern!

Beim H- Theorm beschrankt man sich aber gerade auf eine ebstimmte Beobachtungsebene.
Auf dieser ( vernachléssigung der Auferdiagonlelemente) verliert man unweigerlich Information.

Man beobachtet auf der gewahlten beobachtungsebene eine Zunahme der Entropie ( Informationsverlust) bisins
Gleichgewicht.

Arbeitet man nach der Mastergleichung voll quantenmechanisch ( keine Naherungen, der statistische Operator,
den wir wahlten, war noch voll korrekt), so wird keine Zeitrichtung ausgezeichnet.

Merke:
Aquivalent sind:

Informationsverlust<-> Entropiezunahme<-> Zunahme der Unschérfe

Behauptung:

9h=o

(j[ ist exakt
—S=0
dt



Beweis:

%h(f(t)): 0

Al (t) = [H“ , f(t)]
Mit dem vollen Hamiltonian, also
H=Hg +V

HJi) =ei]i)

Angenommen, diese Energie sei konstant,
aber: Diese Info ist nicht ganz zu kriegn !!

herleitung einer neuen Dichtematrixgleichung:

r (t) o~
usw... sehr kompliziert !

Vollste Allgemeinheit:

1. Hauptsatz gilt!
2. Entropiednderung bestimmt immer giiltige Gibbsche Fundamentalgleichung

7.4 Entropieanderung und Gibbsche Fundamentalgleichung

DU = DAg(t,to) + DQs(t,to)
dU =dAg(t,t) +dQs (t,tg)
Alserster Hauptsatz.

Nun soll eine Bilanzgleichung fur S abgeleitet werden !
Eine verallgemeinerte Gibbsche Fundamentalgleichung !

Aus deser Gleichung kannn dann eine Zustandsgleichung fur das System S abgeleitet werden !
s=h[R)=5,.G,.2)
-4 1,G(h )
s _€er 1 o
R{Gn} 2 | an 9 Z
trle :

Wir bilden dastotale Differenzial:

-& 1,G(h )

s Qo



dS:ﬂS(I n1§n’z)d| + ﬂS(l n’Gh’Z)dG~I + 1TS(' n’Gn’Z)dZ

1, " 1G, 1z
S=k& 1,(G,)+kinZ
(&)=
s =ka G,ai, +1 dGh)+kd?Z
_ 1112
G = zZ,
ae-°|n§9
z=tle * " 2=2(,.G ()
g ;
___ﬂzl
T
1z 1 0, 1% T2, s
b dS=k& ——dI IdG k=3 &
£y ladenZrkzia 3, dnra ﬂhaa) ha()-
1g
=ka ll .d -
a (110G, )+k <& ﬂha(t) dh, (1
1. 1 & 41,5019
= dh, (t dh, (t) =tr m N
z& ‘Hha(t) (0= ? 07 %ﬂha(t)e :
. g & 1, G,(h () 0
P 28 MO8 L& douEs— ﬂha(t)q“(ha())_
8 P
o o) o)
=-§ 1,4 dn, ()t -
& 1h4 ch OERg ﬂha(t)csh(ha(»g

-3 1 G G
& 1,G(h ) 3 1.G6(h®)

K 1hd dh OG5 o G ()2

i © Gy (hy (t ))>

a

dS=ka Ing%én-é dm<><
= S]

o

w

1

=~

Q
=
Dm0
o
10l
o Qo

(T, G (e @), (0
a



Diesist als Ausdruck fir das Differenzial der Entropie
die
ver allgemeinerte Gibbsche Fundamentalrelation

Dabei sind wir allerdings von der mikrokanonischen Entropiedefinition ausgegangen.
Also gilt diese Gibbsche Fundamentalrelation fiir den Fall:

G} AR,

Energie und Teilchenzahl als Beobachtungsebene !
Zentrale Bedeutung

Wir haben nun eine funktionale ABhéangigkeit der Entropie S festgelegt:
s=h(R)=sh..G,)

hy .G,

sind die sogenannten natiirlichen Variablen der Entropie.

Man sagt:

h, , G, bilden einen vollstandigen Satz von Variablen !
Durch Bildung des vollstandigen Differenzias

_o 18h®.G) o T5h ).G ) =
> ? fih, () ha(t)+? 1G, &

S:ké 10 (G ) +kInz

kénnen dann die bisher unbekannten
|, bestimmt werden !

Damit sind dann die Zustandsgl ei chungen anzugeben !
Beispiel:
Kanonisches Ensemble

C_in = H alsbeobachtungsebene
I, =b

<|—|L>= E
S =S(E,hy (1))

gs= 1L O.E) o, o 1S .E)
E a T (1)

Vergleichen wir mit der Gibbs- Fundamentalrel ation:

L B\ g - 0
dS=Ka Iy §d<en>- & (T, @G (s (1)) g Ox

dhy, (t)

Worausfolgt:

dS = KhdE - g’é (0 ECa @)y (0
(4]

a



Merke:

Wir brauchen nur

o 180, 4).G,) o T8h 1).G ) =
STA gy YT Ty

s:k§ 10 (Gy) +kInZ

und die Gibbsche Fundamentalrelation:
., B— o — 0
dS=ka |G - & (T, G (M (0))dha (D
n a [}

und kénnen durch Vergleich Zustandsgleichungen ermitteln und L agrangeparameter bestimmen.
Hier:
%y 0
dS = kbdE - éa (T, @ E(ha ®))dhy (0
a

(7]
E, t 1
b 1 o JSERWM), 1
TE T
( Letzteres war ja gerade die Definition der Temperatur)

L _LISER M), 1
kK IE kT
dS = kbdE - gé (T 0 E(ha (), (02
(%]

1 _fS(E.hy (1)
T E
p T=T(Eh ()

Rasch ahben wir durch den Vergleich zwischen Entropiedefinition und Gibbscher Fundamentalgleichung die

kal orische Zustandsgl eichung gefunden, die lautet:
T=T(E.h (1)

S=ka& In(G,)+kInZ =kbE+kInZ
n
Alles festgelegt durch G, , die Beobachtungsebene und h,, (1), die &uReren Parameter !

Zusammenfassung

- Quantenstatistik bezieht die Umgebung/ Anfangsbedingungen in die Beschreibung eines Systems mit ein.
- Diesist nétig, da Anfangsbedingungen und Umgebung nur im statistischen Sinn bekannt sind.
- Die Dynamik der Operatoren und Observablen des Systems wird durch Erwartungswertbildung tber

Ausspuren des Produkts mit dem statistischen Operator gebildet.
- Der statistische Operator geniigt der Von- neumann- Gleichung

- DieBerechnung des Erwartungswertes von Observablen fihrt dann auf die Dichtematrixgleichungen, nach

denen die Dichtematrixelemente berechnet werden kénnen
- Indiesen Gleichungen sind die Anfangsbedingungen bereits enthalten

Beispiel: Im Gleichgewicht: mikrokanonsiches Ensemble I (to)
Grenzfélle der Dichtematrixgleichung sind die Mastergleichung und die Hydrodynamik !



Fir Konkrete Situationen muss man eine Beobachtungsebene einfiihren, also beispielsweise {G } 'H

Durch die Maximierung des Unscharfemal3es kann man dann den GK SO konstruieren.
Dabei darf die Beobachtungsebene jedoch nicht verlassen werden.
Ob die Beobachtungsebene reprasentativ ist oder nicht steckt in dieser Theorie noch nicht drin.

N

s’ s*

Fir unseren Fall z.B.:

-4 1,G(h )
A e n

ge a |
T
Zentrale Fragen sind die nach dem S/ E- Austausch

Bilanzen werden Uber den ersten Hauptsatz gezogen:
du = d‘AS (t, to) + dQS (t, to) =dE

und ebenso Uber die Gibbs- Fundamental rel ation:

2 _\ o — 0
dS=k& I, §d<en>- & (Th Gn (ha (1))dna ()2
n a 7]
AulRerdem:

2. Hauptsatz:
das, 3 0
dt

Die Kombination von 1. Hauptsatz und Gibbscher Fundamentalrelation erlaubt schlief3lich die Formulierung von
Zustandsgleichungen fur Systeme, deren Zustandsgleichungen berechnet werden sollen.

Also:
Z,S -> Zustandsgleichungen

Gleichgewichtstheorie und statistische Ensembles:

Definition des GGW:
1.(G,)=0="1r(rG,)
Mit der makroskopischen Observablen C_-)n ( Beobachtungsebene)

Die Gleichgewichtsbestimmung ist wichtig fur die Bestimmung der ANfangsbedingungen fir die
Dichtematrixgleichung.
Was sind die Diagonal elemente ?

Grundsatzliche Betrachtungen

Gleichgewichtsbedingungen liefern Gleichungen:
i(Gn) =
Zu zeigen:
f H]=0
HA = ﬁs
Wegen heisenberg- bewegunsggl eichung:



1.(G,) = (7 ,5n]>+<8ﬂT§n? -

5
g—i =0,da h, =const.
Dext.

Ableitung desstat. Operators ist dann Null im Heisenbergbild
Also:

1.(G) =1t )=0
b 0=t(r[.G ) =tr(rhG, )-v(re, A)

Merke: Unter Spurbildung sind Produkte beliebiger Operatoren zyklisch vertauschbar !
p O:tr(fll—],ﬁn thr(ﬂ:@n )-tr(l—]r“c_an ):tr(lI:I : f]@n )
Also:

Gleichgewicht ist dann erreicht, wenn Hamiltonian und statistischer Operator vertauschen, also ein gemeinsames
System von Eigenfunktionen haben !

=> Diesist u.U. einfacher. Haufig tauchen derartige Probleme in der QM auf.

3. Quasistatishe Prozesse:

Wahrend Warme und Arbeitszufuhr befindet sich das System im Allgemeinen in Nichtgleichgewichtszustanden
|

Nach Abschalten der WW relaxiert S dann ins Gleichgewicht.
Typische Zeitskalen: 100 ps

Annahme: Fur die typischen Zeitskalen der Zufuhr von Warme und / oder Arbeit gilt:
t_ o >>t

exp. relax
Somit ist die Gleichgewichtsbildung instantan.
Derartige Prozesse konnen als Folge von Gleichgewichtszustanden beschrieben werden
=> sogenannter quasistatischer prozess!

Fir quasistatische Prozesse gilt:

1. hauptsatz:

A

dE = dtr(fHg) =dQ prH

n,n’

Hy,=dre, b dE=dQ foe,
n

‘dE=g§ df,e,+a fde,

dU =eAg(t,tp) +eQs(t.to)
b § fnde,=dAs(t,ty)

a df e, =€Qs(tt)
n

(wird spéter plausibel)



Beispiel: Teilchen in Kiste:

Esqilt:
(S F
. 1 aaxp O
j p =—=cost——=
"JL Sg L o
F(T,H)
AuRere Parameter fiir uns:
hy (1) =V
bzw.
hy (t) =L
Jetzt werde h, (t) langsam al'so quasistatisch veréandert.
h2
en -~ ?
Somit verschieben sich die
) 1 aaxp 0
J n =—F7—C0¢g——~+
"L Sg L o

Die sich den &uferen parametern anpassen:

é rAnden = dAS(t’tO)

Wenn wir gleichzeitig Warme zufihren:

o A
a dr.e, =dQs(t,tp)
n
2 ber dr ,, wird die Temperatur geandert !

3. Uberblick iiber generalisierte kanonische statistische Operatoren

entsprechend der Beobachtungsebene unterscheidet man:



mikrokanonischer Operator:
Beobachtungsebene sind die Projektoren | E)(E |

~ 1o
R =38 |EXE
E

Z=3 de

=
infestem DE um E=fest ( abgeschlossenes System)
= beschreibt abgeschlossenenes System

Kanonischer Operator:

Beobachtungsebene: {I:I}

R, :Zie-bH
k
Zy :tr(e'b"')

Das System befindet sich im Warmebad !
= DieTemperatur T ist fest, E kann jedoch schwanken !

M akrokanonischer Operator / GrofRkanonisch

A A

Beobachtungsebene: {H , N}

Rak. =L obl-m)
ka

Zok = tr(e' b(H- ”N))
Mit dem chemischen Potenzial p

das System befindet sich im Warmebad und in einem Teilchenreservaoir.
T und p sind fest.
Dagegen kénnen E und N schwanken !

Bezeichnungen:
o]
Znk =a dg =W

E
Z :tr(e'bH):Z
Zk =tr(e'b(H'”N))=Y
Variablen:
Zrik =@ dg =WE,N,V)
-

Z, =tr(e'bH):Z(T,N,V)

Zok = tr(e' b(H- rTN))=Y('|', mV)
Dabei kdnnen T,u,N,E im Experiment festgel egt werden !da die Schwankungen in T,V,Sklein sind geben alle

drei Zugénge dasselbe resultat !
Also: R kann man immer so wéhlen, wie man am besten rechnen kann !
Am besten: physikalischer Situation anpassen !

Kanonisches Ensemble




h u(t} externe Felder

T

Umgebung

Die Umgebung ist mit einem Warmereservoir verbunden, also : T = const.

. o bH
R, = =2
tr(e‘ bH ’
Sc =k(bE+InZ)
Bemerkung
a S = k(bE +In Z) =S (E,h, ) Gibbsche Fundamentalrelation !
1_ad59
T E g .
b) Definition der Temperatur: ef &, =const
1
b=
kT

kT=thermische Energie
c) Temperaturbegriff: Nullter Hauptsatz:

Seien 2 Systeme im Gleichgewicht:

E=E1+E2
S=S1+S2

Gesamtsystem abgeschl ossen:
E= const.

h = const

dE =0=dEL+dE2P dE; =- dE,
dS=0=dS +dS, b dS; =-dS,

Da S makroskopische Grofe im Gleichgewicht:

- ds; =dS,



Also kénnen wir ansetzen:

S dE; = 1S dE,
TE; 1E,
&S 15,0 "
Pp gc—-—=3dE, =0 dE
1E; Bz g 2 ?

b ﬁ:ﬁp i:i
ﬂEl ﬂEz Tl T2

b Tl :T2

Fazit:

Zwei Systeme in Kontakt sind im Gleichgewicht auf der selben Temperatur T

NULLTER HAUPTSATZ

Es existiert eine Grofie T( Temperatur). Im Gleichgewicht haben 2 Systeme in thermischem Kontakt die gleiche
Temperatur

Warmefluss im Nichtgleichgewicht/ Entropiednderung

Nichtgleichgewichtssituation, Temperatur sei t1, t2

Als abgeschlossenes System kann man das System 1 und 2 in der Summe betrachten !






Warmeflussim Nichtgleichgewicht/ Entropiednderung

Nichtgleichgewichtssituation, Temperatur sei t1, t2

Als abgeschl ossenes System kann man das System 1 und 2 in der Summe betrachten !

Entropieanderung bei diesem Vorgang:

DS = Shach - Svor = S1(E1) + S2(Ez) - Si(&1) - Sa(ep)
Betrachte: Kleine Abweichungen vom Gelichgewicht:

DS = Spach - Sior = S1(Ep) + S3(E2) - Si(e1) - Sa(e2)
Si(e) =S(E +e - E)

S(e) =S(E- &) =S;(E- By - g +Fy)

Dadas System abgeschlossen ist, gilt:

E= el+e2 = E1+E2

€, - E; soll klein sein, also: Taylorreihe:

DS=&(E1)-§8&<E1)+“51(91)<e1 £ +52(E2) gsz(E El)+w( - eﬁ%
E-E =E,
E-¢ =6
ﬂsl(el) 15,(E - )0 ﬂsl(eo 15,(8,) 6
b DS= E 20
3 E SR il s SR s CRLY

Letzteresals Forderung des 2. hauptsatz

Fallunterscheidung
1

& 160
— - —_30p t23t1

h Ly
(Ei-&)20P E 3¢
Esflieldt Warme vom Warmeren zum Kalteren System -> sinnvolle Temperaturdefinition

Fall 2) -> beides dreht rum -> wieder fliefdt die Warme vom Warmeren zu kélteren System !

Kanonische Besetzung als Funktion der Temper atur




A

1 A _
R= Ee bH 4, Eigenzustanden: Verwende: H|n) =e_|n)

Kanonische Wahrscheinlichkeitsverteilung:
A 1 .
M = Ee be, als Wahrscheinlichkeit, das System im Zustand | n) zu finden ! ( Besetzungswahrscheinlichkeit
H
Sehr hohe Temperatur:
N 1
r n » —

Z
Vollige Gleichverteilung

Sehr kleine Temperatur:

M »—»0

~ -ﬁ _ (eO_en) (en_eo)
0 _ € —e KI =g kKT @® ¥
F e
e KT
fur kT ->0

Also: Bei sehr kleinen Temperaturen T besteht die Tendenz alleine den Grundzustand zu besetzen ( noch nicht
verarbeitet: Pauliverbot)

Verhalten der Entropiefiir T->0

S=- ktr(FA{In §)= -ka (n|RInRn)
(A =11 = R

( R und H haben das selbe System von Eigenfunktionen)

S=- ktr(f%ln Ifi):- ké_ rpinr,

n

(N[RM =1, =Ry,

Im Gleichgewicht wird die Entropie durch die besetzung bestimmt !
#rlo =- ktr(liln Ii)= -krglnrg

r 0o-— 1

plim S=-krylnry =0

Die Gleichgewichtsentropie S verschwindet beim absoluten Nullpunkt !

3. Hauptsatz

Die Entropie eines Systems verschwindet beim absoluten Nullpunkt !

Auswertung des ersten Hauptsatzes und der_ Gibbschen Fundamentalr elation




8

ds=ka 1,8(G)- & (1 G (h ) (t)i‘?

as=ka I, édtr RG, ))-

dS:ké In( ( )+tr( )-tr(ﬁd@n)):ké Intr(dliﬁ)
n

kanonlsch | =b G, =H

dS = kbtr(dRH )

Anwendung des ersten Hauptsatzes:

dE = dtr(lfQH ): tr(dliH)+tr(Ii’dH )
tr(dRH ) = 6Q

tr(RaH ) = @A

Benennung der Terme:

H=H()
dH =dh,
hy

als Volumenarbeit / hemische ARbeit , ....
dH, dh, beschreibt ARbeitsverrichtung -> sinnvoll !

Damit aber kann der erste Term nur dQ sein ;-)
Vergleich

von erstem Hauptsatz und Gibbscher Fundamentalrelation liefert:

dS:elQ

Die Entropiednderung des Systems ist durch Warmelibertrag ( im Gleichgewicht) gegeben !

damit kann man den Energiesatz in folgender Form schreiben:

dE = 6Q +eA=TdS+tr(RuH )=Tds+ 3 [tr(RT, o H Joh (®
a

tr(0RH) = 6Q
tr(RoH ) = @A

Thermischeund kalorische Zustandsgleichung

Aus dieser Formulierung kénnen dann die Zustandsgl ei chungen herausgel esen werden:

h, () ® V,N

1) Kalorische Zustandsgleichung



=1

dE- 13
=

=8 (tr(Rfly o H o, @

a

S=S(E,N,V) =KkInWE, N,V)

p dS:EdE+EdN+EdV
E- N W

ds

118
T 9E
T =T(E,N,V)

Als kalorische Zustandsgleichung.

Kalorische Zustandsgleichung des idealen Gases:

EZENkT
2

Die ther mische Zustandsgleichung

_ﬂt =- %é (tf(f*ﬂmt)H))
a
h, =N,V

(”('iﬂhd(t)H)): ar nfTh @ €n
n

IS _

1
T, T

%:- l: (tr(FAQﬂha(t)H))

beispiele:
p=-tr(RIH)
p EEQ
eVt
E=E(N,V,T)
p=p(T,N,\V)

thermische Zustandsgleichung fir den Druck.

—

Beispiel ideales Gas:
pV = NkT

oder:

S(E,N,V),E(T,N,V) b p(T,N,V)
Wir betrachten



W als Zustandssumme im mikrokanonischen Ensemble -> auch die Entropie S kann als thermodynamisches
Potenzial in einem mikrokanonischen Ensemble aufgefasst werden !

5. Zustandssumme und Zustandsgleichung desidealen klassischen Gasesim mikrokanonischen Ensemble

ideales Gas:

- freieTeilchen ( keine WW untereinander)

- enatomigeteilhen ( keine innere Struktur)

- Potenzialtopf mit unendlich hohen Wanden

Hamiltonian:

_ N & p? .

H=a & =D +U(fi)uy
iz1 8 2m 9]

eindimensionaler Kasten:

_ h Zp 2n2
2mL?
als Energiezustande EINES Teilchens

€n

Also insgesamt:
€ als Summe iber die drei Raumdimensionen und die Menge aller Teilchen !

3 N 5%p2n% 3N p2n2p2
_ 6 o ij _ o pn~ _
e=3 4 —=a —=e(v,N)
j=1 =1 2mL; = 2mL
v=_3

Dabei: Gleichverteilungssatz angewendet ! fir Wirfel potenzialtopf !

Wiesieht Waus?

WENV)= § - &
Zustande  Zustande
efE efE- dE

wW=WE.NV)

immer nur im mikrokanonischen Ensemble!

Bereits angedroht: Wir missen Zusténde zéhlen !



Fur denradius des Kreises gilt:

R~E

E ~n12 + n22

Prinzipiell missen wir die Zusténde in der zugehorigen Kugelschale zéhlen ( einer 3N- dimensionalen Kugel !)

FENV)= & = a
Zusténde  Zustande
efE inKugelR

R~JE
Zustande:{n;}

FENV)= & =3

Zustande  {n}
efE

Approximation um klassisch ideale Gase zu beschreiben:
h%p %n?
2mL?

[¢]

FENV)= & =4 ® gdn

Zustande  {n}

efE
Wir fuhren in Analogie zur Klassik eine kontinuierliche Variable n ein:
h2p2n2 _ p2

2mL2

Quantisierte €, = -> Ubergang zu kontinuierlicher Energie

~2m
hop? 1

P 2ndn =2pdp—
2m

2mL2
Also:

thznz _p?
2mL?  2m

2 2
b dpzdnﬂhg
P L

:Lb dp:dnh—p
hp L

2

o>



Ab jetzt kann statt der Summation eine Integration tber die kontinuierliche Impulsvariable durchgefihrt werden.
Die Integration Uber -unendlich bis + unendlich fuhrt dann noch zu einem faktor 1/2

o o o o R J R
F(E.NV)=a =a a -a ® @ dnQ dny.....Q dngy
{n} n n 3N
L 3N ¥ ¥ ¥
=c——=+ QOdp, Od A d
7o (¥) pl_g) P2 9 P3N
Integriert wird Uber das Gebiet
3N p_2
E=a —
i 2m

=> Begrenzung der 3N- dimensionalen Kugel !, 3N- dimensionaler Pythagoras zur Berehnung des Radius
= Dannwird integriert Gber alle [3; mit der Eigenschaft

N p?
> E3 g L

iz 2m
Weiter hin

- bericksichtigung dr quantenmechani schen Ununterschei dbarkeit !

- quantenmechanisch sind alle identsichen Teilchen véllig ununterscheidbar !

- Zustande, die sich durch Permutationen der Teilchen ergeben sind ebenso ununterscheidbar !

- Demnach muss die Zustandssumme durch die Zahl der moglichen Permutationen dividiert werden, die
Integral e lassen sich jedoch zusammenf assen:

o o o o ¥ ¥ N
F(E.NV)=a =a a -a ® @ dnQ dny....Q dngy
{hb non 3N
L3N ¥
FENV)= =& LT ygan,
Nle2np g v
Uber die Kugel mit
3°N
2mE=Q pi2: 2
i=1

Fur das Kugelvolumen im 3N- dimensionalen Raum gilt:

el &N
PR
VSNKugeI e g
& Znd
€2 g
8§N9| G(;a@Ng
€2 @ e2 g
3 3
N N3
b F(ENV)=— Y (2mpJe" g3t

TN @8
e2 g



Mit dem Ausgefihrten Integral Uber das Kugelvolumen einer Kugel mit

N2mE =
Volumen:
3 3
_(2mp)a™ N
Viuge = B a E
°NY
e2 g

Zur endgtiltigen Berechnung der Zustandssumme:

WENV)= § - & =F(E)-F(E-dE)
Zustédnde Zusténde
efE efE-dE

wW=WE.NV)

F(E)>>F(E- dE)

b WENYV)»F (E)

Also ist das Ergebnis unabhangig vondE

Beweis:
3
3N & 97
FE) _ E2 _S$ 1 =
F(E- dE) N ¢ dE-
(E- dE) 2 é E o
dE << E
dE 1010
E
N 3
F(E) _ E 2 e 1 9’7
F(E- dE) WG 100,
(E- dE) 2
Woas selbst bei dieser geringen Abweichung fir
N >>10%°
N »10%
explodiert !

Berechnung der Entropie

30
L KN klné(;—gu
8 h g =

ﬂ

Verwende Stirling- Formel:

IN(N!)» NInN- N
also:

S=kinW=kInF =kN




Kalorische Zustandsgleichung

1_B_ 3wl
T fE 2 E
E =3 NKT

2

Thermische Zustandsgleichung

p=T2 - NkTL b pv =NKT
v v

chemisches Potenzial

1S
m=-T oo =- (- InQ 9kT

f(T) ist hier noch irgendeine nlcht naher spezifizierte Funktion von T

6. Freie Energie und kanonisches Ensemble

s=S(E,N,V)

als thermodynamisches Potenzial im mikrokanonischen Ensemble

esist sehr aufwendig W zu berechnenum S = S(E, N ,V) = Kk InWzu erhalten'!

besser: Ubergang ins kanonische Ensemble

Kanonischer Operator:

Beobachtungsebene: {I—]}

- :i - bH
Zy

Z, :tr(e' H)

Z, =Z(TV,N)

Das System befindet sich im Warmebad !
= DieTemperatur T ist fest, E kann jedoch schwanken !

Zustandssumme ist nicht mehr Funktion der Energie !
Sinnvolles Potenzial im kanonischen Ensemble

Suche ein Potenzial ~In Z
Anadlogzu S= S(E, N,V) = k In Wim mikrokanonischen Fall !
Finde:

S=S, :klnz+T1E

Definition der Freien Energie

F°E-TS
F=-kTInZ(T,V,N)
kT::i

b



ldee:

Zustandsgleichungen im mikrokanonischen Ensemble folgte aus der Gibbschen Fundamentalrelation

&, —\ o — 0
dS=ka In éd(eny & (Th Gn (ha ())dna ()2
n a ]
Mit
g 0.G)y ges SR0OG) s
2 T eUTa T

S=ka& 1,(G,)+kInz
n
Wir finden als Differenzial der freien Energie eine Neue Fundamentalrelation:

aF =T o+ T v+ TE on
Tb 1w N

mittels

=-kTInZ(T,V,N) =- kT'”(”(e' bH_»

Neues Schema:
Z->F
= Zustandsgleichungen im kanonischen Fall !

Summary

Mikrokanonsicher Fall: Zustandssumme
Wzu berechnenum S= S(E, N,V) = k InWazu erhalten!

Zustandsgl eichungen aus Gibbscher Fundamentalrel ation

Kanonischer Fall

- 1 bH
=—e

Ry Z.

Z, :tr(e'bH)

Z, =Z(TV,N)

Berechnung von

F=-kTInZ(T,V,N) =- kT'n(”(e' bﬁ»
= Zustandsgleichungen

Vorlesung 3.12.2002







Vorlesung 3.12.2002

Idee fir kanonische Ensembles:

Zustandsgleichungenim mikrokanonischen Ensemble folgte aus der Gibbschen Fundamentalrelation

&, _\ o _ o)

dS=ka I, éd(en>- & (Th ©Gn (e ())dha ()=

n a a

Mit ( ) 5( )
o Ts{h, 1),G, o T8l 1),G,) =
dS—? o dh, (t) + ? - dG,

S=ka& 1,(G,)+kInz
n
Wir finden als Differenzial der freien Energie eine Neue Fundamentalrelation:

F =T +TFav+TE N
b 1w N

mittels

F =-KTIn Z(T.V,N) =- kT Inftrle )
Neues Schema:

Z->F

= Zustandsgleichungen im kanonischen Fall !

Summary

Mikrokanonsicher Fall: Zustandssumme
W zu berechnenum S= S(E, N ,V) = KInWozu erhalten'!
Zustandsgl eichungen aus Gibbscher Fundamentalrel ation

Kanonischer Fall

5 _ 1 o
=—e

Ry Z.

Z :tr(e'bH)

7, =Z(TV,N)

Berechnung von

F=-KkTInZ(T,V,N) =- kT'”(”(e_ bH_))
= Zustandsgleichungen

aF =T 4o+ T v+ TE n
[o] 1w N

T b =T gr

fib T

1) Volumenterm
o nz-=- leln(tr(e‘bH ))
W 1w W



I _. kTﬂiVm Z=- kT%ln(tf(e'bH ))

2
=]
=
==
<

Fur ein Teilchen im Kasten gilt: V=L3

Diesist konsistent mit der Identifikation von p als verallgemeinerte Kraft um Potenzial V

™
p= ,
R TH o Ho

= =-(—)=-t¢ =
P=(P) <ﬂV> W
Mit

5 _ 1 -bH

Rk—zke

Z, :tr(e'bH)

Z, =Z(TV,N)

- =

p= ,

—A—-m:- mg:-o AE =. 3 > 0\
p=(p)=- (17 )= -vfR 9=~ 8 (R ATIN=-8 (R

n,n’

T
."—V|”>



Jedenfallslautet die thermische Zustandsgleichung im kanonischen Ensemble - ﬂ— =p

Ableitung nach der Teilchenzahl

E_-kTﬂiNan—-kTﬂL| nfirle ™)

e oinfele )= fona (e 2= L ot

QO

=)

2 -~ ‘ﬂen(\/,N)
m=q r,—————
MY

Fur ein Teilchen im Kasten gilt: V=L3

E:m:é rn%—”:tr@kmgz-é <”|Rk >—' <”|Rk|”><”|

ABleitung nach der Temperatur

)



. l(kT)lnz KT Inz
b

b 1b
= %(kT)In(tr(e‘ oH )) kTﬂlbm(”(e-bH ))

_bql
=b2Inz- k1§ -8
> bz

e be,

=b ?2InZ+kT§ e,
n

e be,

V4

=r

n

= %=b'zlnz+kTé el n

n
° o —
a enfp=(E)
n
b I 2nz4p i
b

Beweis:

é enrAn :<E>
E) =trRH)=& (RAIN=& (R|Me, =& enr,

Also:

Fo_b2inz+biE
b
%:-kT(- KTInZ - E)=-kT(- TS)

F=E-TS
Die Gleichungen 1) - 3) geben die Gibbschen Fundamental gleichungen fur F
Also:
dF =kT2Sdb + maN - pdV
do =- i2dT

kT
b dF =- SAT +mdN - pdV

Die Gibbsche Fundamentalgleichung fiir die Freie Energie lautet

dF =-T + ndN - pdV



Fur F(T,V,N)

Die Zustandsgl eichungen kdnnen aus

=T w+TFawv+TE
VAR

F o T,

b ﬂT

abgelesen werden !

Thermische Zustandsgleichung

p=p(T.V,N)
IF l
p—-——kT—I nZ(T,N,V
v = KTqynz(T.NY)
Kalorische Zustandsgleichung
o o e-ben
E=E(T,V,N)=a rqep,=a
Z
n n
il 12 7 o
E=-—InZ(T,N,V)==¢- — e
a5 MZ(TN.V) 2§ 19

Schema der_kanonischen Ensembles

1. Schritt: Besorge Z

~ :i - bH
Zy

Zy :tr(e' )

Z,=Z(T\V,N)

2. Schritt : Bestimmung der Zustandsgleichung

1 12 9§ o .
E:-—InZT NV — G — e P
b Zg ‘ﬂb"f]1
|
=kT—InZ(T,N,V
p=KToIn ( )
3. Schritt

S=- E in Variablen N, T,V
i

mit

=-kTInz(T,N,V)

Q-0

N |
Q-0

8 O
S|

7. Kanonische Zustandssumme/ Klassischer grenzfall

Ziel:



o -
a ebr=z
n

Wir brauchen

ey H|n) = ey[n)

Die Summe lauft Uber alle moglichen Energiezustande €, .
b ist vorgegeben durch die Umgebung ( Temperatur T)

N 2
I\ ,
en=a P Summe Uiber die kinetische Energie der einzelnen Teilchen! Bei N Teilchen
i=1
n2
1 2m

Qo=

b
4 eP=z=3 e
n n

Nun: der Index n steht fur alle mdglichen 2-Tupel

{r. o}
¥y R P, P, Py Py’
Z:é e-bglﬁzé e-bZ;na e-bZ_ina e- ﬁ“.é e-bﬁ
n rlpl rZYp r3’p I'.N’pN
-bg n_z N 2
. o _-be _5_2 & 5m " ) _s b
Wir habenalso € =Z=q e als Summe Uber alle Zustéandeund €, =@ ——ads
n n i=1 2m
Summe Uber alle Teilchen ! Also alle mdglichen Energien'!
Somit:
2 2 2 2 eq:)lz p2 p 29
o ‘bp_l o ‘bp_z o ‘bp_a o 'bp_N o o o -b %+2_?n+"'+2_:’1:
Z=gq e mgq e 2mg e M. q e 2m=3 a -a € o
rl pl r.2’ p2 r3 ' p3 r.N 4 pN rlpl r2’ p2 l’N ’ pN
Im Klassischen Fall gehen wir tber zu kontinuierlichen Energien. Die SUmmation wird durch Integration
ersetzt:
o _ ® Adn= o ‘d3
a = a Qun=¢_—= 00" P
n {rpl €
63
Y —_ - hY 3
Odn =c—- Od p @a
r.I7pl
2L ('53 .3
J 43 — J A 43, AA3
S i =¢=—= Qd P Od°r;
2ph g 2ph
\d3ri = L3

Ubergang vom quantenmechanisch diskreten Fall auf den klassischen Fall mit kontinuierlichen Energien !

Interpretation der Normierungskorrektur durch Phasenraumvolumina



o o E)gri E)gpl 1

a =a ® Ad3p; g dr,

wp tp DN Dp DrDp oo
1 _ 1

DrD’p (2pn)°

Der Phasenraum ist ein 2f- dimensionaler Raum bei f Freiheitsgraden.

Dr;Dp;, = (th)entspricht dem Diskretisierungsvolumen im Phasenraum. Dies ist prinzipiell konsistent zur
Heisenbergschen Unschérfe:

h
Dr; Dp; >

Also: Wir diskretisieren mit der heisenbergschen Unschérfe. rechnen prinzipiell klassisch, schauen aber nie
genauer hin als bis auf ein Heisenberg- Volumen

Merke

Bei der Zustandssumme

- Phasenraumvolumen berticksichtigen

- Faktor 1/N! wegen der Ununterscheidbarkeit der Teilchen !

Beispiel: | deales Gas

~ 13 b 3
® 3 d°pig d-r
P (2pn)
Also
NN P, _bp_sz bPNZ -baqol2+p—22+...+p—“2f
Z:ae Zmae 2mae 2m_ ae 2m:6°1 é ée 2m 2m 2m g
rlpl r‘2 p2 rS pS rN‘pN rlpl I'.2 p2 rN pN
2 N
@ P~ 0
¥ ¥ -b—x
(zph)SN |g Oy T
(%]
P 3
Q, d°pe 2m =(2pmkT)?
\¥ 3
Oy d°r =V
3 o
bz=_1 i(zpka)Z VN—i(ka) N
(2pn)N N! N! N
foon? 2
1
(mkT)® 1, , 1Y
17 Nt | 3N
2



Merke:

_1vh
NI 3N
mit
|3 = (2pn)? -
(2pmkT)2

Die thermische Wellenlange.
Sie bestimmt, wann klassisch gerechnet werden muss und wann quantenmechanisch gerechnet werden kann.

1
Fals =3 >> N, so kann man klassisch rechnen.

Berechnung von F

F=-KkTIhz

N
Z—%lv——Z(TV N)b F(T,V,N)
b

Z einsetzen liefert dann Uber die Fundamnetal relation alle denkbaren Zustandsgl eichungen.
Z ist hier wesentlich einfacher als der Entropiefall im mikrokanonsichen Enselmble

F=-kTIhZ
1vN

=N =Z(T,V,N)b F(T,V,N)

|3

b F=-kT(n—+NInEL9
N! él3g

N sehr grof3 -> Stirlingformel:

INN!'=NInN- N
.. v
F=-KT(N- NInN+NIn&2d =-kT§\I+NIn$e—OO
el g 20
ther mische Zustandsgleichung
o= Tt
mw \Y
Kalorische Zustandsgleichung
1
=-—91,Z
i b
3
=N
mKT )2
Z= i ( ) V N
1 3
. EN
[own)
P E= § NKT
2

Chemisches Potenzial



mzﬁ:— - kTg?\HNIn — " —:-kT§1+Ing—o NI ge- v 9%
N 9N eNl ~ ggg eNl V éN? gy
K= x o 60 0 o
m= = kT ————-kT -~ OF
N g gNI % g énl 3

Fazit: |st das chemische Potenzial kleiner als Null ( negativ), so kann man klassisch rechnen.
Im quantenmechanischen Fall dagegen wird das chemische Potenzial positiv !

Das chemische Potenzial ist proportional zu In V,
also ein MaR fur die Verdiinnung des Systems !
Zusammenfassung

F(T,N,V) im kanonischen Ensembl e richtiges thermodynamisches Potenzial
Daraus kdnnen Uber die Fundamentalrel ation die Zustandsgleichungen hergelitten werden !

Anschliefiend: Summe tUber Energien bildet EINEN Zustand !
=> diesist beimidealen Gas einfach, es gibt keine Wechselwirkungen

Sehr kompliziert, fallsFermi / Bose / Coulomb- Wechselwirkung !

Denn: Die Summe im Exponenten ist dann nicht mehr faktorisierbar, davom relativen Abstand
|ri -1 | abhangig !
Ergebnis: Komplexe Formeln, wie Van- der Waals- Gleichung !

Anwendungen:
Barometrische Hohenfor mel / M axwellsche Geschwindigkeitsverteilung/ Bose- Einstein- Kondensation !

Barometrische Hohenformel:

S L le¥ s X g3p.tH He
(zph)?:N N|8Q¢ O¥ g
200
1 18 ¥ -b%ngj

3

90¥ rO¥ d-pe :
h (2pn )N N! =

"~ (oon) ¢ -

Interpretation:

1
(2pn)>Y N!

Gewonnen aus der Ableitung der kanonischen Zustandssumme im Ubergang von Summation auf Integration al's
Auswertung der Randbedingungen eines Teilchensim Kastenpotenzial. (Siehe oben)

aus der Quantenmechanik: Heisenberg und Ununterscheidbarkeit

- bg_.}.n‘gz_
Qg d3 rQ¥ d3pe
als Einteilchen- Zustandsintegral
H: Einteilchenhamiltonian

Barometrishe Hohenformel: gesucht: Verlauf der teilchendihte als Funktion von T und z:



Darstellung der Teilchendichte
_ ) _
nM=a d(-n)
analog zur Elektrodynamik:
— ) -~
r(n=a qd(f- 1)

Statistisches Mittel:

be,({r}{p})
_ o _ 0 o _ o € _
(M)=aran=arna dr-f)=a————a d- 1)
n n i n ]
Ubergang von Summation -> I ntegration
be,({7}{p})
_ o € o _
(n(F)) = ar aN(F) = arna d(F-f)=a >—a d(f- 7))
i n i
% %12 0 2 0
N - -b +m
A 1 16y ¥ 2 mgz, 2m gzz
A, T g0 110, 4P o %0*40' o8, o :
- J e ze o
e %pl (m a)z
1 1Cy¥ 3 -b 2m+mgzl‘ ¥ 3 ® 2m+ngzB
WWQ rQ4dp1e —(;Q¥dr04dp2e :
e QE (%]
& &/’ 2 0 @ b & 0
(; b ——+mgz - g +mgz,
o dsrjc‘;é¥ d®p;e §2m o (F - rj):. g,‘ d?’r,\,(;é¥ d3pNe "gam +
R 5 & o
x
- poIN +mgz, T
..... g(‘id:*r,\,(‘i d3pye 2 +
g p

Wichtig: Nun wird von der Deltafunktion das I ntegral o d 3rj gekillt.

Somit folgt unter Berticksichtigung der Ununterscheidbarkeit der Teilchen ( -> Zusammenfassung der Integrale)

und unter grof3ztgigem K iirzen:



& &p 00 p?
N b +mgzz = bg—+mgzz
(o) = — ° T
¥ ¥ T+
g‘ d?’r(‘)¥ d3pe g2m ”%
& p
A\
a =N
j=1
B img?
-bgﬁ+m92¢+

Cy¥ ¥
¢Q, d 3 0, d 3pe o
& o
Wir haben nur eine Abhéangigkeit in z- Richtung, wodurch das Ortsintegral zerlegt werden kann:

¥

8; d3r:0¥ dzc‘;é¥ dx(‘;é¥ dy:A(‘;é¥ dz

z

Also:
Vorsicht: Ubergang von Minus unendlich auf 0! Etwas inkonsistent. Moglicher fehler: Faktor 2
, .
v - baeL+mgzg
N (‘9 d3pe €M &
(n(r)) = =

2 s 2

0 e 2&p
: -bg—+mgz
¥ §2m md

6. Ag(‘a sz d®pe
&

2 ,
- bael+mgzg
2m g

N(‘S d3pe

00
o

(%]




Die Barometrische Hohenformel fur die mittlere Teilchendichte im Schwerefeld ist also gefunden, namlich:
_« _ Nomge Pme?
(n(r)) = ———
A

Man sieht:
Die Verteilung wird fir niedrigere Temperaturen steiler.
Es hélt sich die Waage zwischen Schwereenergie und thermischer Energie !

Je grofier die Temperatur ist, desto geringer ist der Einfluss des Schwerefeldes
Auferdem muss natirlich die Teilchenzahl erhalten bleiben.

Forderung:
bmgz

Nbmge

0d¥n(2) = yd3r = () dz2Nbmge' P2 = N

Beispiel: Maxwellsche Geschwindigkeitsvrteilung

Mit welcher Wahrscheinlichkeit findet man ein Teilchen mit der Geschwindigkeit V?

Gegeben:
e be,
M= >
=8 P=e(p)
n : 2m n |

rn=r n({ Pi })

DieInformation uber alle N Teilchen ist enthalten !

Also:
=ry ({ P }) ist die Wahrscheinlichkeit, das System im Zustand n, also mit den Werten

r n
{pi}: Py, Po,.... zufinden!

Analog:
r (P} {7 }) wanrscheintichkeit, System im Zustand n, also mit den Werten P, T;

n
i=1,...,N zufinden!

- Einteilchengrofien, also w(ﬁ, r_) bekommt man mittels Summation und Integration tber die anderen
Teilchenkoordinaten !



s P P e 38"
w(p))-g o oe T mE0ITT 1
R 2 gOrz N
. o
Impulsverteilung =
90d3 1
=a
g [f’r 7 N! {7}

Die Zustandssumme Z setzen wir wieder vom idealen Gas ein:

Dr, Dp; = (2ph)
Somit:
2 -ba LR 1 1
b N 2 N
) . ba %gebdsrg . m IETE ( p)
W({ pi})= ¢ T ==
a9 N! (zph)3N
-bd p_'z
_ e ©2m N
wip))==—— (o)
(20mkT)2N
Impulsverteilung fur ein Teilchen
p12 @2 p3 == 4., 9
b 2m 2m

. e M 3d3p, 3d°ps.e
wp)= & wilp))= e ()"
tpea) (o) * (@omi)"

..N

L Eyd3p2
Wga ® ¢——

o) ") g 0P

2

L

“Pom 3n-1) '
w(p)= & wip )= TRMKIET () e M
{n.} (2pmkT)2" (2pmkT)32

A

&.l.l. .|.

Ubergang in Kugel koordinaten.
Betrachte

D’p® d3p = p?dpsnJdddi
Somit:

2
b2
e 2m

_ 2 -
w(p) =———P dpsin JdJ dj
(20mkT)3

Bei Integration Uber alle Raumrichtungen gilt ( Richtungsunabhéngigkeit des Impulses):



- b—
2m
w(p) = 4p ——— pZdp
(2pmkT)2
p = mv,dp =madv
p P
2m
w(p)=4p ———— p’dp =
(2pmkT)2
'm—vzae m bg
P wv)=4pe AT E——="vidv
W)= e T

Die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung fir ein ideales Gas !

Gleichverteilungssatz fir abstraktes klassisches System !



Gleichverteilungssatz fir abstraktes klassisches System !

Mit H =H ({qi},{pi}), beliebigen Lagekoordinaten {qi}und Impulskoordinaten {pi}

i=1...f ( Freiheitsgrade)

Zur Herleitung 2 GrofRen :

Dann gilt:

ﬂH 1 1

Jetzt:
Partielle Integration:

aep MHO v TP e_bH:e_bH
& o 5 o -b b

Somit: ( Inklusive der Randterme):

kT ¥

‘HH 1 1 q q q
ﬂI0| (th)f N &0 dap .. 0¥ Qf0¥ Py O¥ pf
Randterme verschwinden im unendlichen:
lim

p® +y Randterme=0

was natlrlich im Speziellen geprift werden muss !

pi i) = kT Z = kT
Tn z
ebenso <qi m> =kT
floi

Beispiel: harmonsicher Oszillator

W _ I, T P
P P P 2w P

H v T2 1 - 2 2 .2
d—=0 —=0-—aA zmw"q; =mw-
I ﬂq| I ﬂq| ! ﬂql j 2 ) I

Also:

({ }{H}) +Randtern'e( P = i¥)



2 2m
kinetische Energie desi- ten Teilchens
1 1

—kT = —mwzqi 2

2 2
potenzielle Energie desi-ten teilchens

Gleichverteilungssatz:

1
Jede Variable, die quadratisch in H eingeht, liefert einen Beitrag von E KT zur Gesamtenergie.

Beispiel:
idealesgas: f=3N

H = Hi{n 7Y

E:%kT><3N

thermische Zustandsgl eichung
Beispiel: zweiatomiges Gas:
3 Variablen fur Translation

2 Winkel fir Drehungen ( um 2 Achsen)
2 Koordinaten fr Schwingungen !

E =%kTX7N

8. Kanonische Zustandssumme guantenmechanisch

8.1 Allgemeine Betrachtungen fiir gm Vielteilchensysteme

identische Teilchen <-> Ununterscheidbarkeitsprinzip
zwei- Teilchen- Wellenfunktion

Y (%, %)

%y = (r, myg)

% =(7,ms)

Mit der Spinquantenahl: X enthalt Ort und Spin !
Wichtig:

Y (%, %) =Y (%, %)

Ansonsten waren die Teilchen unterscheidbar !

Flhre ein: Permutationsoperator:



HjY()_(l,)_(z,...,)_(i ,...,)_(J- ,....):2 Y ()_(1,)_(2,...,)_(J- yooer X ,)
Ununterscheidbarkeit verlangt:

HjY(Xl,T(Z,...,Tq eees X gonne) = Y()‘<1,>_<2,...,>‘<- o X )= ey (>—<1,>—<2,...,>‘<i e X )
'f’ij2 =1

Somit ist die Vielteilchenwellenfunktion entweder symmetrisch ( Eigenwert 1) oder antisymmetrisch (
Eigenwert -1) bei Teilchenvertauschung !

P PY =tY

Spin- Statistik- Theorem (( Quantenfeldtheorie)

Fermionen: 1/2- zahliger Spin -> antisymmetrishe Wellenfunktion
Bosonen: ( ganzzahliger Spin) -> symmetrische Wellenfunktion

Einteilchen- Wellenfunktion charakterisiert Uber Quantenzahlen:
j a(X)
Hyj 4(%) =€ (%)

2

_ P
H, = —
! 2m

2 Teilchen:
Anwenden des 2- Teilchen Hamiltonians auf den 2- Teilchen Zustand:

(Hy+H)Y (%, %) =eY (%4, %2)
mit der 2- Teilchen- Wellenfunktion Y (%, X»)

Produktansatz:

Y (%0, %) =] 2 (R0 b (X2)

Problem: Symmetrien werden eingeschrénkt !

Um die Forderung P Pij Y ==Y nicht zu verletzen, die sich alleine aus der Projektoreigenschaft des

Permutationsoperators und aus der Forderung der konstanten Aufenthaltswahrscheinlichkeit, ergibt, konstruieren
wir symmetrisierte/ antisymmetrisierte Zustande !

Vollstandig symmetrisch: Bosonen
Vollsténdig antisymmetrisch: fermionen

Setze:

Yi(mz):%ﬁ AR b (R2) %] a(Ro)i b(%))

+: Symmetrisch
- antisymmetrisch

Fermionen
Fir Fermionen folgt
_ 1, _. ,_ C N
Y- (o) = 516 2 (0l 5030 - ()i p(%)* =0

2_1.

gesucht: fermi- Druck ausrechnen-> verhindert, dass bei hohe Dichte Teilchen in den gleichen Zustand gedrangt
werden.



QM- Prinzipien bedingen ganze Statistik
= einfache Ableitungen geniigen zur Berechnung der entsprechenden Zustandsgrofien !

> [Yol? 2200 Badoll o () 1(Ro)-J 0%l 6(W)* alR 6(%) -] a(R)i b(%)

Folgerungen fur die Statistik:
Mikrozustand:

r =(ng,ny,....)
wird durch Besetzungszahl en gekennzeichnet.
N, : Anzahl der Teilchen im Zustand a ( Einteilchenzustand)

Fermionen:

n, 1 {01}

Bosonen:
n,1{0123..}

= Davon auszugehen ist besser, da die Numerierung ,mit x1,x2, usw... Fehler macht !

8.2 Einteilung der Quantengase

Klass. Grenzfall

- Kannim Experiment die teilchenzahl N vorgegeben werden ?

a) Photonen, Phononen: NEIN !!

Strahlungsfeld: Energie unabhangig von Photonenzahl: Es kostet keine Energie, in Photon zu erzeugen !
b) Elektronen, ATome: Ja!

Fall a: Teilchenproduktion kostet nichts:

b) teilchenproduktion kostet: <E—E> =m! 0

e=e(\V,N)
LHOIN g

Y:tr;[_e kT t
f b

oft ist die grofkanonische Zustandssumme Y einfacher zu brechnen als Z
Teilchenzahl variabel:

<N>:N

Beispiel: 2 identische Teilchen in 2 Niveaus:




Zy
Zy :tre'bH)
-é. ben
Zk =-e "
Fermionen:

ohne Entartung: Nur_ein moglicher Mikrozustand:

Ng =Ny =
-a be, i )
Z, =e o b(e,n,+e,n,) — g be
A 1 4 e bH
=5 ¢ = - be
Zy e
Bosonen
o ——
=1 r=1 =3
£1=0 £2-2¢ g3=¢
§ ADb& (g, be, . 2be -be , .- 2be
Zy=Qa e - =e +te - +e =1l+e "~ +e
r=1
A 1 o bH
Rk -5 € be 2be
Zy 1+e " +e

Also: Zustandssumme:
Eswird im Exponenten jeweils die Spur des hamiltonoperators gebildet.
Demnach steht im Exponenten die Summe Uber alle auftretenden Energien bei den Teilchen, also die Summe

Uber die Energie aler Teilchen.
Allerdings muss dann noch tber die mdglichen Zusténde summiert werden !

Die Zustandssumme ist also eine Summe aller moglichen Boltzmannfaktoren , die von einem System realisiert

werden kdnnen.
Ein Boltzmannfaktor entspricht einem Zustand und die Energie desBoltzmannfaktorsist die Gesamtenergie des

jeweiligen Zustands.

Klassischer grenzfall - Wann sind QM - Effekte wichtig ?

Gleichverteilungssatz - alle Freiheitsgrade sind gleich angeregt:



2
2 2m

Mittels Betragsquadrat des Impul ses:
< p, 2> =JmkT

Weiterg gilt De Broglkie:

(pi2) =/mkT =K =%

Wellenlénge | g einer entsprechenden Wellenfunktion
Wellenlang klein _> Impulse grof3 -> QM- rechnung egal

Mit der thermischen Wellenlénge aus der Statistik !

Beispiel: N freie Teilchen im Volumen V ( vergleiche oben):

VN
Z= 3N

2pn 2ph
l g ==y = ————
NmKT N 2pmKkT
Also: Bei Beobachtung auf der Wellenlangenskala dieser Wellenlangen macht quntenmechanische Betrachtung
nétig !

Fir den mittleren Teilchenabstand gilt etwa

@0
eNg
Die thermische Wellenlange dagegen steht fur die Halbwertsbreite der Zustande !

fur geringe teilchendihte und/ oder hohe temperaturen ist die thermische Wellenlange VIEL kleiner a's der
mittlere teilchenabstand:
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Dagegen wird bei hdheren Dichten irgendwann der Abstand in die Gréfzenordnung dieser Wellenlange riicken.
Dann muss man quantenmechanisch rechnen !!

0.2

=

Bosonen und ihre Zustandsgleichungen: =0

Photonen sind quantisierte Schwingungsmoden im elektromagnetischen Feld ( Spin 1)
u=0
mo=0

8.3 Photonengas

Betrachten wir einen kubischen Resonator:



Esgilt: V=1L3
Die Strahlung sei im thermischen Gleichgewicht mit der Umgebung T.

Typisch fur ein solches Kastenmodell:
Periodische Randbedingungen:

Wellen eikF mit diskretem Wellenvektor:

cKy+= pfgmy‘
&5 &My
myl N
Fir den Ubergang L - unendlich
Dk, =2 ® 0
L
D& ® & dx=1d dkx
me:1 Q 20¥

¥ .3
8 g daER0
mm,.m el o

z

Schwingungsmode ist eine Schwingung mit einem bestimmten Wellenvektor K .
Zuzlglich: Polarisationszustand m ( 2 Moglichkeiten
=>» zusatzliche Quantenzahl !
Energie einer Mode ergibt sich als:
e 2g

Dabei charkterisiert n die Teilchenzahl in der Mode, m charakterisiert den Polarisationsuzstand und der Faktor
1/2 entspricht der Addition der Grundzustandsenergie!

Die Grundzustandsenergie macht im Ubrigen die Divergenzprobleme der Quantenfeldtheorie:

Ek,m 2

als Ruheenergie kann hier auch vernachléssigt werden !

Resonator im Vakuum

- keine Dispersion:

- wlk)=dK



Fur die Zahl der Photonen ist méglich:
{0,1,2,3,...}

Dabei gilt:
m _ . .
ng = {0,1,2,....} fir die Photonenzahl !

GrofRkanonischer Zugang: Keine Beschrankung der Teilchenzahl:
Macht Sinn fir u=0

o o
Zek=Y=a a a ..e ™

mi_ m2 _ ml_
N;, =0ng =0n., =0

¥ ¥ gé -b{?

= Summe der Zusténde:

= Summation tber alle Moden aber auch Uber alle Polarisationszustande !

= Exponenzial: Alle Teilchen erwischen -> Summe Uber alle Wellenvektoren und Spins! -> All diese
Teilchen leben in den ganzen Moden innerhalb eines Zustands !

Schreibe:



GroRRkanonischer Zugang: Keine Beschrénkung der Teilchenzahl:
Macht Sinn fir p=0

[¢} [¢}
Zrak =Y = Q a a .- e ™™
n;,"'=0 n"*=0 n_,"=0
= Summe der Zusténde:
= Summation tber alle Moden aber auch Uber alle Polarisationszustande !
= Exponenzial: Alle Teilchen erwischen -> Summe Uber alle Wellenvektoren und Spins! -> All diese
Teilchen leben in den ganzen Moden innerhalb eines Zustands !

¥ ¥ gé -b auf € m

Schreibe:

Dabei hat jede Mode die Energie
10

& m
€ = haw(k)gnk +§EJ
Aus der Quantenmechanik bekannt !

Diezahl nkm ist die Zahl der Photonen in der Mode (m,k)

Setzen wir die Energien in die Zustandssumme des Photonengases ein, so folgt:

¥
Zrnak - é e- ben
n=0
e =8 nw(kEn" +20
m,k € 20

Die mdglichen Energien des Photonengases !

Also:
% [ 1 2 1 ]
Zmak = a e b hW(k1)nk1 +hW(k1)nk1 +hw(k2)n<2 Fo
r]kll'nkl2 'nkzl' r‘kz2 =O
Merke:
s
a : Zustande werden durch Besetzungszahlen charakterisiert !

rl<1llnk12!nkzlvnkzz =0
m steht fir den Polarisationsmode !!

Faktor 1/2: Nullpunktsenergie! ( Ableitungen werden benutzt, um die Zustandssumme auszurechnen -> spéter
fallt dieser Faktor weg ! -> kann auch gleich weggel assen werden !

Also:



Zmak — é e-b[hW(kl)nkll]é¥ e'b[hw(k1)nk12] g e b[hw(kz)nk21]____

n, =0 n,>=0 n,'=0

Jeder Faktor fur sich entspricht einer geometrischen Reihe:

 evluion] g
a e ttmihd =g

bhwik )
g blaw (k)| _ 1
rl(az.zoe [ ] 91 e thik )
¥ 6
2 blaw (k,)n,, | — 1
al, Oe [ ] W(k_y .......
N, =
¥ ¥
b Z = é e b[hw nkl] é_ e b[hw(kl)nkl] é, e b[hw(kz)nu]
n, =0 n,’=0 n,'=0
2 2 2
= é\e 1 9 é b[hw(kz)nkzl] _ e 1 9 Q\E 1 0
&1. e baw (k, ig n e &1 baw (k,) gél-e bhw (k,)
Also
bz & 1 e 1 O HE L &
mak gl- o brw(k,) gl- - biwli,) g - gl- o bwlk)

Nun: InZ berechnen, denn die thermische und kal orische Zustandsgl eichung sind Ableitungen vonInZ:

INZ o =-28 In(l- e bﬁW(K))
Kk

beim el ektromagnetischen Feld:
W(k) =ck
die méglichen k’s im Resonator wurden bereits bestimmt !

Annahme: Sehr viele Moden , grof3e Systeme
=> kontinuierliche Verteilung der Moden:

> k ®k
> Summe->|ntegral

O dkinft- &% )= BV o quie2infr- e biek)

(2p)°

b |ank =-

)3
)’

Ableitung der kalorischen / thermischen Zustandsgleichung

b |anak =

(2p
PV
a5(bn

dies geschieht nun leicht:

kalorische Zustandsgleichung:

1 p2V

E=-—InZ =
K 15(c)?

1 ey



Gesetz von Stefan- Boltzmann ( Energie des Strahlungsfeldes)

Thermische Zustandsgleichung

T 1E 4
KT—In Z =——~T
p= ﬂ mak — 3V

_.~6 N
Strahlungsdruck -> von der Sonne kommen hier 10 — an!

m

Plancksches Strahlungsgesetz
Spektrale Energiedichte als Funktion der Temperatur
E=-inz _iis dki? Inf1- & o7

b fib
k® w

TV 2 o brw (k)
E= ™52 Q dkk |n( )

E 3 /] ¥

P V‘Q dww 2c3(1- . bhw(k))_Q ()

mit der spektralen Energi edichte

h
uw) =w3p203(1_ - bhw(k))

( Plancksches Strahlungsgesetz ( Energiedichte pro Spektraleinheit 1))

Maximum der spektralen Energiedichte fiir

hn >> KT
‘ﬂu(w,T)p 2,8KT _
T[W h max .

Wiensches Ver schiebungsgesetz

Hier sieht man den verlauf fir T=100, 200, 300, 400 K:

25e-1%

Ze-19¢4

15213

1e-194

Se-20+4

— T .
oh Za+12 Ja+12 : Ga+12 Sat+12 1a+13
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de-104

Je-191
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1e-18+

0h Tet+13 Jet+13 : fet13 Be+13 1e+14

Klassischer Grenzfall:
Prinzipiell:

h® 0
baw(k)® 0
3 h 5 kT

=w
p 2c3(+baw(k)- 1) p %c?

ufw) =w

Rayleigh- Jeans- Gesetz

, kT

pZC3

nicht konvergiert, ist der klassische Grenzfall fir hohe Energien definitiv falsch !

Dadann aber 5: 0O dwuWw) = ¢ dww

Anwendung:

Temperaturbestimmung von Objekten -> u messen, T ausrechnen !
Temperatur an der Oberflache der Sonne: 6000 K
kosmische Hintergrundstrahlung 2,73 K ( kann perfekt mit der Planck- Formel angefittet werden !!1)

Kalorische Zustandsgleichung:

E ~V(kT)*

Nach dem Big Bang von der Materie abgekoppeltes Elektromagnetisches Feld -> wird bei wachsendem
Volumen kélter ! ( bei Energieerhaltung!)

GrolRkanonisches Ensemble

Betarchtungsebene:
N,H

Lagrangemultiplikatoren



b,m
Statistischer Operator GK SO:

ﬁ = ie’ b(H_' nﬂ)
Y
Y =Y(mT.\V)
AulRerdem verwenden wir den Teilchenzahloperator N
System:
Ein System Swird von auRen im Volumen variiert -> Volumenarbeit

- sitzt aulRerdem in einem Warmebad -> T, b festgelegt !
- und sitzt in einem Teilchenreservoir: m festgelegt !

blilO::lInY

Im
-E-nN=1,InY
N =(N)
E=(H)
() =tr(R¥

Also:

bN = ﬂl INY liefert uns die kalorische Zustandsgleichung im grofkanonischen Ensemble:
m

E=E(T,N,V)

T kannisoliert werden !

Grof3kanonisches Potenzial

J=-kTInY(T,mV)

Gibbsche Fundamentalgleichung
dJ =-SdT - pdV - Ndmr

Thermische Zustandsgleichung

1J

1w

GroRkanonische Zustandssumme : homogene Systeme:

homogene Systeme sind raumlich an jedem Punkt identisch !
extensive GrofRen: wachsen mit der Teilchenzahl an'!
inhomogene Systeme: Dichte einfihren !!

Dann:

Energiedichte: e= E/N
Volumendichte: v =V/N
Entropiedichte: s=S/N
Potenzialdichte: j = JN



Gibbsche Fundamentalgleichung fir homogene Systeme:

dJ =-dT - pdV - Ndir

d((Nj)=- sNdT - pd(Nv)- Ndm

JdN + Ndj =- sNdT - pdNv- bNdv- Ndm

Alle Variablen kdnnen dabei weder unabhangig voneinander variiert werden !!
Unabhéangige Variation von dN liefert

j=-pv

b J=-pV
thermische Zustandsgleichung !!!

FurP(T,V,N)

=> hier musste gar nicht differenziert werden
= ->praktisch:

2> dj =-sdT - pdv- dn

als Gibbsche Fundamentalrelation fir die Potenzialdichte!

Uberblick Uber Ensembles und Zustandsgleichungen

Ensemble mikrokanonisch kanonisch groRkanonisch
Umgebung/System abgeschlossen System im Warmebad, System im Wéarme/
E=const., N =const. T,N vorgegeben Teilchenbad,
T, Ir vorgegeben
Realisierung einer Box starre Wande/ starreWande, Sieb, der Volumen
Isolierkanne teilchendurchléssig, abgrenzt, aber auch
jedoch nicht mehr Teilchen durchlaf3t
isolierend
Zutandssumme WE,N,V) z(T.v.N) Y(T.v, m)
mittlere E vorgegeben
Potenzial S=kinWE,N,V) |F=-kTinz(T,v,N)|[ J=-kTInY(T,v,m)
kalorische 1_19S E=-9, Inz(T.V,N)| E=-T, InY+nN
. . —_ = b ] ’
Zustandsgleichung fur
E= 3/2 NKT T IE
ideales Gas->von T,N,V
abhangig !
ther mische - 1S qIF 1J
Zustandsgleichung (p) p=1— =-— Pp=-—
1w I\ 2\

Bestimmung der Zustandssumme

\N(E, N ,V): Zustande zéhlen

z(TV.N)=§ &P
N

Y(T.v.m)=§ ebev-m
N




Dabei bekommt man die Energie immer durch Ausspuren desHamiltonian !

AnschlieRend iber obige Relationen von \N(E, N ,V)

zZTv.N)=§ &b
N

Y(T,v,m)=§ ebeN-m

N
dann auf die jeweiligen thermischen / kalorischen Zustandsgleichungen fur p und E
beliebige Systeme kénnen dann aus dem Hamiltonoperator bestimmt werden !

groRkanonische Zustandssumme , Fermi-/ Bosegas

Unterscheidung der Quantengase nach der Bedingung, ob N ( mittlere Teilchenzahl) vorgegeben werden kann !

Elektronen: abzahlen
Photonen: kann man nicht zéhlen !

Quantengase werden im Allgemeinen in Oszillatordarstellung diskutiert:

Energie des Quantengases:
_ [o]
€nh = a Nk €y
k

Nic, €
Teilchenzahl und Teilchenenergie einer Mode !

[¢}
N, =a hg Teilchenzahl im Zustand n
k

2 Arten von Systemen

a) Teilchenzahl steht im Hamiltonoperator:

2

g P

gLZm

m=<ﬂi>10
IN

Im Allgemeinen existiert in diesem Fall auch ein chemisches Potenzial !
= die Ny kénnen nicht unabhéngig voneinander werden, denn:

> N, = é N, ist Nebenbedingung !
k

b) Teilchenzahl steht nichtim Hamiltonian, wie bei Photonen !

m= <E> =0
N

= keine einschrankende Nebenbedingung existiert !
= Also: N im Hamiltonian: chemisches Potenzial existiert, N nichtim Ham -> kein !

technisch

in a) muss die Nebenbedingung N mit verwendet werden ! in b) dagegen nicht !



Also:

o -ba ne
Z=g e *
{n}
bei einem Gas -> komplizierte Summen, kein N kommt vor !
Z fur ein Gas mit den Nebenbedingungen zu berechnen ist schwer !!

b) ohne Nebenbedingungen ist das einfach ausfihrbar !
¥
é_ wurde fir allei unabhangig ausgefihrt !
n=0
= Fall a) -> einfach immer nur bis N summieren, dann abbrechen !

™

Fallsaber m= <—> 1 0O reicht dasnicht ! Dannist es sinnvoll, das kanonische Ensemble zu vermeiden und
zum grofkanonischen Ensemble zu wechseln !

H
-> esist noch nie gemacht worden, dass die Quantengase fur m= <ﬂ—N> 1 Okanonisch ausgerechnet wurden

Generell: Fur die Quantenstatistik ist Z(N,T,V) sehr kompliziert !
Daher berechnet man lieber Y('I_' WV, m)

12.1 Zustandssumme fiir Quantengase

Im Gleichgewicht haben I und I:I gemeinsame Eigenfunktionen !

Auch I\] besitzt diese Eigenfunktionen:
[H.N|=0
_ o +
H=a ek a
k
im Auf- und Absteiger- Formalismus.

Dabei erzeugt ay "ein Quant in Mode k, entspechend vernichtet der andere ein Quant in dieser mode!

H= é_ ekak+ak ist dabei abstraktes Modell des Hamiltonian in Quantengasen !
k

= freier Hamiltonian in Besetzungszahldarstellung !
Teilchenzahl operator:
~ [¢}
N = a ak+ak
k

Teilchenzahl als Summe Uber alle Moden !

Vorgehen
H- >Y- >J ->Ermittlung der Zustandsgleichungen

Y = tr(e' b(F- ”N))= a (n|(e' b(H- "ﬁ))n)



H|n) =ep|n)

N|n) = Nig|n)

[»)

Y - é e_b(en_ rTNn)
n

Wasist €, wasist N, ?
Zusténde | n) sind Vielteilchenzusténde des Quantengases, ein Vielteilchenzustand kann aus
Einteilchenzustanden gebildet werden !

Vielteilchenzusténde -> Slater- Determinante wichtig !!!

n) =[Nk, Niczseees M)
Mit den jeweiligen Zahlen der Photonen in jeder Mode!, k1, k2, ...
Photon: Wellenzahl

Also:
e kr_ alsfreie Zustande!

Elektron; Quantenzahl k

Die nétige Quantenzahl ist k !! -> n gibt an, mit wie vielen Photonen der Quantenzahl k man es zu tun hat !

Veranschaulichung:

z.B. Elektronen:

ikT

1
(r ||ki>:We !
Teilchenzahl = 1

Vielteilchenzustand:
_ [}
€h =a NkiCi
K

Als Energie des Vielteilchenzustands und
[o] .

N, =a N asTeilchenzahl !
K

Vielteilchenzustand

Gibt die Zahl der jeweiligen Photonen pro Mode vor:
nkl,nkz,....>
Jede mode mit k

= Viedeki sexistiereninjedem Zustand ( viele Moden in jedem Zustand)
= ->injeder mode wiederum nki Teilchen

Vielteilchenzustand
= eswird nur festgehalten, wie viele Teilchen in der entsprechenden Mode leben -> diese werden auf summiert
!

Einschrankungen an die Teilchenzahl:



Fermionen:

N = 01
Bosonen
Ny = 0,1,2,3,4...

Ny; ist alsojenach Statistik eingeschrankt !

Spin
steckt in der Theorie gar nicht drin -> der Spin muss experimentell bestimmt werden:
éo o U
¥ ¥ -baa ns&-ma ngyg
Y:é e-b[en-nN”]:é e gki KK ki kIH
n {n.}

Auch hier charakterisiert
¥
é die Summe Uber alle mdglichen Zusténde ( und zwar al's Kombination aller moglichen denkbaren

{nki}

Verteilungen der Ny; in den einzelnen Moden !

und
-b gé N - MA nkig im Exponenten ist die Aufsummation aller Teilchen bei einem erst einmal
ki ki u

angenommenen Zustand

Nk1» nkz,....nkn>

Also
u

¥ ¥ -baa ne;-ma niyg

o - - o
Y — a e b[en ran] - a e ek ki u

n {na}

o o - bé- (nklslekl_ rmklsl) -b a (rkzszekzsz rmkzsz)
Y=a a ..e * e =

N n.”

Spin ist eigentlich noch versteckt in den Ny .
Dabei bezeichnet ki die Quantenzahl mit Spin- und Ortsquantenzahl !
ki ® ki,s;

a ®aa
K ks

mit beispielsweise



Y o -b ai (nkl €u- rmmﬂ) o - béz- (nkzszekz32 rmkzsz)
= e = e -
a a,
nkl nkZ
o -b é. (nmﬂekl rmklsl)
ae °
nklsl
jede dieser Summen gibt einen Potenzfaktor: Hoch die Anzahl der Moden
Dabei ist
o - bé (nklslekl' rmk151) . . o ) .
a e * stark abhangig von der moglichen @, je nach Bosonen / fermionen !
n.* e
Fermionen:

2 Spinzustande: Elektron up / down- Spinzustand , hier: rechts- / linkszirkular !

o} sl sl
- ba (nkl €1- My, )

é e s1 e é é e' b(ekl' m)nkl- e' b (ekl' m)ndi

o - -
n(l nkl nkl

e e -
- Qé e b (ekl' m)nkl _Qé e b (ekl' m)nkl -

g ] T - -

en, % 0% (%]
und danun gilt: fur festen Spin:
nks = 0,1

-bd nS'e,-mt) &1 e _0
é e ?1 ( k1 S k1 ) — g é e b(ekl- m)nkl g é e b (ekl- m)nkl I_
N e = @n, = 2
o - ba (nkl €1 rmklsl) o -b a (nkzS €2 rmkzsz)
Y = a e s1 e s2 =
El s2
Ny N2

&1 el _Cee 1 01 -0
:Q é e b(ekl_ m)nkl ‘Q é e b(ekl m)nkl ‘Q a e b(ekz m)Wz _(; a e b(ekz' m)nkz _

¢ € 3¢ © < © ¢ G =

en,, =0 2en, =0 2en,, =0 2N, = (4]

o -b é- (nkl 1ek1 mklsl) o - bé (nk zszekz52 nﬂkzsz)
PY=Q e ¢ ae ¢ =
nklsl nkzsz

= e bl m el mP

Wobei die Zusammenfassung der Spinkombinationen zu einem Quadrat nattrlich nur bei spinentarteten
Zustanden moglichist ! ( hier seien die Energien spinentartet !)

= bei aufgehobener Entartung muss auch das Magnetfeld noch in H mit eingebaut werden !!!
Alsofolgt fir Fermionen:

PY=0 (1+e'b(ek'm))2
K



Bosonen

Boson mit festem Spin ->

é e b(nkfekl- rmkf) — g e b(nklsekl' rmkls)
nkls nkls =0

Also eine geometrische Reihe !

¥ S, S
P & e_b(n‘le”-mm)zl_ e-bllekl-m)

n, =0
Also folgt fuer die Zustandssumme

~ 1
Ys =0
” 1- bieki-mi
=>» Be Bosonen bekommen wir ein Minusin der Zustandssumme !, bei Fermionen ein Plus!
Weiter:
Far
ekl =m
bekommen wir eine Singularitét, was gar nicht auftreten sollte.
Aber:
ekl > 0
P m<O
fur den Fall
m= 0 kommen wir dann zur Bose- Einstein- Kondensation !
Dies gilt natrlich nicht fir Fermionen !

mittler e Bestezungszahl einer M ode als Fer mi- Besetzung

12.2 Mittlere Besetzung in Quantengasen

Frage: Wasist der Mittelwert der Besetzungszahl N, , also der Zahl der Quanten in einer Modek ?

- >WSK dafir, dass eine bestimmte Mode ein bestimmtes Teilchen tragt !

Esqgilt:

_ 1
bNE /g _ﬂ_mInYF/B

Fermionen:
bN = ‘ﬂimlnYF :ék. Zﬂlrn(ln(1+ N b(ek-m))):ék. 2@+ eb(e m))'l

S

_ o9 o)
_aankF
k S



Also die Summe Uber die mittlere Zahl der Besetzung in den Moden k

Also:
k - N
F eb e.-m
Bosonen

Die gegebenen Besetzungswahrscheinlichkeiten sind die Verteilungsfunktionen. Es handelt sich um die mittlere
Zahl der Quanten/ Teilchen in einer Mode k

Erfolge: Fermi/ Dirac: Festkorperwdrmekapazitét
Bose- / Einstein: Kondensation: Nobelpreis 1998 !

13. verdiinnte Gase mit Wechselwirkung

13.1 Virialentwicklung

Gegeben: Hamiltonian:
N D 2
_ o i o - -
H—a %'Fa WQri'er
i=1 ij
Als Zusatzterm haben wir hier also ein WW- Potenzial ( 2- er WW)

Wechsewirkungspotenzial ist das Lennard- Jones- Potenzial:

12 66

W)= aef08 - o0
el o el o

Dabei :

o ~einige A°

Genaue Form des WW- Potenzials: vergleiche QM- Rechnung
Nun:

Zustandssumme



-b(e,(v.N)-mN,)

e

-<
S, = Qo

N)
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QJo
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Qo

a
A

N'=0

8—.3

A

é e b(e, (V,N)- m\)
N=0 n

dabei entspricht dann der Anteil

Y =

Qo

3 ¢ b(e, (V.NY)) = Z(T.V,N)
~
$ b\
Yy=8 e"™z(TV,N)
N=0
einer " N- Teilchen- Zustandssumme " -> mdgliche Zustande, wenn die Teilchenzahl festgehalten wird !
ebnN ist ein sogenanntes " Virial" !
Beispiel: Klassisches Gas

2

Z(Tvy)=2— odBrlc‘)df*ple'Zr:?:i
2(T,v 2)= 2 —_ 3% §d®r, d* pr yd® S
WV, _E(th)%o QU200 PLQd P2€
w()
iv 3o KT

Hauptséchliche Naherung ist derzeit die vollige Vernachléssigung von 3- er Wechselwirkungen -> nur 2- er WW
berlicksichtigt !

Weiter:

Z :i(z(Tv1))N
d TN
- W
P \%

J=-kTInY(T,V,N)

_n
bp—ﬂv InY(T,V,N)

YAOV.N)=§ ebem =g 8 ete N =8 Z(rv N)ZV
| ,N” N™ N’

Also Zerlegung der Zustandssumme in unterschiedliche Teile!



Dabei ist

(ebm)N' = Z N’
b eM=z7
ein"Viria"

Reihenentwicklung

Y(T,V,N)»Zy+Z,Z +Z,2% +....

Dabel sind die

Z; i - Teilchen- Zustandssummen !

Also: N'=0=1 (entspricht O Teilchen)

N"=1 entspricht 1 Teilchen ( ideales Gas)

N"=2 -> 2 Teilchen mit innerer 2- er- Wechselwirkung -> hier: Van der Waals- Gas !

z,=2(T.V,3)

Z,=2(T.\V,2
2 £ 7°0,
pr=InY(T,V,N)=In(ZO+le+ZZZ )» Z,Z+SZ,- =277 »InY
2 5
ZO=]!
2 2 20 .0 1ee & 0
N _ile) il&;zlz +§ZZ_ Z_l:zz: l(} l +§ZZ‘ Zl _ﬂ 2bm:
b Im bﬂmg 2 & 5 bg m 2 -Im 5
Mit
& 20
ézz- ZLj::z
2 5
b N»Z,Z+22°72
_N
Zl

Letzteres als Approximation: mittlere Teilchenzahl / Einteilchenzustandssumme als einfachste Form der
Approximationvon Z !

b N»Z,Z+22Z?

z=20
Z



Also:

- 52 -,
bpv =N- 22 N2+ 7= N- £ N2
Zl Zl Zl
N
r=—
v
® @& 2 0
C L
IDpszQr-8 > 2y 2y+
¢ Z, +

p =kTr (1+ B,r)

2 (o}
= VB 10
&2,° 25

Diesalso als Korrektur Zq,Z, fir den Fall einer nur 2- Teilchen- Wechselwirkung.

Allgemein gilt fur die Virialentwicklung:
p= kT(r +B,r 2 +Bgr 3+ )

bei stark verdiinnten Gasen ist jedoch Abbruch méglich ( bei guten Ergebnissen!)
Theoretisch geht die Reihe bis Unendlich !

Bsp.: Van- der Waals- Gas

=kT{r +Byr 2+ Byr 3)= rkT&+br - 21 o rkTo—2- ar
p=KT(r +B,r 2 +Byr ?) ? KT o &L br g

Fir das Lennard- Jones Potenzial gilt:

2 3 1

B, =—pryg” - —

2 3po T

2 3

—pro” =b

3po
mit r °n:
(p+an2X1- bn) = nkT
(=S N

29
§p+a—2 Vv - bN) = NkT
VT g

Van- der - Waals- Gleichung !!

Beschreibe: Gase mit Wechselwirkung
Beschrénke auf 2- Teilchen- Wechselwirkung !
=> Versuch, die Zustandssumme in Ein/ Zwei / Drei- Teilchen- Wechselwirkungen zu entwickeln (

Virialentwicklung!)



Wiederholung

Die mittleren Besetzungszahlen

charakterisieren die mittleren Teilchenzahlen mit charakteristischer Wellenzahl k ( aso die mittlere Zahl der
Teilchen im Zustand k).
Mit der Energie:
n2k?
ek =

> in einem Vielteilchensystem, welches aus identischen Teilchen ( Fermionen oder Bosonen )
m

aufgebaut ist .

Diskussion der mittleren Besetzung des Zustandsk.

a) klassischer Grenzfall:

_m
e kT ® ¥
mit
mdassisch = len(nl 3)
2
1
(20mkT)z
®
e_bm:e'ln(nl ):%@ n® O® ¥
n* T®0
n F/B = b(e_l — e ble-m
e\ +1
wobei der Faktor
e™ sehr Klein ist
mit
2
_P
e = -
k 2m
nI(F/B: be_lm »e-b(ek-m)
ek +1

folgt fur das Quantengas die Boltzmannverteilung fir das klassische ideale Gas !
Das heif3t: Quantengase verhalten sich unter bestimmten Bedingungen wie klassische Gase !

Entweder:
Ny <<1 -> der Unterschied zwischen fermionen und Bosonen spielt keine Rolle, da Mehrfachbesetzungen
sowieso statistisch unwahrscheinlich sind !

- T sehr grof3 -> mehr Teilchen wandern durch die hohe Temperatur in hdhere Zustande. Das heif3t:
M ehrfachbesetzung wird ebenfalls unwahrscheinlich !

Auswertung flr _die Besetzungen

T, N werden vorgegeben im Experiment
= IT berechnen!



N=& n =8 ——
" k " ebiek- m) +1
ist vorgegeben ! Ebenso vorgegeben ist
1
T kT
auch die Energie e, ist bekannt -> also kann

M
festgel egt werden:

c) konkrete Berechnung von p im thermodynamischen Limes:
N® ¥
V® ¥

g =n, fest, vorgegeben

in diesem Fall liegen die Quantisierungen wieder sehr dicht ( Teilchen im Kasten)

a ® —dk
k

Das Integral ist also nur noch von der Dichte n abhangig !

Erste Interpretation der Verteilungs/ Besetzungsfunktion

<N
Maxubde~
\‘ Bose -Gil cle, .,
\\
;’32)_“_:4»_ . N\ w2 Ddo Crasprien
e g \ (EJ'" J/kT > 4
\ 4 Lo 2 Vade ] .
2 Quaada., !
> =
~ d

Vergleich aller drei Verteilungen:
i k=1

(M) =, k=0

mjo
ex T- kik=-
pé kT 5




mit k=-1 -> Fermi - Dirac- Statistik
k=0 -> Maxwell- Boltzmann
k= +1 -> Bose- Einstein!

Wobei:
b|: = bB
nm =g

fUr beide Quantengase identisch !

Wesentlich:
- Fermiverteilung ist stets < 1 ( Pauli- Prinzip !)

- Boseverteilung hat Polstelle bei €, =M
Ng > Ng o . . L
- , dadurch das Fehlen desPauli- Prinzips mehr Teilchen bei Boseverteilungin
Ng > Ng
ni ederenergeti sche Zustande gebracht werden kdnnen !

Bei gleicher Temperatur und Dichte gibt es genau aus diesem Grund im Bosegas mehr Teilchen bei kleinerer
Energiealsim Fermi- Gas!

Qex)

Diskussion der Quanteneffekte

Zustandsgleichung

kalorische Zustandsgleichung

E = E(TV.N)
ther mische Zustandsgleichung
bp=—1In Y(T,V,m)
b\Y
E=- l|nY(T,v,m)
b

Fermi- Verteilung:



InY =23 |n(1+ e b(ek'm))
k

k2n?
ek:
2m
i =R”i
L
Randbedingung im Kasten !
Also:
-+ 1
12 2
V3
Setze
k2n?
ek =
2m
e
fow _ 1 &A20_ o 1 n’0_ o W Enp2n?7
wowEemy G w§am; & v 2
eV3i2m g
&
23 SmpttT 26
3¢ & 5 I3V
eVv32m g
Somit fUr die thermische Zustandsgleichung
bp=—InY(T,V,m) =28 (1+ e ble- m))'le‘ ble.-Mqve,
1\ K
2e
:2° n F__k
a M 3y
Bosonen

werden analog gerechnet -> Faktor - statt +
Setze

nkB =

Verlauf des chemischen Potenzials




= u geht gegen Null fiir Annaherung an die kritische Temperatur Tc, was passiert jedoch fir
> T<T.?

Grenzfall:
mn® 0

e,® 0
1 1
»
ePE-m 1" ble - m)
offensichtlich wird also der niedrigste Energiezustand
(SN ®0

mit einer grof3en Zahl Teilchen besetzt !
Wiewird dieser Zustand bei der Berechnung von

n® = ® ¥

N=84 n ® ¢ d%kn® behandelt ?
k

Thermodynamischer Limes -> Dichte Teilchenzustéande !

esfolgt:
dn, ® = 4pdkk’n, ®
4pdkk? = d3k
Alsdifferenzielle Zahl der Teilchenim Intervall
k +d%
Imlimes: €, ® 0,m® 0O
folgt:
dn, ® = 4pdki —
b(ek - )
far
p=0
i, ® = 4pdkk® — - = apdk K ~ apdk
“ bley - m) 2
2m
Dabei muss
dno® ~ dk

diesist jedoch widerspriichlich.
Denn fir Diskretisierung -> 0 folgt dann, dass die Anzahl der Teilchen im Grundzustand



e, = 0 verschwindet
=> Widerspruch zur Bose- Einstein- Kondensation !!

offensichtlich wird k=0 und damit dnk = 0 im Integral gar nicht berticksichtigt !!
Deshalb:

_ 9 B _ V , , :
N=g ng =ng+ — 93 (2) (hinterer Teil ohne no: altes Resultat !)

k 2
G Bo_ 1 etm z
0=Nk=0 =— = =
ePm.1 1-eM 1-Z
Virial:
Z=gebtm

thermodynamischer Grenzfall

n
ro= VO = constant!

V® ¥
ng ® ¥
Dichte der Teilchen im Zustand kO
aus:
7z 1 Z rOV
Np =—= 037 5
1- Z Vi-7 r OV +1

Ausdiesem folgen 2 Félle:
rol 0P Z»1p e"M=1
P m=0

oder

ro=0p Z<1p e’™=<1

P m<O

Daaber die Dichte I' gnun sehr gro3 IST, muss also das chemische Potenzial bei Null bleiben !!

esfolgt:

1
N=ro+505(2)
2



1 Rese ~Einstelin -Undansahon
¢
Te
S T

Wenn n fest ist ( Gesamtteilchendichte) und T £ T, so wird der Zustand mit k=0 mit der Teilchendichte
I gbesetzt!

1

Wenn dagegen T fest und n erhoht wird, N =T +— 03 (2)
'3

so wird der Zustand k=0 mit der Dichte I' 5 aufgefullt, wenn das chemische Potenzial auf Null fallt!

Dazu muss dann die Gesamtteilchendichte Uber eine kritische Dichte I' - erhoht werden !

Klassischer Grenzfall

m® -¥ (stark" verdinntes" Gas)

Anteil von I gann:

%Y€Y 0_'0 2
n SaNe NI o
&o
Z=1
TET,
93(1) 3 3
pr_0=1- 2 :1-IC :1_6El9
n 1 3n |3 cha
Somit
T>T,
b fo-g
n
Z=1
TET,
3 .3
2l O
b r_O:]__IL:]_- gl:
n [ Teg



Bemerkungen

Fir die Boseverteilung ist das chemische Potenzial kleiner als Null ( Bosonische Anziehung)

meOQO

Fir eine vorgegebene Dichte n wird das chemische Potenzial unterhalb einer kritischen Temperatur Tc gleich
Null, dann versammelt sich im Grundzustand k=0 ein endlich grof3er Teil der Gesamtdichte

( Einstein, 1924)

Die weiteren , htheren Zustande sind weiter mit einem exponenziellen Besetzungszahlabfall besetzt.
Der Vorgang, bei dem die kritische Temperatur unterschritten wird, heil3t Bose- Einstein- Kondensation !

Analogie: k=0 entspricht kondensierten Teilchen, die keinen Druck mehr austiben !

_ _ B_ 2 _
P=55 =5 a ek —g(eouo +o¥)~T e =0
= kein Beitrag zum Druck mehr !!

Realisierung
mit Natrium- Atomen bei Tc = 107 K

12.3.2 IdealesFermigas

Modell:
Elektron in Atomhille / Elektron in Festkdrpern, Nukleonen im Kern, Gasin Sternen !

Bestimmung von
rT(T , n) fur den Fall: T und n sind von auf3en vorgegeben !

&
N :é nk,SF = 3 Odsk b(e -m)
k.s (20) e U+1
Also: keine Singularitét wie bel Bosonen !



N R F
v =n= O deg(e)n,
N’ = L
€ eb(e-m)+1
3
1 m2.2
Ql(e)zp—zh—3\/E

Dabei wurde die k- Integration durch Energie- Integration ersetzt, wobei
d3k ® 4pk2dk

n%k?
~ 2m

3

2
L etzteres: g(e) = iz m ;/E \Je zustandsdichte desfermigases!, die Zahl der Zustande pro

p h
Energieintervall:
~{
prS

Das chemische Potenzial bestimmen wir nun aus

N \
vialie O deg(e)n,

Temperaturabhangigkeit des chemischen Potenzials:

T=
F 1
n, == ® 1
e eb e-m) +1

false<mp e?C M@ o
oder:

F__ 1
Ng ___(_Feb e +1® 0

false >mp e?& M@ ¥
Die Fremiverteilung geht also im Grenzfall T->0in eine Kastenverteilung tber:



b - — -

' >
pfreo) “

Dabei haben wir bei r‘r‘(T =0, n) = eg die Fermikantenenergie!

Noch ist das chemische Potenzial jedoch noch nicht bestimmt, esist Funktion von

g —n= deg(e)n," (T =0,m)
b n= Qm(T:O'n)deg(e)
gle)

ist dabei bekannt -> das Integral ist berechenbar !, wird dann umgestellt nach
m(T =0,n)=ef
gle)~ Ve

Esfolgt:
2
2/3 h
n2/3

T =on)=ee =(p2f "

Das chemische Potenzial wéchst also mit der Dichte an.
Esgilt:
eg inMetallen ( Metallelektronen) liegen bei 1-10eV

in Sternen dagegen biszu eg ~ 10%ev

Wir haben 2 wichtige Temperaturskalen: ez und kT !!
fur KT << eg nennt man ein Fermi - Gas "entartet "

b) rein qualitativ: Abweichungen von T=0:

Sei KT klein gegen e =u(T=0)



f_
| 3
Y

N ¥
Numerische Auswertung von v =n=Q deg(e)n. 7 (T, m)
liefert als chemisches Potenzial tiber Temperatur ( bei einer festen Teilchendichte): rr(T , n) :
H

ﬁ“l"\* E'F

3

kla®
B a&ach)

Analytischist das Problem zu I6sen durch die sogenannte Sommerfel dentwicklung:

KT
Dabei werden die Integrale nach — <<1 entwickelt:

€r
1. Term:
& aKT o 0
n{T!n):ngl p_zg : -
é FO g
Bemerkungen

1) Daschemische Potenzial kann positiv und negativ sein:



eg = r‘r{T =0, n) entspricht der Fermienergie !
Im klassischen Grenzfall:

MT=0n)® -¥

2) Zustandsgleichungen

o R
E=8 en =Q desg(e)n. "
k

kal orische Zustandsgleichung

_2E

3V
thermische Zustandsgleichung

Quantengrenzfall, entartetesFermigas T ® O, thermische Zustandsgleichungen:

_2E

3V
Er
E=Q desgle)
egle) ~ eve
2
b E= (‘SF deeg(e):geF ~n3

= Druck und Energie verschwinden NICHT ! fir T->0!
= Fermionische Abstof3ung auch bei niedrigen Temperaturen !

Vergl. ideales Gas:
pV =nkT ® py =0
far
T->0
Fir diesen Grenzfall sind die Quantenei genschaften wie Pauli- Prinzip und Heisenbergsche Unschérfe
verantwortlich daf Ur, dass der Druck nicht verschwindet !

Der Druck des Fermi- Gases steigt mit der Dichte!
= Fermi- Gase sind schwer komprimierbar !
Beispiel

Himmel skorper: Plasma von Elektronen, Baryonen ( Fermionen)
Stabilitat aus 2 Aspekten:
- >Fermidruck und kinetischer Druck halten sich mit der Gravitation im Gleichgewicht !

Sonne

10" K

KT >>ef

= klassisches Gasreicht zur Stabilisierung aus !



Weiler Zwerg: 10000 K
eg >>kT
= Fermidruck dominiert !

2>

14. Wechselwirkende Fermionen - ein quantenfeldtheor etischer Zugang

('mit didaktischen Ligen)

H=Hg+Hy
mit dem freien Hamiltonian und WW- Energie!

2. Quantisierung
Y *(F,t)- >Y*(F.t)

Als Heisenberg- Erzeugungsoperator
=> Erzeugungs- und Vernichtungsoperator- Formalismus

p®

Ho =é om

i

2 einOszillator : Awa™ a
o +

-> ->HO® a ekak ak

k
Also: Quantisierung in Oszillatorform ! -> Viele Fermionen

+ ,
Q. asFermionen- Erzeuger und

ay  als Fermionen- Vernichter

Fir Fermionen gilt:

+ + +

ak ,ak'J:ak A - cax =dyy
+ +

a ,a [=0

=> diese Forderung erfillt dasPauli- Prinzip !

_lo 4G9
H ==
" 2?‘1 apeg|r - 1

2- Teilchen WW rein Uiber Coulomb- Terme

Bei sehr vielen Teilchen:

e? . 7 )n(F
T . 1.a]

=>» einOszillator:
2> n=a'a

Dichteim homogenen System




Die Wellenvektoren hier legen eine Elektronendichte tiber Fourier- Transformation nahe!

2 a Te kg ot g T il g oHT
Hw= a e—(‘)d3r'(‘)d3r K = q_ —
k,g,l,m 2 V 4peo|r -7 |
_ s ic‘)d3r’c‘)d3r e'i(E'q)re'i(r'm)r'akJraqa{+am
kalm 2 V24pe0|r‘- F|
-|(E- q)r‘ |(m)r— 2
] N 432 43 € o) e
a —-odrodr —= a dgg g mg
ka,,m VZpeg|r- 1] wgim T el 2V

+ + R
A gy am =8 & andy

dadie Auf- / Absteiger ja auf unterschiedliche Moden wirken ( in unterschiedlichen Moden Quanten erzeugen
und / oder vernichten)

Mit Ausfihrung der Delta- Integrale folgt:

ez

_ + +

Hw = a '2V -q m+q Amdy
a.q.m €od

Diesist der Wechselwirkungshamiltonian fur Fermionen, die Uber ein Coulomb- Potenzial wechselwirken ! (
Quantenfeldtheorie!)
2

bezeichnet das WW- Matrixelement, gewichtet die auszutauschenden Impulse q°

~
/h‘:]\j;‘\

Impulserhaltung: Uber alle Prozesse wird summiert !!

eoq 2V

Heisenber g- Bewegungsgleichungen




|hak :[H,ak]_ :[HOlak]_ +[H\N\N'ak]-
[Ho.a] =4 ek(ak’+ak'ak' akak'Jrak’)
”

(ak'+ak’ak - akak'+ak’): (ak’+akak’ (- 1)- akak’+ak’): ((dkk’ - aay )ak’ (-1- akak’+ak’)
duc - &ay )= a a b
KK - akak’+)ak’(' 1)- akak’+ak’): (ak’+akak’ (-1)- akak’+ak’):dkk’(' 1ay
b [Ho,ax]. =-exa
b -indy |y =eray

Also:
der Zustand bewegt sich mit der Eigenenergie

St
ehn
Analog wird
[HWW, ak]_ berechnet:

|hak =- ekak + é Vq' (a+q- q ak_ q’aq - a+ m+q'amak_ q')
a.9
Aber: Die Gleichungshierarchie schliefét nicht !

a>aaa
aaa-> aaaaa usw... ( Hierarchieproblem)

N&herung: HF/ mean- field Naherung
= k- Zustand im "mittleren Feld" aller Teilchen

a q=k:
+
<a g-9 aq_ q'>ak
mit dem mittleren Feld <a+q- qag- q'> (' sogenannter Fock- Term)

b) q'=0:
<a+ mam>ak Hartree- Term : wird durch den positiven Ladungshintergrund kompensiert !

Fur ein freies Quantengas fol gt damit:

o

ex® e -a Vyng.q
q

(freies Quantengas)

mit é Vq' Ng- al's Energieabsenkung durch die WW im Quantengas !

q

q

= Austauschloch, in dem sitzt ein Quasi- Elektron ! -> Energieabsenkung, weil sich das Elektron eine positive
Ladung "zulegt " !

Der Hartree- Fock - Formalwert gewichtet Tensoren mit Gesamtsystem- Summation !
Word:
Der Harte Bock formatiert gewichste Tentre mit gehasstestem Summton !



Zusammenfassung zu Kapitel I11

R=g=8a [k)K|r
k
H[k) = ey k)

mikrokanonisch: Energie + Teilchenzahl
kanonisch: Temperatur + Teilchenzahl
grof3kanonisch: Temperatur + chemisches Potenzial

i =(KIr |K) = (KIRK) = 2

Allgemein: Matrixelemente des statistischen Operators ( aufaddiert) -> Zustandssumme:
W=W(E,N,V)

%e’ b ® Z(T,N,V)

%e‘b(ek‘”"‘k) ® Y(T,mV)

kalorische Zustandsgleichung

1 _ofSo

T &Em

thermische Zustandsgleichung:
p=pTV,N)

kalorische Zustandsgleichung:
E=g(T,V,N)

IV. Thermostatik

Dynamik eines makroskopischen Systems beim Durchlaufen verschiedener Gleichegwichtszustande
Grundlagen

a) Hauptsitze
b) Zustandsgleichungen

extensive Variablen: Z=Za+2Zb (E, m,N, V)
intensive Variablen: Z=Za=2Zb(p, T,...)

Nichtgleichgewichtsthermodynamik
Z = {Ggw, Nicht- GGW}

wir suchen einen Satz Variablen, der sich aus Gleichgewichts- und Nichtgleichgewichts- Variablen
zusammensetzt !

schematische Darstellung:



~Vorcalrn

Der begleitende quasistatische Prozess ist die Projektion des gesamten Prozesses auf die Gleichgewichts-
Variablen, so dass die Nichtgleichgewichts- Variablen verschwinden !

Bemerkungen / Hauptsatze
0) fir jedes thermodynamisches System im Gleichgewicht kann man eine skalare Zustandsgréf3e einfiihren, die

Temperatur heif3t !
1) jedesthermodynamische System hat eine extensive Zustandsgréfle U, die innere Energie genannt wird

du =dQ +dA
2) jedesthermodynamische System besitzt eine extensive Zustandsgrof3e S, die Entropie genannt wird.

€Q

Bei reversibler Prozessfilhrung: dS = T

€6Q

bei irreversibler Prozessfiinrung: dS 3 ?

3) beim absoluten Nullpunkt der Temperatur néhert sich die Entropie im thermodynamischen Gleichgewicht
einem von V,p,... unabhangigen Wert Sy =0

Die Gibbsche Fundamentalgleichung

ds =&
T
dE = dQ + €A

T d T d' \
Dabei:

dA=§ <ﬂ>dha =-8 fydn,
a

a \Th
ds:E+ié f, dh,
T a

a) Zustandsvariablen

5= S h,)

b) Zustandsgleichungen



1) Gibbsche Fundamentalgleichung aufstellen:

fa=p
hy =V
dA = - pdVv

1
dS==dE+2dv
T T
2) Ermitteln der Entropie S (E,V)
2) Aus S( E,V) werden dann die thermodynamischen Eigenschaften u. Zustandsgleichungen bestimmt !

Grundlegende ther modynamische Prozesse u. Beziehungen

a) Beispiel fir &uRereKréfte f, = p
M echanisch: Druck auf bestimmte Flache F:

—or=-dp=. T
K, =pF=-F=-( pF)

Fxz=V
=-pVb dE = JE 4y
1w
dE =- pdv

chemisch: IT asverallgemeinerte Kraft
N als Systemparameter !

p dE:EdND E = nmdN
1N

elektrisch: Dipolmoment P, elektrisches Feld Ey
dE =- E4.dp

Verschiedene Prozesse ( mit Dichten als Systemvariablen)

ideales Gas:

pV = NKT



isobar

\Y
— =const.
T

isochor

B = const.
T

isotherm
pv = const.

Warmekapazitaten

Warmekapazitét ist KEINE Zustandsgrofie, weil abhéngig von der Prozessfiihrung !

€6Q

C =— Klar: Warme - Kapazitat !
dar

Beispiel: Ensemble mit p, T , welches mechanische Arbeit erhdlt und Warme:

0 =Tds=T&E dE + 2 pdv?
el T 2

dQ = dE + pdV

_Q_dE, av
dT  dT daT

E= E(T WV, N) ist dann al's thermische Zustandsgleichung gegeben
Also:

_AEO aeﬂEo dv adTEo dN+pd_V
T& T &V gy dT &MNgry dT - DdT

fur konstantes N:

aéTEo a%dTEo +p°d_V
eﬂTwN 8e‘ﬂVgTN 5dT

isochor: ( Warmezufuhr bei konstantem V olumen)

_aEo
Cv =C =~
elTa/n
isobar

_@Eo (BES | GdVo
P& g ée‘ﬂV o1 N Qp‘ﬂT Bo N
Bemerkung
die kalorische Zustandsgl eichung reicht nicht -> auch eine thermische Zustandsgleichung ist notig !

Beispiel:



Ideales Gas:

E = 3/2NKT

pvV = NKT

CV:?EQ :ENk
eMa/n 2

szaEg + _EQ +p%-|lg :ENk+Nk:§Nk
eMan ¥WVarn F£MMon 2 2

ZEO

elVar n

schlieRflichist E= 3/2 NKT und wenn N und T konstant gehalten werden, so kann ist die Energie unabhangig
vom Volumen !

Esgilt immer
Cph>Cy

Wichtigste Formel:

_dES | BIED &V 6
p —C——+ +QQ_T + p_Q——
eMan E€WNVarn FMopn
» ein Zusammenhang zwischen thermischen und kal orischen Zustandsgleichungen. Beziehungen zwischen
den spezifischen Wéarmen vereinfachen und mit den Messgrossen verbinden !

Gibbsche Fundamentalgleichung

ds=2Lde+Pav
T T

N konstant

kalorische Zustandsgleichung
dE=FES 4T, EES gy
el gy N etV e n

Tds=FE0  gr+&EQ gy 4 pav
ell o/ N etV gr n

V erwende nun thermodynamsiches Potenzial Entropie:

S(E.V.N)

E(T,N,V)p S(T,V,N)

Tas=TE20  gr+TERY gy
e gy n eV arn

Also gilt:
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nattrlich kénnen die Variablen unabhéngig voneinander variiert werden:

afSo e
Mo T ay

dSo _1®aEy | 0
g'”VﬂTN Tégﬂvér,N E
TS _ 1 A4S0

&NV TVET g

o TRAEy O 7 PBaEs | O
NVETEMang TETENan 55

= etwas zum selber rechnen...
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Also gewinnen wir Uber das totale Differenzial der Energie und Uber die kalorische Zustandsgleichung fiir die

Entropie (im Grunde auch nur astotales Differenzial der Entropie)
einen Zusammenhang zwischen der kalorischen und der thermischen Zustandsgleichung !

Bemerkungen

die abgeleitete Gleichung stellt bei bekannter kalorischer Zustandsgleichung eine DGL fir die thermische dar.
Es gilt also: thermische und kal orische Zustandsgleichung sind nicht unabhangig !

Fur die Differenz der spezifischen Warmen gilt:

Cp-Cy = aélVo gﬂp'o :Tviaél_VQ 881&9
P e‘HszNeﬂTz\/N V ETT o, N ETT

mit der relativen Volumenéanderung, also dem thermischen Ausdehnungskoeffizienten
1avo

V eﬂT @p.N

und der Zustandsgleichung

&P 9

&M o

esgilt:
1&4T0

Tvg‘ﬂpq/N(Cp- 0\/)=_ o

Beschreibung der Prozesse

Allgemeine Bemerkung:

Durch die Zustandsgleichung p(T,V,N)=p ist eine Abfolge von Gleichgewichtszustanden definiert ( ein Prozess
definiert), wenn T,V,N vorgegeben sind.

Falls man 2 Parameter der hier drei parametrigen Zustandsgleichung konstant halt, dann durchléuft man eine
Kurveim Zustandsraum.



Zur Darstellung wird oft p = p(V) genommen , da:
A= dVp(V)
= man gewinnt also leicht die Arbeit als Flache unter dieser Kurve!

Fir Anwendungen wichtig:

N = konstant ( 2 Parameter bleiben)

der letzte Parameter wird dann durch eine der folgenden Nebenbedingungen festgesetzt:
€Q =0 (adiabatisch)

dS =0 (isentropisch)

¢ = konstant ( polytropisch)

6Q

= E also adiabatischer Prozess -> spezielle Polytrope ! Jede - barheit ist eine spezielle Polytrope !

fir diese Prozesse sind Zustandsgleichungen in differenzieller Form ableitbar !

Polytropengleichung

szch_aéEQ dT+a%dE9 + pav

e‘ﬂ geVﬂT,N P
p=p(T.V.N)
E=E(T,V,N)

To

=¢o,dT +|C cgﬂ—+ dVv =cdT
6Q = g, dT + Kve
pdT:-MédﬂQ av

c,-Cc eV Zo.N

Dies soll in Form einer Zustandsgl eichung gebracht werden, also: p=.., T =T(p,V)
N sei konstant !

dT—adEQ dv+g dp
eﬂVﬂp ﬂpﬂ/N

T=T(p,V)

Somit:
Ch-C,+C - C "

aro o ot dare

€02, c-c &Ny
Ch-C A

b L9 dp+—(p )SEEQ v =0

ﬂpq,N G-celVan
Dabei bezeichnen wir die folgende Gleichung als differenzielle Form der Polytropengleichung
T0 Co-ClATOG
e3l dp +( p )861_ 0

g - dv =0
ﬂpq,,\, c - CeVgyn

Dabei ist von allen Parametern unabhangig der Koeffizient



lcp - ¢ —n
c,-C
Dieser heif3t Polytropenkoeffizient und ist konstant !!!
Also:
Polytropengleichung
Ao gy=g

?ﬂg dp + ng=—-=
Pa eVapn

ideales Gas. Vdp+npdV=0

NKkT=pV

Also:

?ﬂg dp+nad]—T9 dav =0
Tan  eNVayy

b L dp+nrPodv=0
Nk Nk
P Vdp+npdVv =0

Diesist eineintegrierbare DGL ( durch Trennung der Variablen):

Also folgt:

1dp =- n1 av
p \
pV" = const

folgt dann als Polytropengleichung desidealen klassischen Gases !

Polytropengleichung des idealen klassischen Gases
pV" = const

Speziell: Adiabatengleichung: c=0

esfolgt die Adiabatengleichung desidealen klassischen Gases
C

pV" = pV & =const.

Dar stellung ver schiedener Prozesseim p-V- Diagramm_p = p(V)

- > klar: Isochor: Senkrecht, isobar : waagerecht, isotherm: Hyperbel, Adiabate: steiler als Hyperbel !

Kreisprozesse: Wichtig fir Verbrennungsmotoren




Speziell: Carnot- Prozess:
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Fig. 49. Carnotscher KreisprozeB zwischen zwei Isothermen (ausgezogen) und zwei
Adiabaten (gestrichelt). Das Diagramm ist quantitativ korrekt fiirr 7, =2 T, und
~=1,5. Wegen seiner auBerordentlich flachen Gestalt ist es im Ausschnitt
schematisch verzerrt wiederholt

Berechnung des Wirkungsgr ades
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Thermodynamische Potenziale

Gibbsche Fundamentalgleichung



Gibbs- Gleichung
Merke: Hilfreichist differenzielle Schreibweise:

dL = Xdx+Ydy+Zdz

dF =- SdT - pdV +mdN

= Fundamentalgleichung fir die freie Energie

L =L(x,y,2)
F=F(T,V,N)

=> insgesamt existieren 16 Potenziale !!
= asthermodynamisches Potenzial:

Wir interpretieren:

x =80
efixgy ;

= wieinder Mechanik -> allesist Giber die Ableitungen bestimmt !
Ableitung der Maxwell- Beziehungen durch zweifaches Differenzieren
dF =- T - pdV + ndN

1°F __fIs___fp (Cam)

v 1w L
Insgesamt existieren die verschiedensten Potenziale:

E,SFH,GJ

E(S, h, ) a's thermodynamisches Potenzial
dE=TdS- § f,dh,

mit ( Beispiel):a

fa=p
hy =V
Potenzialeigenschaft
eflSq,
®(E O
- fb :éﬂT:
b Bhins

Beispiel:
_p=&ED
eV 9

hy =V



= Beispiel fur das Ableiten der Maxwell - Relationen:

Ao _ &Apo

Vo &l5a

S

h, =V

fa = p,N =const

T=T(S\V,N)

p=p(SV.N)

Beispiel

S(E,h, ) asthermodynamisches Potenzial

dE 1o
dS(E, =—+—= f.d

(Bh)== T fadny
Potenzial el genschaften:

1_aS6

T &1 o <cons

%fb =§eﬁ%
.. E

1 &S0

TP Ve,

V=h

Weiter e Potenziale
Freie Energie

F(T,h,)=E-TS
h, =V,N
dF =-<T - pdV + mdN

H(Shy) =E+pV

h, =P,N

dH =TdS +Vdp + nuN

Enthalpie

Freie Gibbsche Energie/ Freie Enthalpie
G(T,h, )=E- TS+ pV

h, =P,N

dG =- SdT +Vdp + mdN

Schema zum Ubergang zu den anderen K oordinaten: Guggenheim- Schema



M erkschema ( sogenanntes Guggenheimschema)

dU =TdS- pdV
dF =- SdT- pdv
dG =-&dT +Vdp
dH =TdS+Vdp
% J v
i 3
LY
P G T
Haxeelf] ~elahionsn
X, 6, BTy
(95 " 9p s s ;;;.— "*”
.Sva\'-.f g w7 —! @E)
i o \f 3
Gl =t

Dabei kann man versuchen, die Maxwell- Relationen direkt aus dem Schema auszulesen, oder aber man
differenziert die Gibbschen Fundamentalrelationen der Potenziale zweimal ( sicherer).

Ein negatives V orzeichen muss man genau dann beachten, wenn man auf der Diagonalen von rechts nach links
geht !

Maxwell- Relationen:

aé]Vo [T 0
eﬁgp _g'ﬂpﬁs
SO _ AV
g ol o,
adTpo adTSo
e‘ﬂTq, eﬂVefr
o _ &@po

eVgs efSg
Bemerkungen
Es existieren weitere Potenziale

JSV,W
K(S,p,1)

Usw...
dJ = - SdT - pdV - Ndrr

Anwendung
E(S,V,N): 1. hauptsatz -> Verbindung zur Mechanik / Quantenmechanik



S(E,N,V) -> mikrokanonisches Ensemble, Temperatur definiert !
F(T,N,V) -> kanonisches Ensemble, isotherme Prozesse:

dT=0
dN=0
= Fistidentisch mit der Volumenarbeit

= Fist dieim System nutzbarmachbare Energie !
H(S,N,p) -> isobare Prozesse, Definition der Wéarmekapazitét cp

G(T,N,p) -> praktische Anwendung, dap,T leicht messbar !
=> chemische Reaktionen
= p=G/N legt das Potenzial fest !

J(T,u,V) : makrokanonisches Ensemble: p*V = -J

Thermodynamische Potenziale enthalten sdmtliche I nfos Gibe das System
= Rechnung/Messung ->in den RICHTIGEN Variablen!

Beispiel innere Energie E:

Was ist cp/ cv as Funktion des Potenzials E(S,N,V) ?

¢, =D
efll g/ n
E(S,N,V)=E
Somit haben wir ein Problem mit den Variablen, weil E nicht von T abhangt !

Wir brauchen in diesem Fall alles als Ableitung von E in den richtigen Variablen:

HE 0 adTEo HSo adTSo

eﬂTﬁ/,N eﬂsﬂ/NeﬂTﬂ\/N e'”TQ/N
T _&AT06 ae‘ﬂ 1ES

c, &WSgyy ﬂs%mN
AESG  _, T _FEQ

é1S g, n o &1 5
aéTEo
eﬂsﬂ/N
CV _—
A2ED
éﬂszfav,N

= interessantes Ergebnis! cv als Steigung der Energie Uber Entropie / Krimmung der Energie Uber Entropie
= Hier im Fale: E(S,\V,N)

Ausvoriger Vorlesung ist bekannt:



aa1Eo
apo Vo eﬂSQ/N - oo T\
&7 2 81T 20 @D &TT 3 1T 2, 0
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Cp, =C,+T

p

p(T,V,N)

Wir haben wieder
p(S,V,N)
T(S,V,N)
N=const.

ad]po ds+8e‘ﬂp 0
‘ITS;a/ eV g

aT =810 45, ETO gy

e‘ﬂSa, eV a5

dp = dv

L(‘jsung Uber Funktionaldeter minanten

aeﬂp 0
dT eﬂT Q/

= wird eine Variable festgehalten, so kommt man schnell vom Totalen zum partiellen Differenzial, fur
V=const.

adpo &8To SO _
g‘ITTq,eﬂSq,gﬂpa/
Apo
L o _&15a, _,
P T w &6
e‘ITSq/
Uber Maxwell- Relationen ist bekannt:
abo gl
g‘ﬂSQ/ eﬂst
AT o

elSga, eﬂS @
Weiter kommt man mit der wichtigsten Beziehung der Statistik, die den Ubergang zur Thermodynamik liefert:

o s
eflSg,




wurde als Funktion von
E(S, N,V ) ausgedriickt !

Letztendlich miissen noch

&V 0

T,¢——=  ebensoausgedriickt werden!
eﬂT ﬂp,N

Schliefdlich folgt:

HAEO FJPED

eﬂsﬂ/éﬂvzgss
weo e v
Sﬂvz ﬁs,sgﬂsz ﬁ/,v éﬂS‘ﬂV 3y s

Cp =

Schltissel
Die thermodynamischen Potenziale liefern alle ndtigen Relationen !
a) aus den Zustandsglei chungen kénnen die thermodynamischen Potenziale leicht berechnet werden !

Beispiel
ideales Gas. pV = NKT

E = 3/2 NKkT
b E=E(S N,V)

TdS = dE + pdV
N= constant !

3
dE > Nk
ds=E,Pov-_—2 IV
7T E vV

=> Losbare Differenzialgleichung

Ldsung der DGL

E " 2y 6
S-S =hg—z +Ing—=
0Q Vo @
& 0
(;S-_Sj+ 2
E éENk v/ 6 3
Eo 0@
E=E(SN,V)
Merke:

Es existieren verschiedene themodynamische Potenziale
= siewerden angepasst gewahit !
=> Anpassung erfolgt Gber die Variablen !



=> wichtig: Innere Energie E = E(SN,V)
= spezifische Warmen ausrechnen ! -> wahle Potenzial !

Vergleiche: Kluge / Neugebauer

Extremalbedingungen fiir thermodynamische Potenziale

In Analogie zum 2. Hauptsatz ( in einem abgeschlossenen System ist die Entropie im Gleichgewicht maximal),
der zu der Aussage filhrte, dass die Temperatur zweier Korper im Gleichgewicht identisch ist sollen nun weitere
ahnliche Aussagen aus den thermodynamischen Potenzialen gezogen werden:

EntropieS
Im Gleichgewicht wére eine Extremalwertaufgabe zu |6sen -> Formulierung in Analogie zur Mechanik:

1) einthermodynamisches System ( abgeschlossen) befindet sich im Gleichgewichts- Zustand, wenn bei jeder
virtuellen Verriickung die Entropie gleich bleibt !

Also:

(dS)E,V,N =0
das System soll dabei abgeschlossen sein: E, V, N konstant !

Nebenbedingungen

dE =0
dv =0
dNi =0

= wenn chemische Reaktionen einbezogen werden, so kdnnen sich natirlich auch im Gleichgewicht noch
Teilchen ineinander umwandeln.
2 Besser fordert mandann: dM = 0! (M = Gesamtmasse !

Damit nun ein Maximum laut 2. Hauptsatz vorliegt:

(d 28)E,V,N,(M) <0

virtuelleVerrickung durch apparative Hemmung
Dazu wird ein abgeschlossenes System in 2 Teilsysteme unterteilt !

Die Trennung erfolgt durch einen beweglichen Kolben. Dadurch bleibt das Gesamtvolumen konstant ( V =
const.), aber die Volumina V1 und V2 kdnnen verriickt werden

dVl =- dV2 10
Gibbsche Fundamentalgleichung

TdS=dE+§ ydY,

wobei die apparative Hemmung beschrieben wird durch é Yi in
i

a vidY, =- pdV; - ppdv,
i

Interpretation als virtuelle Verrtickung



dv; ® av,
dVl :'d\/2
d(S)E,V,N =0=-(p1- p2)dvl

Dieapparative Hemmung:

Wir verstehen darunter:
dV; = 0 entspricht einem festen Kolben.

Dannist p; * p, auchim Gleichgewicht moglich!

ungehemmtes Gleichgewicht / verschiebbarer Kolben
dv; 1 0

P1=p2

Bezeichnung von Extrema

S

A S}q‘n\l.

Lol - me’fasuol

Der stabile Punkt entspricht dem absoluten Maximum.

\\/‘
7 |

Jeder labile - metastabile Punkt entspricht also einem relativen Maximum !

Nichtabgeschlossene Systeme

Stoff- und Energieaustausch ( Warme/ Teilchenbad !)

ds3ﬂ
T

Folgerung von Extremalbedingungen fir die anderen Potenzial e aus dem ersten Hauptsatz:

TdS3 dQ = dE + pdV - ndN ( entsprechend dem ersten Hauptsatz)

Enthalpie
€6Q =dH - Vdp- ndN

H=E+pV ->dH = dE+Vdp+dVp
freie Energie

8Q = dF +TdS + ST + pdV - mdN
F=E-TSP dF =dE- dTS- dST

freie Enthalpie



€dQ = dG +TdS+ ST - Vdp - ndN
G=H-TSP dG=dH - ST - TdS

mit der Ungleichung von oben:

dS3€|Q

folgt dann:
dE £TdS- pdV + N ® (GE)gy n =0,[d%E)sy n >0
dabei verwursteln wir jetzt und im Folgenden die Gleichgewichtsbedingung

(dE)s,v,N =0

und die Stabilitétsbedingung
(d 2E)s,v,rxj >0

Weiter ( ebenfalls mit jeweils Gleichgewichts- und Stabilitatsbedingung:

dH £TdS+Vdp+ mdN ® (dH)s,p,N :O’(sz)S,p,N >0
dF £-SdT - pdV +miN ® (dF )7y =0’@2F)T,v,N >0
dG £ - SAT +Vdp+miN ® (dG)T,p,N =0,Q126)T,p,m >0

Bemerkung

Es gibt keine fur alle Gleichgewichtszustande guiltige Gleichgewichtsbedingung . Fur eine Reihe experimentel
vorgegebener Nebenbedingungen ( festgehaltene Parameter) lassen sich jedoch thermodynamische Potenziale
finden, die einen Extremalwert annehmen !

jede einzelne Bedingung / jedes einzelne Potenzial muss fir die vorgegebene experimentelle Situation
ausgewertet werden !

Bsp.:
(dG)r pn =0

wird dann ausgewertet, wenn ein Prozess bei konstanter Temperatur und bei konstantem Druck durchgefhrt
wird!

5. Auswertung der Gleichgewichtsbedingungen

Erinnerung: Die Variation von (dS) fuhrte uns auf die Aussage ( Definition der Temperatur):

" Wenn 2 Systeme Energie austauschen kénnen, so erreichen sie ein Gleichgewicht mit T1=T2"
= 2 Systeme sind auf verschiedenen Temperaturen und kénnen Energie austauschen ( Warmemenge)

E = E; + E, imGleichgewicht!
P dEl =- dE2



S=§+5;
b dS=0=dS, +dS,

p O, 05 o dEIEL 16 g
T1 T2 Tl Tl TZﬂ
PT=T,

chemische Reaktionen und Phaseniiber gange
hier ist die Gibbsche Energie von Bedeutung !
Phaseniibergénge -> fest -> fliissig ( Beispiel)

= Systeme mit p,T = constant sind (iber eine permeable Membran verbunden, so dass Teilchen ausgetauscht
werden kénnen'!

2
dG =3 miN,

Wegen
N=constant

le = 'dN2

2
dG=3 miN, ==0=(m - .m, )N,
i=1

P m=m

Also:
Wenn zwei Systeme Teilchen austauschen kénnen, so gilt im Gleichgewicht:

m=np!
Wenn p und T vorgegeben sind !

2 Phasen , Koexistenzgleichung der Phasen !

p=p(T)
m(p,T) = mz(p,T) fir die Koexistenz von 2 Phasen! -> Gleichgewicht zweier Phasen !!

Bedingung, dass zwei derartige Phasen , auf gleichem Druck, auf gleicher Temperatur existieren !

Keine Aussage, dass es zwei Phasen gibt !!!

m(p.T)=mp(p,T)

liefert eine Gleichung fur p=p(T),

das heif3t: eine Formel, die fur vorgegebene Temperatur den Gleichgewichtsdruck als Bedingung fir die Existenz
zweier Phasen voraussagt ! ( oder umgekehrt )

Dampfdruckkurve



Idee: Ableitung einer DGL fir p(T)

dmy(p,T) = dmy(p, T)

p IM oy 1M g - I8 g, I 7
fip fir fip T
m _TG :ﬂ(Nigi):gi

N, N
Ausdem Guggenheim- Schema

dmo _, -V
gﬂp;ﬁ N;
adlm 6
ST o,
Vi- Vo :d_T

-5 ts, dp

- (s1- )T =(vy- w)p=apy

entsprechend

dST = €Q

=-5

Dabei ist g1, die Umwandlungswarme bei einem Phasenlibergang !




Vi- Vo _d_T_T(Vz - Vl)
(51 - Sz)T =(V2 - Vl)p:z d12

d__ &y
daT T(v,- v)
Dampfdruckformel nach Clausius!

Vereinachtes Beispiel
Phase 2: Dampf ( Beschreibung: ideales Gas)

Phase 1: FlUssigkeit !
\Y
p— =KT
2
V) <S<V3

Dampf: ideales Gas !
( Flussigkeit hat die dichtere Teilchenpackung)

Somit:

do__ 9 G _ Pho
dT T(v,-v) Tv, kT2
SO

P p=pee KT

Als Ergebnisfir die Dampfdruckkurve!

Umgekehrt: T =T(p) -> Siedetemperatur als Funktion des Drucks! ( geht mit In desDrucks! ;-))

Bemerkung

Diagramm entsprechend einem sogenannten " Phasendiagramm"

A Pk

_.> T



bel 3 Phasen:
rTl = rTz = n‘3

m=m, b pp,(T)
m=my P pys(T)

Ein Phaseniibergang ist immer ein Ubergang uber solche Gleiche chemisches Potenzial- Linien !

Abschétzung der Siedepunktserhthung fiir vorgegebenen Druck ( barometrische Hohenformel)
Dp _ pdi»

DT kT?
2
b Dr:EELE
P G2

Zusammenfassung K apitel 4

M ehrkomponentige M ehrphasensysteme ohne chemi sche Reaktionen:

Gibbsche Phasenregel:
f=2+K-P

K: Komponenten
P: Phasen

Zahl der Freiheitsgrade des Systems: f
Beispiel: Dampfdruckkurve:
f=1 (K=1, P=2)

Tripelpunkt: =0
Ableitung der Grofen:
Starten mit Minimalbedingung:
dG #4=0
E 8 o)y ®
Pa a m d\N™ ==0
=1 b=1



Bemerkungen:
Diesergibt K(P-1) Gleichungen fir das chemische Potenzial !!

2.: Die Anzahl der Phasen P: f = 2 ( Druck, Temperatur) + P*K ( Stoffein Phasen) - K(P-1)-P = 2 + K -P
f=2+PK-K(P-1)-P
M ehrkomponentensysteme mit chemischen Reaktionen -> weitere Nebenbedingungen ( Stéchiometrie)

Spezielle Systeme und Begriffe

1. Einige Phaseniibergange

1.1 Allgemeine Klassifizierung der Phasenliber gange

Beispidl:
2- Phasiges, einkomponentiges System: Wasser / Eis

Koexistenz, wenn die chemischen Potenziale gleich sind:

m, =M

'
v

‘;
L2

Beispiel: p ( Druck) = fest
G soll im Gleichgewicht minimal werden:
G=nN

my(p.Te) = my(p.Te)

Im Allgemeinen gilt jedoch:

Tma(p.T.) , Tmp(p.Te)]
T | T |

-> Knick in der Kurve!

Klassifizierung nach Ehrenfest




Phasentibergénge haben im wesentlichen drei Ordnungen:

Ty (pTe) , Tp(p.To)

T Tc Tc

1. Ordnung: Die 1. Ableitung von p nach der zeit macht einen Sprung bei

Tc
2. Ordnung: Die 2. Ableitung macht einen Sprung bei Tc
3. Ordnung: diedritte Ableitung ....

usw...

Was bedeutet dies fiir eine Messgrosse, z.B. cp ?

S 1
Cp =T661_9 — fiir EINE Komponente ! -> C,, pro Teilchen!!
el Dp,N N

Merke:
G=nN

Aus Guggenheim- Schema gewinnt man:
G0

eﬂT ﬂp' N

Also:

-S:

_ _&*md
Cp =- éﬁ—

Landau: begriff des Ordnungsparameters X
=> X andert sich in charakteristischer Art bei einem Phasentuibergang :

Beispiele: Volumen beim Ubergang fluissig -> gasférmig !

M agnetisierung beim Ubergang vom Paramagnetismus zum Ferromagnetismus

=>» auch bei diesen Ordnungsparametern werden dann beim "Phasenlibergang” in verallgemeinerter Form ( z.B.
Paramagnetismus -> Ferromagnetismus )
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=> "Ordnungen " Klassifiziert -> Phasentibergang 1. Ordnung im Volumen

oder: Phasentibergang 2. Ordnung bei Magnetisierung :

H
[\: Z.Mnm&
Te > T

Eerro- und Paramagnetismus

Spinsystem im Magnetfeld wird als Modell fir Magnetismus gewahit:
= Aulenelektronim s- Zustand ( Bahndrehimpuls = 0) in einem externen Magnetfeld:

P

Wie sieht die makroskopische Magnetisierung als Funktion von B und T aus ?
= Berechnung der kanonischen Zustandssumme Z:

z=3 eP
n

Unabhéngige Spins:
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Magnetisierung
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M =- <ﬁ> =- E(H) -1z iln Zg= Ny tanh (b, B)
Beé b @

B
Ty = AL
T
als"mittlerer Wert"

for kleine x:

tanhx» xb M ~B
X- > ¥
P tanhx»1

P M » Nmg
Paramagnetisches Verhalten:



M~B
M=c,xB
Cm>0

Diamagnetisches Verhalten:
Cmh <O

in diesem Fall: Nur moglich fiir Bahndrehimpuls T 0
= Lenzsche Regel andert Vorzeichen desinneren Feldes, entgegen dem aul3eren !



