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Struktur der Quantenmechanik

Formalismus

Zustand des Systems:

Wird beschrieben durch den Zustandsvektor |Y )T H , der im Hilbertraum lebt.

Fir die Basisgilt: <n|m> =d;m

Mit den Projektoren |n)(n| und é_ |n)<n| =1 (jeder Zustand ist in der Basisentwickelbar)
n

Der Ortsraum

Ist ein unendlich dimensionaler Hilbertraum
Ortsdarstellung: Y () = (7| Y)

ortspasis (T|F) =d(T- 7) od*r|7T)XF|=1

Der Impulsraum

Ebenso sind die Frequenzen der Zustande darstellbar. Dies geschieht im Impul sraum:
Y (P) =(P|Y)

Mitder Impulsbasis: (P| P) =d(p- P) d°p|pYp|=1

Der Ubergang wird durch eine Fouriertrafo geleistet:
, 1 . (DT
wegen <p|p> =d(p- p) :—30d3re”(p P) baw: d(x) =
(2p)2 (2p)

Dabei ist auch die Fouriertransformierte der Deltafunktion bedeutsam:

1= Ldj dhee” P*d(x)

(2p)

Dabsei ist es unerheblich, wie genau der Rauminhalt des Delta- peaks normiert ist. Diesist Konventionssache.
Gemal der gewohnlichen Konvention

£(0)= g, ot (x)ai(x)

wirde man schreiben:
\+¥ -
1= Q, de Pd(x)

Somit gilt:

Y (1) =(rY) = od*o{pXPI(T|Y) = o p{r PXP|Y) = 0d*p(FP)Y (P)
Diesist aber gerade dieFourier- Transformation, weshalb folgt:




Wahr scheinlichkeitsinter pretation
<n|Y >T C ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude, den MeRwert nim Zustand | Y ) zu treffen

|<n|Y >|2ist die Wahrscheinlichkeit, den MeRwert n zu finden

2 —_ —
|<F|Y >| ist WSK- Dichte ( als Funktion von I ), Teilchen am Ort I' zu finden

Von der Observablen zum Operator :

F:H® H
F=F"

Hilbertraums

ist hermitescher Operator, das Bild einer Observablenim Hilbertraum, selbst Element des

Merke: Urbilder der hermiteschen Operatoren sind die Observablen ! Observablen werden auf Operatoren
abgebildet !

Operatoren kénnen durch Matrixelemente dargestellt werden:
2 _ 0o -
F = & [n)nlFjn
n.n
Oder in der Spektraldarstellung durch ihre Eigenwerte:

F =& [n)Fa(n|
n

Dabei kennzeichnen Fn die Eigenwerte des Operators lf .
. . 3 °
Beispid: H =Q |n>En<n|
n
Fir den Erwartungswert eines Operators gilt:

<|f> = <Y |If|Y> ( Erwartungswert im Zustand |Y>)

Der orthogonal e Projektor lautet:

Po = [n){n|
P2=pP=P"
Damit gilt:

2
(nIY)™ = (Y I Y ) = (Y [R]Y)
Die Wahrscheinlichkeit, den Messwert nim Zustand |Y > zu treffen ist gleich dem Erwartungswert des

orthogonalen Projektors auf diesen Messwert im Zustand |Y > .

Man kann sagen: Projektoren sind in der Hinsicht Observablen, dass sie die Wahrscheinlichkeit eines
Messwertes reprasentieren. Als relative Wahrscheinlichkeit fuir beliebig viele Messungen ist diese
Wahrscheinlichkeit prinzipiell messbar und damit ist die Wahrscheinlichkeit einesMesswerts selbst ein
Messwert und der Projektor, der Operator, dessen Eigenwerte diese Wahrscheinlichkeit darstellen, eine
Observable!

Quantisierung

Quantisierung ist das Aufstellen von Vertauschungsrel ationen, wodurch die Algebra der Observablen festgel egt
wird.

Heisenberg: kanonische Vertauschungsr elationen:

A A h
[Bi. %] :Tdikl



Nichtvertauschbarkeit bedeutet quantenmechanische Unscharfe

A
~ Al ~ A ~\2
F.6|=A0 \/<(DF)2>\/<(DG) > 3 —<2>
Beispidl:

(51, %] :?diklo \/<(Dbi )2>\/<(D§<k)2> 3 Edik

2

M aximalmessung

Bedeutet die gleichzeitige Messung eines vollsténdigen Satzesvertauschbarer Observablen.
In diesem Fall existiert ein gemeinsames System von Eigenvektoren zu diesen Observablen.

Dynamik

Ehrenfestsches Theorem ( klassische M echanik):

Erwartungswertesind invariant unter unitaren Transfor mationen: U T =U -1
= ausdieser Tatsache folgt die Aquivalenz zwischen Schrodinger- und Heisenbergbild

Schrédinger bild
T A
'hﬂw)s =Hs|Y)s

Hier sind die Operatoren zeitunabhéngig und damit auch die Eigenvektoren. Die Zustande jedoch unterliegen
einer zeitlichen Entwicklung, die durch die Schrédingergleichung beschrieben wird.

Die Operatoren wohnen dem Messwert inne. Sie entsprechen dem Messmechanismus, der im Schrédingerbild
zeitlich konstant gehalten wird. Die Zusténde entsprechen der Auf3enwelt die gemessen wird.

Im Heisenbergbild nimmt man folglich an, dass sich im Messgerét etwas andert und die AufRenwelt konstant
bleibt ! ( Diese Aussage sollte nicht zu ernst genommen werden !)

Heisenbergbild

Hier unterliegen die Operatoren einer zeitlichen Entwicklung. Dabei gilt fur einen zeitabhangigen
Heisenbergoperator al's Entwicklungszustand eines stationdren Schrddingeroperators:

|
FH (t) = eh Fse h
mit
l ~
e =U7(t,0)
L
e’ =U(t0)

Diese Form des Zeitentwicklungsoperators erfillt die Schrodingergleichung:
HYs)= HUIY ) ) =iV Y ) o) =100 Y ) o =in[Ys)

Die Zustandeim Heisenbergbild selbst jedoch sind zeitunabhangig:

|Y>H =U +|YS> =U"U |Y>t=0 :1|Y>t=0 =|Y>t=0



Fir die Zeitentwicklung eines beliebigen Operators gilt auRerdem:

%ﬁH(t):%[H"fH]

W echselwirkungsbild
H=HO+H?

t

F () = e

. -—Hgt
Fse 7

i .
'hﬁ|Y>w = Hu'[Y)y
de . _iloe

SSORE LN

Man kann sagen: Ein Bild entspricht einer mehr oder weniger willkurlichen Zerlegung des Hamiltonoperators.
Man teilt die Dynamik auf eine Dynamik der Innenwelt ( Operator) und der AufRenwelt ( Zustand) der Messung
auf.
Die Stérung des ungestérten Hamiltonian bestimmt die Dynamik der Zustéande. Der ungestorte Hamiltonian
dagegen bestimmt die Dynamik der Operatoren. Die Dynamik der Zustande wird durch die Differenz zwischen
H und Ho bestimmt, also durch den Stéroperator. Die Innenweltdynamik entspricht also dem ungestérten
Hamiltonian.
d - i[ .o =
—FRw () =—|H", Ry
at h
Das ungestorte Messgerét entspricht einer Zeitentwicklung INNERHALB des Messgerétes. Dies Zusténde sind
ohne Stérung zeitlich konstant. Die Stérung dagegen wirkt als Zeitentwicklung auf die Zustande, unterliegt aber
keiner zeitlichen Dynamik INNERHALB des Messgerétes, ist als Observable selbst also zeitlich konstant. Sie
wirkt nur zeitabhangig auf die Zustande, die sich dadurch , genau dadurch zeitlich verandern:

1 a1
Y hw = Hw Yy
it
Das heil3t, wenn die Storung verschwindet, so geht das Wechselwirkungsbild insHeisenberghbild tber !

Drehimpulsund kugelsymmetrische Potenziale

Ein Potenzial sei kugelsymmetrisch: V( r), dann gilt:
= H istrotationsinvariant, dasich die potenzielle Energie nicht andert
= Drehimpulserhaltung

> |H,13]=[H,L]=0

Dar stellungsfreie Berechnung der Drehimpulseigenwerte:

L, =4 £iL, Leiteroperatoren ( nicht hermitesch)



Aus der Leitereigenschaft und der Beschranktheit des Spektrums
(L%)2 (L5)2 0 wegen L ="

a3 b?30 Eigenwerte von L2 und Ly

und wegen der Eindeutigkeit des Grundzustands:

L |bmin> = I-+|bmax> =0
- Py

LyL |Bin) =L Ly|bae) =0
folgt mit Hilfevon L L. = L? - L32 - hly
L.L, = L?- Ly +7L,
dass:
L2|Im) = #21(1 +D)|Im)
Lg|Im) = Am{Im)
mit1=0, 1/2, 1, 3/2, ....

m=-l,-1+1, ..., -1, +

Zusammenfassung

Bei kugelsymmetrischen Potenzialen existieren vertauschbare Observablen:
H, L2und L3,

dabei vertauschen auch L1 und L2 jeweils mit H und L2, nicht jedoch untereinander !
|-L] , LkJ = ihejk| L| 0 E, E: |hE

Also existieren gemeinsame Eigenzustande zu H, L2und L3



Quantisierung

L, =Ly il asLeiteroperatoren
L. [Im) ~|I,m= 1)

L2|Im) = 721 (1 +3)[Im)
Lg|Im) = 7im[Im)

mit1=0, /2,1, 3/2, ....
m=-l,-1+1, ..., I-1, +l

Darausfolgt:

= Waeitere Einschrankung:

Bahndrehimpuls L =7~ P

Somit mussen die Eigenwerte:

=01234,...

m=-1,-1+1..1- 11

Grund: Konsistenz mit den Eigenwerten des Orts- und | mpul soperators.

Prinzipiell, aus der obigen Ableitung kann jedoch | nur auf halbzahlige Werte eingeschrénkt werden

= Drehimpulse sind prinzipiell Vielfachevon 1/2!
= Bahndrehimpulse dagegen sind ganzzahlig. Dies ist notwendig wegen der 360 ° - Symmetrie!

In Kugelkoordinaten:

Yim(r,d,ji)=€e"™ fin(r,J)

m=-1,..,l

Eindeutigkeit:

em = eim(j +2p)

P mizZz

P Fir Bahndrehimpulse sind nur GANZZAHLIGE |-WERTE zul&ssig.

Mit diesen Angaben ( mit Hilfe der Algebra alleine) kénnen nun die Eigenzustéande konstruiert werden.

Also das gesuchte gemeinsame Eigenzustandssystem fir H, L2 und L3

Eigenwertproblem in Wieder holung / &hnlicher Zugang:

Die gemeinsamen normierten Eigenvektoren |a, m> von I:2 und |:3 gehorchen den Eigenwertgleichungen
12| a,m) = an?|a,m)
Ls|a,m) = mila, m)

Da I: hermiteschist, gilt:

(a,m|L;*L;|a,m)

Qe

1
[EY

an? :<a,m|I:2|a,m):
|

(a,m|I:i+I:i|a,m> ::<F|F)3 0

ah? = (a,m|L?

a, m> = é <a, m||:i+|:i
i=1
th

a,m)? (a,mll5%|a,m)2 0

(a,m|Ls%)a,m)=m

® ah®3 m?h230



Setze
|a,m) =|u)

Betrachte:
LsLs|uy =L, Lg|uy £ 7L, |u)
[N

LsLy|u) = Ly |u)(m2)n
g I:iu> =(m=2)n Eiu>
Also:

A

L. sind die Auf- und Absteigeoperatoren im Spektrum von Lz

('::r )q “>

Satz:
@ifu>:@niqm
q=0123..

Was machen die I:i im Spektrum von L2 ?
(20, |u) = 0, %)
C.02u) = C,an?|u)

(2| uu) = an?| C.u)

Satz:

L2 (I:t )qu> =ah’ (l::r )q U>
ah?3 m?n® 3 0

P a3m?30

b Va3 ms -Ja

Das Spektrum von |:3 ist nach oben und nach unten beschrankt:

A

Ls

3

ah? =(amL?am=3 (aml*L]am)
i=1

(am|L*Glam=(F|F)2 0

~ 3 ~ ~ ~
an? =(am(?lam)=8§ (aml;*(|am)s (a,mlls*am)3 0
i=1

a,mE a,m=m-h
(a,m|Ls%[a,m) = m?4?

® Ja*me-va

Also existiert ein groRter Eigenwert M4 = My + Niyay /i und ein kleinster Eigenwert My = My - Kyax?

e :
L+|a, mmax> =L |a’ mmin> =0

Darausfolgt:

0="L L,|a,Mya) = (L2 - [52- hL3) & Myax) = (a- Mo - hmmax)h2|a, Minax )

0= I:+|: |a1mmin> = (l:2 B |:32 +h|:3)a1 mmin> = (a' mmin2 *+ My )E2|a’ mmin>



Also:

= Minax- + MMinay = Myin” - 7
a = Mgy Mmax = Min = Mpin

- ~ \n

Andererseits existiert ein N1 Ngmit |a,mmax> = (L+) |a, mmin>
Also: My g/t = My +Nh
Setzt man diesin ai? = hzmmax2 +h2mmax = hzmminz - hzmmin ein, so folgt:
nPmyin? + 200°my, +n%a% +h(my, + ) = 2Pmg, 2 - A my,

2na?my;, +n?h? +a(h2my,, +nh)=0

P myi=- ———=-—h=-1h
min 2n+Dn 2
mit
| =1 nganzzahlig
=
Somit:

ahz = hzm“nin (mmin - h) :(' I)(' |- 1)h2

a=I(1+1
Mmax/t = Myinf + 217 =7
mminh =-ln

Moaliche Eigenwerte von L2: ah? = [l +1)h2

nl N
pl=0213..

2 2
Mogliche Eigenwerte von L fir festes!:
m#
mit
m=-1-1+1-1+2..1-21-1]l

m=-1 -> gehdrt zu bmin
m=+| -> gehoért zu b max

Es kénnen keine weiteren Eigenwerte von L3 zwischen diesen Werten liegen, weil man sonst durch wiederholte

Anwendung von E+ bzw. I: die Schranken |r’d £ | verletzen kénnte.
Zujedem| gibt es 2| +1 Wertevon m:

Diesentspricht der 2| +1-fachen Richtungsentartung von L2

Das bedeutet: es existieren zu jedem | 2| +1Zusténde mit gleicher Energie!
Denn: entartete Zusténde haben gleiche Energieeigenwerte !



Tabelle:

Quanten- | Eigenwert von Richtungsquantenzahl m
zahlen |:

! a1l +1) m

0 0 0

N NE 1.1

2 4 2" 2

. /2 - 101

3 15 .3 113

2 T 27222

L2[1,m) =72 (1 +1)|1,m)

I:3|I,m):hrdl,m>

Diracsches Vektormodell:

Darstellung der Richtungsguantisier ung:

m=1/2 -> Der Drehimpuls steht parallel zur x3- Achse
m=-1/2 -> der Drehimpuls steht antiparallel zur x3- Achse

h 42 (ZM)
L4’ L, bbnstz\a,uf

10




Zur Ubyng ist zu zeigen:
(I, m|L; |1, m) = Ofur i=1,2

<I 1m|(|:i - <I:i>)2|l,m> =0 soll berechnet werden

Nebenbemerkung: Die Drehimpul squantisierung ist eine Folge der Nichtvertauschbarkeit der einzelnen
Komponenten des Drehimpulses !

Grundsétzlich gilt: Unscharfe / Nichtvertauschbarkeit bedingt die Quantisierung und umgekehrt. Die beiden
Effekte hangen lber den Formalismus zusammen !

Ortsdar stellung des Bahndr ehimpulses

(F[Blm) = Y1 )
(FIFllm) = 7Y (1)
¥

A

=T
ergibt:
0 hoa - _ —
(T |L3|I,m):i—(x1‘|12 - %oT11)Y i () = AMY 10y (F)

In Kugelkoordinaten:
X1 =r9nJ cosj

<b

X, =rdnJddnj

X3 = C0sJ
l

XY - XYl =—
112 211 1-“

nh
p _ﬂ_Ylm(r ,J,] ) =hamY ,(r,Jd,j ) Eigenwertgleichung fur L3

J

L 6sung
Yim(r,J.j)=€™ fin(r,J)
m=-1,..,1

1



Eindeutigkeit:
Ly :eim(j +2p)

P mizZz
P Fir Bahndrehimpulse sind nur GANZZAHLIGE |-WERTE zul&ssig.

Ergebnis: Ortsdarstellung der Eigenzustande

(Flnm) =Y 4 =Ry (DY, "@.))

Hamiltonoperator:

2 r_xﬁg%x_"’zg 2 & 2 q2 N 2
H=_+v(@r)=—2F > g, L 2+V(r):ié h_ﬂ_z(ry)a+ +V(r)
2mr 2mr 2mg r qr g 2mr
2 a2
()= ey
rqr
Aber:
2 a2 2
- h—ﬂ—(rY)Z przY 1 (F'Xp) wie im Klassischen
r ﬂr r2

Mit Hilfe des Separationsansatzes kann man eine radiale Schrodingergleichung mit effektivem Potenzial
hinschreiben:

_n? d? a2l (l +
9 (rRy) + é 2 - E"(arl) 0
2md
2
. . - RE( +D)
mit dem Zentrifugal potenzial: — 5
2mr
721( +2)
zusammengefasst: effektives Potenzial: Vg (1) = —————+V(I)
2mr?
Spin
Aus den Drehimpulsvertauschungsrel ationen fol gt:
1=01132. B
2 2 moglich
m=-1,-1+1..,1-1I

y - 1
Fiir den Spin S bei S:E

existieren die Eigenwerte
1
mg =+—

2

Das bedeutet, der Spinist ein Zwei- Zustands- System:

somit: [mg)T Hg, ein zweidimensionaler Hilbertraum



Operator: ist der dimensionslose Spinoperator

A

§&.=25§
P

> 8o )| )

Sa7)=-")

Weiter gilt: 8:1 -_> ) |_> Spin- flip- Operator
si7)=[)

S
s )=1)

Die Vertauschungs- Relation:

8.8 |=2ieys
C1)=(1) =2
([7)=0

Vollstandigkeit : | >< |+ |_><_| =1

Orthonormierung:

Darstellung der Spinoperatoren durch Matrizen:

. _a® 16
178 op
g, =2 190
27% o0j
, @ 00
5376y L1
e2=|-)
RE
Mit
el
§15

Diein 2x2- Darstellung gezeigten Matrizen sind die Pauli- Spinmatrizen

Spin- Bahn - Produktzustande

|n| mms> = | nl m)| ms> Produktzustand aus Bahnzustand und Spinzustand
[nim)mg)T Hg * H g dirextes Produkt

(i mim, Jnimine) = (et . )

(n'ni|nlm) inHg

(mg'|mg) inH

HA :HAB+HS



mit

(F|B' 1o +1g° I:|S)Y>:ih%|Y>

Dabei gilt:
~ 2.2 72 ~
HB=i ~eAd 4y » P +V(r)- e—BL3 o _

2m, g 2my, 2my ~ bildetim Hilbertraum HB ab (alsoim
Hg® Hp

Bahndrehmimpuls- Hilbertraum!

=2

P_sv(n=H,
Dabei: 2m

Hg® Hp
und
H g =- e—Bhs3

2my

Hg® Hg

In Matrix- Darstellung folgt dann:

B + vy 0 EY)0_. 1&Yy)0
§ 0 Ag-nwAYa)s | MEY)5
(Zeitabhangige Pauli- Gleichungen)

Anwendung: Zeeman- Effekt mit Spin NyB = 7wy :|j—
Zeitunabhéngige Pauli- Gleichungen

(I—]B +hvv,ln,|,m,->: E|n,|,m,—>

(I—]B - hw[}n,l,m,_> = E|n,|,m,_>

O [Ho + myB(m+2mg)]n,1,m,mg) = E[n,I,mmg)
mit

Ho|n,l,m)=Eg|n,I,m)

E=E, +mgB(m+2ms)

Man erhalt also sehr schnell ein Ergebnis fir die Aufspaltung der atomaren Energieniveaus:
E =Ey +mB(m+2ms)

Dabei wir die Entartung teilweise aufgehoben

Spindynamik

h[HS S] vy [S3 S]|m Heisenberg- Bild

b (1), =(S2)o SN 2nt) +(S1), cosl2wt)
), =(S21), cos(2wt) - (S1),sn(2wt)
<§3>o

7~

2

S
<§3 >t

14



Fir die Spin- Eigenzustande

|ms>gilt:
<§1>o = <§2>o =0
<§3>0 =+l

Die Spin- Eigenzusténde sind also stationar, das heildt: Es existiert keine Dynamik in den Pauli- Matrizen
Fir eine spezielle Préparation der Anfangsbedingungen ( kein Eigenzustand) gilt:

Spinpréazession ! Der Spin prazediert -> vergl. kohérente Zustéande

B

!

dh

Loy

15



Quantenmechanik
Einleitung
Inhalt im Grundstudium

Schrodingersche Wellenmechanik
einfache Anwendungen ( eindimensionaler Oszi im unendlich tiefen Potenzialtopf, Potezialschwelle, H- Atom)

Inhalt im Hauptstudium

- Ausbau des math. Formalismus ( Operatoren, Zustéande, Hilbertraum, Darstellungen, Bilder)

- weitere Anwendungen ( dreidimensional e Probleme, Mehrteilchen- QM, Spin und Systeme identischer
Teilchen, N&herungsmethoden, Atom- und Mol ekl physik, nichtstationédre Probleme, Streutheorie€)

- Erweiterung der Theorie ( Feld- oder 2. Quantisierung, relativistische Quantenmehanik)

Phanomene, die die klassische Physik nicht erkldren kann:

- makroskopische Systeme:

( Gase, Flussigkeiten, Festkorper)

- Energieverteilung der Strahlung schwarzer K érper

- Thermodynamisches Verhalten bei niedrigen Temperaturen ( spezifische Warme von Festkdrpern)
- Schallphédnomene in Festkérpern ( Phononen)

- Ferromagnetismus

- SupraflUssigkeit ( He-4)

- Supraleitung

- Josephson- Effekt ( Tunneln)

- Quanten- Hall Effekt ( Nobelpreis 1985: vonKlitzing)

- Elektronenmikroskop ( Ruska)

- Raster- Tunnelmikroskop( Binning und Rohrer, Nobelpreis 1986)

- Hoch- Temperatur- Supraleitung ( Bednorz und Mller, Nobelpreis 1987)

- Chemie- und Molekilphysik
- Periodensystem der Elemente
- Molekulspektren

- Chemische Bindung
Atomphysik

- Atomspektren

- GroReund Stabilitét der Atome
- photoelektrischer Effekt
Kernpyhsik

- Kernspektren

- Kernreaktionen

- radioaktiver Zerfall

Die Schr édinger sche Wellenmechanik

Historisch

- bis1900: Klassische Physik

- Eine Erweiterung der klassischen Physik wurde notwendig, da einige experimentelle Fakten nicht zu
verstehen sind

1900: Planck

- Hohlraum- Strahlungsformel.

16



- Dabei erste Quantenhypothese: Energie Austausch zwischen Materie und Strahlung im thermodynamischen
Gleichgewicht erfolgt in Quanten mit Energie E = hn

- h=6,6X10" 3 Js Plancksches Wirkungsquantum

1905: Einstein

Photoeffekt: Photonen als Lichtquanten mit der Energie E = hn
und dem Impuls P = 7K ( Compton 1925)

Beim Photoel ektrischen Effekt werden trotz eintreffender Photonen zunéchst gar keine Elektronen emittiert. Erst
ab einer gewissen Schwellfrequenz deseingestrahlten Lichtes, nicht jedoch ab einer gewissen Schwel lintensitét
kommt es dann zur Emission von Elektronen. Deren kinetische Energie steigt jedoch nicht mit der Intensitét der
eingestrahlten Photonen sondern hangt lediglich von der Frequenz deseingestrahlten Lichtes ab.

Ekin

W Ekin

Metall

1912/13: N. Bohr

- Energieterme des Atoms

- Rutherford zeigt 1911 durch Streuung von & - Teilchen die Existenz von positiv geladenen Atomkernen mit
sehr kleinem Radius.

- Modell: Elektronen kreisen um den Kern. Klassische Elektrodynamik fordert jedoch die Abstrahlung von
Energie bei beschleunigten Ladungen. Dann miissten die Elektronen spiralférmig in den Kern stirzen.

- Bohrsad hoc Postulat: Stabile Bahnen mit diskreten Energien sind méglich:
Energie: Ep,
- Strahlung: hn = E, - E;bei Ubergang E, ® E;

Quantenbedingung:
©pPda = 2pp; = nh, nausganzen Zahlen

Wir erinnern uns; Dies entspricht einer Transformation der klassi schen Hamiltonfunktion auf
Wirkungsvariablen!

Man bekommt eine Quantisi erungsbedingung, wenn man fordert, dass der Drehimpuls auf den Bahnen
quantisiert ist ! Dieswar das eigentliche ad- hoc- Postulat von Bohr.

Seine Metapher war: Es existieren nur Bahnen, auf denen ein halbzahliges Vielfaches der Elektronenwellenlange
untergebracht werden kann, um die Elektronenwelle auf der Bahn stetig schlief3en zu kdnnen ! ( dazu existieren
schone, veranschaulichende Bildchen mit ganzen Wellen auf den &ufReren Bahnen !)
Aus den Gesetzen der klassischen Mechanik folgt dann aus dieser Quantisierungsbedingung fir den Drehimpuls
eine Quantisierungbedingung an die Energie:

2.2 2
€ _ _ h
E,, =- ——— mit dem Bohrschen Radius ag = -

ag2n? m.e

2
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Wir stellen analog zur Darstellung der kinetischen Energie in der Hamiltonschen Mechanik fest: Der
Hamiltonoperator kann dargestellt werden:

"2 a2
_p _ L Pr
H=P_+v(r)= Py
2rn+ (r) 2mr2+ 2rn+ (r)

1924 L. deBroglie: Materiewellen

Beliebigen , freien Teilchen wird mittels der Beziehungen E = hnund p = 7k eine Frequenz W = 2N und
- 2

Uber |k| =I—p eine Wellenlange ( De- Broglie- Wellenlange) zugeordnet.

Ganz in Analogie zum Licht

Dispersionsbeziehung der De- Broglie Welle:

nichtrelativistisch relativistisch
p° - 7
E==nwk) E =+/my“c* +c?p?
2m
— _ hk? = _1 2 4 2,22
k) =— k) ==i/my“c™ +c“h“k
wik) == w(k) =y

Mit der Teilchengeschwindigkeit v ergibt sich:

2

mnpV mnyC
P= 02 E=—r= 2
/1-"—2 /1"—2

C (o

Phasengeschwindigkeit der deBroglie Welle:

p=mv

Vph =V = Cfir Photonen im Vakuum
Gruppengeschwindigkeit:

_ dw_ 7k _ _dw_c%k _c? _
° ._E_F_v Yor = dk  w _Vph -
Die Gruppengeschwindigkeit der De- Broglie- Wellen ist also gleich der Teilchengeschwindigkeit
Fir ebene Wellen gilt: Vg, = d_vv =W Voh
dk k

fur ebene Wellen im Vakuum ist die Frequenz also linear von der Wellenzahl abhéngig ! Dies gilt nicht mehr im
Medium !
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Experimenteller Nachweis

- Elektronenstrahlen zeigen Interferenz, also eindeutige Welleneigenschaften ( Davisson, Germer, 1927, Rupp
1928)

Elektronen- Probe
kanone l _EI_
T 1=
] o
Blende magn. Bild-
Linse schirm

Aus einer Gluhkathode mit Beschleunigungsspannung fliegen die Elektronen auf die Probe, eine Metallfolie mit
Gitterkonstante a. Dabei zeigen sich Bereiche konstruktiver Interferenz auf dem Fluoreszenzschirm.

Die Bedingung fur konstruktive Interferenz ( Nebenmaxima) ist:
asnJ =nl

Anwendung: Elektronenmikroskopie

Doppelspaltexperiment:

Schirm

Intensitat
py(%) plxy - Pl
(a) (b) (c)

Im Fall @) und b) wird nur ein Spalt freigegeben.
- — 2
Die Intensitét der Schwérzung: 1 (X,t) ~ |Y (X,t)| folgt einer GauRverteilung.

Der Aufbau wird derart realisiert, dass jedes Elektron einen lokalisierten Lichtblitz erzeugt.

I (X,t) ist aso nicht als Materiedichte sondern als WSK - Dichte, das Teilchen am Ort X zur Zeit t anzutreffen,
ZU interpretieren.

Die Haufigkeitsverteilung de Auftreffens ergibt dann das Beugungsbild.

Diesist wesentlich. Es handelt sich eben nicht um Interferenz gleichzeitig propagierender Elektronen. Selbst mit
einzelnen Elektronen ergibt sich das gezeigte Bild.

Im Fall ¢), wenn beide Spalte offen sind, kommt es gerade zu der angesprochenen interferierenden Verteilung.

Dabei gilt:
r(x1) ~|Y A%t +Yg (X1
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Dies ist das Superpositionsprinzip mit der Interpretation des Betragsquadrats als Wahrscheinlichkeit. Aus diesen
beiden Axiomen folgt die Interferenz der Quantenmechanik ! Das Superpositionsprinzip folgt aus der Linearitét
der Schrédingergleichung !
Zusammenfassung: Welle- Teilchen- Dualismus ( ohne &ul3er e Potenziale)
Wellenexperimente

w, k
Licht: klassisch als Welle verstanden:

w=d

— _ hk? E -_P
Elektron: quantenmechanische Vorstellung einer Welle: W(K) = — = - k Z;p
Teilchenexperimente ( Photoeffekt, Comptoneffekt)
E =Aw
nicht klassisch bei Licht: P = ik
E=cp
p2
Klassisch bei Elektronen: E, Pwie bei Teilchen: E = 2—(nichtre|ativistisch)
m

Weitere Entwicklung

1925: Schrodinger E.: Wellen- M echanik

. h?
Schrédingergleichung: Ile =HY =-—DY +V(NY
It 2m
Dies entspricht einer nichtrel ativistischen Wellengleichung fiir die Wellenfunktion Y (F,t)

1925: Heisenberg: M atrizenmechanik

Entwicklung der kanonischen Vertauschungsrelationen fur die kanonische Variable {0 , entsprechend @ =T,
Ortund P = Impuls:

fi
[pk'%] = i_dkl

Interpretation von p und g alsunendlichdimensionale Matrizen ( in der heutigen Sprache: lineare Operatoren im
Hilbertraum).

Ab 1925: Quantentheorie ( Kopenhagener Deutung)

1927: Max Born: Statistische Interpretation der Wellenfunktion: Betragsquadrat ist
Aufenthaltswahrscheinlichkeit

1932: J. v. Neumann: Aquivalenz von Wellen- und Matrizenmechanik
Dirac, P.: Relativistische Quantentheorie

R. Feynman: Quantenel ektrodynamik



1.2 Kréaftefreie Schrodingergleichung ( Keine dul3eren Potenziale)

Die Bewegungsgleichung fir die Materiewellenfunktion Y (T,t) soll die folgenden Postulate erfiillen:

1. Siesoll eine DGL 1.0Ordnung in der zeit sein, damit Y (T,t) durch die Anfangsverteilung
Y (,0) bestimmt ist ( der gm. Zustand ist vollstandig durch Y (T, t) festgelegt).
2. Siesoll linear in Y (T,t) sein, damit das Superpositionsprinzip gilt. AuRerdem soll sie homogen sein.

Durch das Superpositionsprinzip sind Linearkombinationen von L ésungen wieder Ldsungen. Damit werden die
Interferenzeffekte mathematisch greifbar.

3. Die Gleichung soll keine speziellen BewegungsgroRen wie E, P enthalten. Nur so kénnen Wellenpakete
durch Uberlagerung verschiedener P - Werte gebildet werden.

2

i (kT-wt) mit W(K) = hZLsollen Lésung sein. Dabei gilt
m

4. EbeneWellen: Y (T,t) =€
k2 p?
W(k) = ——wegen des Zusammenhangs E = 7w, p = ik, E = —
2m m
Somit auch fur Photonen:

E = pc=7hw, p =7k

pW-¢
Also ergibt sich:
2 .22
Ty ciiw =-inly =12 py
It 2m h2m
Also:
2
ile =- h—DY
qt 2m

Diesist die freie, zeitabhéngige Schrodingergleichung

Bemerkungen

_ 2
1 Diephysikalische Bedeutung der Wellenfunktion Y (T, t):|Y (F,t)| “d r ist die Wahrscheinlichkeit, das

Teilchen zur Zeit t im Volumen d3 am Ort T zu finden.

Y (F,t) = |Y (r, '[)|eij ("Y) wird Wahrscheinlichkeitsamplitude genannt. Sieist komplex und besteht aus
Betrag und Phase.

Dabei sind die relativen Phasen in I nterferenzexperimenten beobachtbar. |Y (F,t)| 2 istdie
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte.

2. Normierung: Q |Y (T, '()|2 d3r =1
3. DieSchradingergleichung ist ZEITUMKEHRINVARIANT, das heif3t zu jedem Bewegungsabl auf
_ 2 _ 2
|Y (r ,t)| ist auch der zeitumgekehrte |Y (f,- t)| ein physikalisch méglicher Vorgang:

21



t- >-t
Die Transformationsvorschrift lautet: .

- >-i
Also: Y (I, D) ® Y *(F,- 1)
Beweis:
RV 5 )
ih—Y =- —DY werdegeléstvon Y (F,t)
It 2m
Die ganze Gleichung kann natiirlich komplex konjugiert werden:
2
Cin L yr = 2y
qit 2m
Ersetzt man nun t durch -t, so folgt:
K| R _
ih—Y * (F,-t) =- —DY * (- t)
2m

1t

Also:

Mit Y (F,t) istauch Y * (T,- t) Lésung der Schrédingergleichung

Zu Punkt 3: Mathematisch bedeutet dies: Alle Transformationen missen unitar sein ! Physikalisch sind nur
unitare Transformationen, weil man sonst durch Zeitumkehr nicht wieder in den Ausgangszustand zuriickkommt

Wellenpakete

Ebene Wellen der Form Y (T,t) = Cei (kox-wi) haben eine raumlich homogene Wahrscheinlichkeitsdichte |CJ?,
falls dieser Vorfaktor nicht vom Ort abhangt ( im Gegensatz zu Kugelwellen).

Die Phase verschwindet bei Betragsbildung véllig !

Lokalisierte Zustande kénnen grundsétzlich durch die Superposition ebener Wellen dargestel It werden:

Y (7 .1) = ¥ () T d %

Wk =50

Man kann sich derartige Wellenpakete veranschaulichen:

eindimensional:
Die Phase kx-w(k)t kann nun um k=ko entwickelt werden:

¥




w(k) =w(k0)+E (K- ko) +....
kO

Dabei sei:

W(kp) =W

(k- ko) =K

dw|  _

ok,

Somit folgt fir obige Wellenfunktion ( unser Paketchen):

Y (F.t) = QA Y (ko +K '€ [0g+k ) (wo v, kt]

Y (7 ,t) = €00 ¥ (kg + k,)eik'[x- vt]

Dabei stellt

o W
e (ko X-Wo) ein Tragerwelle mit der Phasengeschwindigkeit Vpy, = k—o dar.
0

N K [X-v t . . . . . .
und K'Y (kg +K )eI [x Va ] représentiert eine Einhilllende A(x,t), die langsam zeit- und ortsverdnderlich
ist, dajanur die Terme mit |k| << ko nennenswerte Beitrage zum Integral liefern.

Wegen der Taylorentwicklung ,macht dieser Schritt jedoch nur Sinn fir Systeme, die um kO lokalisiert sind !
Also fur impulsméafiig lokalisierte Systeme ( endliche Farbbandbreite eines Lichtpulsesetc...).

Grafisch:

|l
A

“/

Bewegung der Einhullenden:

Setze:

A(xt) = AAK'Y (ko + k')e”"[x' vitl — const

Dies gilt jedoch nur infinitesimal. Man kann jedoch das MAXIMUM von A(x,t) wahlen:

dA(X,t) = ﬂA:; D g+ ﬂA:T’t"t) dt

23



dA(x,t) = Ak Y (ko + el b Vgt]{ik’dx - ikvgdt}=0

Dies jedoch bedingt:
fik dx- ik'vgdtT = 0 Also:
dx
dx=vgdt b — = Vg
dt A=const
Jedenfalls bewegt sich der Schwerpunkt mit der Gruppengeschwindigkeit vg
d Ko _ Po . . o
Vg = = —— = — =V asklassische Teilchengeschwindigkeit
dkj, m m

Zeitliche Entwicklung der Einhillenden:

Sei t=0

Y (x0) = ), dk¥ (ke

Diesist gerade die Fourierdarstellung mit der Fourier- Transformierten

F (K) =+/2pY (K):

1 ¥ -
F (k) =—==), dXY (x0)e thx
VZp
Interpretation der Unschérferelation: je schérfer lokalisiert im k- Raum das Wellenpaket ist, desto breiter ist es
im x-Raum und umgekehrt. Dies ist jedoch eine ganz allgemeine Eigenschaft der Fouriertransformation.

Beispiel: Stufenfunktion ( rec-Func)

¥ (x,0) i

¥ k)

Ax

1 _ 1x

{—-Ax—> *
™ ™
Ay 2\,_,/
Dx 0
- ? ikx 2 Sn@__
Y(k):i c‘)jxe'kx_ie_ _z e 2@
2p 5 2 -kl x 2p k%

Die Fouriertransformierte der Rec- Funktion ist al's die Sincfunktion mit der inversen Breite der Spaltfunktion.
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Denn: SN¢ 7+ moduliert im k- Raum entsprechend schnell, wenn die Konstante DX entsprechend groRist !
e (%]

Fir t>0 zerfliefldt das Wellenpaket, da sich die einzelnen k- Komponenten verschieden schnell ausbreiten:

W _ 7k o N :
Vpn = T = o Grund ist die nichtlineare Dispersionsbeziehung W(K)
Das quantenmechanische Wellenpaket zeigt nun bereitsim kréftefreien Fall Dispersion ( Im Gegensatz zu
elektromagnetischen Wellen im Vakuum).
Das heif3t, beispielsweise ein lokalisiertes Gaul3- Paket " zerfliefdt " bei Ausbreitung mit der
Gruppengeschwindigkeit vg.

Dies muss im Sinne von Wahrscheinlichkeit interpretiert werden. ( Interessantes Argument gegen Beflrworter
einer Theorie von Materiedichte: Das Auseinanderlaufen des Paketes ware ein Widerspruch zur Stabilitat der
Materie!) Es handelt sich um eine Verbreiterung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit und nicht um ein ZerflieRen
von Materie!!

Also: nicht die Materieist hier diffus verteilt, sondern nur ihre Aufenthaltswahrscheinlichkeit !!

M akroskopische Objekte zerflief3en auf sehr langer Zeitskala! Auch hinsichtlich der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit !

1.2 Schrédinger gleichung mit dulReren Potenzialen

Fur Y (T,t) = e kW 4s L6sung der kraftefreien Schrodingergleichung gilt:
ey, - =, /= —
—NY (1,t) = kY (,t) = pY (T,t)
|
Mit

P . dem Impuls des Elektrons nach De Broglie

Im kréftefreien Zustand Y erhélt man also den MelRwert des Impulses P durch die Anwendung des

Ao~
Impulsoperators — N auf die Wellenfunktion
|

Die Gleichung ENY (F,t) = kY (F,t) = PY (F,t) ist eine Eigenwertgleichung des Impul soperators:
|

pY (r.t)=pY (1)
Somit sehen wir im guantenmechanischen Formalismus folgende Zusammenhéange:

Zusand -> beschrieben durch Wellenfunktion Psi ( beschreibt den Zustand vol | standig)

Observable -> Beispiel: Impulsoperator — N
|

MeRwert: -> Eigenwert eines Operators, beim Impuls: 7K = 9] T R
Mittelwert vieler Messungen -> Erwartungswert: <ﬁ> =Y *ﬁY d3r

R
Fur einen Impuls- Eigenzustand:

OY*pYdir = v *pYd¥r =py*vd =p
R R® R
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Bemerkung:

Klassische Mechanik: Der Impulsist ErhaltungsgroRe, falls keine duferen Kréfte wirken
Quantenmechanik: Der Impuls-Eigenzustand Y (I, t) = gl (kr-wi)
Schrodingergleichung

ist lediglich Losung der FREIEN

Operator der Energie/ Hamiltonoperator

1 1 h?

Kinetische Energie: T = — p ® —E@Ng =-—D=H

2m 2mei g 2m
Dadie Energie erhalten bleibt gewinnt man eine stationdre Schrodingergleichung:
HY = EY
Die Bewegung des Zustandes wird wieder durch die Schrodingergleichung beschrieben:
Ly =Hy

it

Dieseist jedoch die kréftefreie Schrodingergleichung.
Dies kann auf @uliere Potenziale verallgemeinert werden: Wir ziehen die Analogie

Hamiltonfunktion --- Hamiltonoperator:

2
H(p,T)= T+V——p W@e H=—Zg 9 WA =- DV @
2mei g 2m
Die verallgemeinerte Koordinate g wird dabei durch den Orts- OPERATOR ersetzt .
alsofolgt:
.l A & h? .. 0
in—Y(rt)=HY (1) =¢ —D+V(N)2Y (1)
it 2m p

Diesist die Schrodinger- Gleichung, ein Postulat, durch einen Anal ogieschluss motiviert.

Vielelektr onensysteme:

Die klassische Hamiltonfunktion fur ein System N gleicher Teilchen mit den Koordinaten
Oy;---, Qn und den Impulsen Py,..., Py lautet:

[o]
H(P,@)=T+V= a 9— P +V(q.)z+ 2aW(Q. a;j)
it
W sei dabei der Wechselwwkungsoperator ('noch unbekannt), so dass wir den Hamilton- Operator angeben
kénnen:

< _o &R
H=3 & —D +V(r)+ aW(r-r)
i (éz 2.

(4] it
Es ergibt sich die Schrédingergleichung:
1l

ih—tY =HY , deren Eigenfunktionen die Vielteilchenwellenfunktionen

Y (7,..., TN » t) sind.
Die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit t das Elektron i=1 in d31,....usw... und das Elektroni=N in d3rN anzutreffen
lautet:

Y (e T, 0] 2 3y



Also wird damit ein Gleichzeitiges Ereignis aler Elektronen beschrieben:
i=lanfj..

i =Nan I’_N

Dabei wird jedoch die Ununterscheidbarkeit zunéchst noch nicht berticksichtigt.

Merke:
—\[2
|Y (r )| ist eine Funktion, die Wahrscheinlichkeitsdichte, das Teilchen Uber dem Ort anzutreffen, an best. orten

anzutreffen. Es macht keinen Sinn, davon zu reden, wie grof3e die Wahrscheinlichkeit ist, ein Teilchen am Ort
I anzutreffen. Diese Wahrscheinlichkeit ist immer NULL !!!

Das Elektron im elektromagnetischen Feld

Die Klassische Lagrangefunktion lautet: L (T, g, t) =T -V = %qz + e[q_ xA(q,t)- F (q_,t)]
Das elektrische Feld lautet:

E =- NF (q,t) - A(7,1t) elektrisches Feld mit dem skalaren Potenzial F (T,t)
Das magnetische :

B = NXA(T,t) magnetische Induktion mit dem Vektorpotenzial A(T,t)

und mit der Ladung e<0 im mks- System ! ( SI- Einheiten)

Die klassische Hamiltonfunktion finden wir iber die kanonisch konjugierten Impulse:
1L@.q,t)
(¢
~ . 1 _

Ug==(p-eA
i=L(p- aa)
Dabei bezeichnet P - €A den kinetischen Impuls. P ist der kanonische Impuls ( eine zum Ort kanonisch

konjugierte Variable, kanonisch konjugiert <-> erfiillt Poissonklammerformalismus -> ist fur den
Hamiltonformalismus geeignet !)

= mqi +eh (C_]’t)

Es ergibt sich die klassi sche Hamiltonfunktion:

H(p.q) = P4 - L:T+V:(mq;+eﬂ)q;- %qz e(dA- F):% 2+ eF :i(ﬁ- eK)2+eF

2m

Also kénnen wir auch hier analog den Hamiltonoperator finden:

2
1/(~ —-~ .\ ~ lai —,~..0 ~

=—I\p- eA(r,t)) +eF(rt)=—c—N- eA(r,t)+ +eF(,t
2rn(|o (.0 (.0 =5 ER- AFD2 +eF ()

Wir identifizieren:

eF (F,t) =V(r,t)

Diesist ein schtnes Ergebnis, weil eben, wie in der klassischen Hamiltonfunktion die Kréfte als Gradienten der
Potenziale folgen:

Ed. =- eNF (r:,t)
Frag (LOrentz) =qv’” B

Diese Gleichung gilt natirlich nur fiir nichtrel ativistische Elektronen,. Die Potenziale F A werden von auRen
vorgegeben. und sind nicht quantisiert
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Eichtransformation:

A (F,t) = A(F,t)+ NG(F,t)

F(F,t)=F (F.t)- G(T.t)

Dies ist eine zul&ssige Umeichung mit einer beliebigen , zweifach stetig diffbaren Funktion G(T, t)
Durch Einsetzen in

E=-RF@,t)- A1)

B =NxA(q,t)
zeigt sich
E=FE

B=F

Jedoch muss die Wellenfunktion auch umgeeicht werden:

Y(F,t) = Y(Tt)e.h( g

Die Beschréankung der Eichung auf Phasenfaktoren geschieht wegen der Eichinvarianz der
Wahrscheinlichkeitsdichte:

v @) =]y (1)

Beweis:
Zeige Y= 'Y’ ® ih-Ly = Ky
Tt it
. X iSornf  iSer)y

y MRy En =Ry e *;=e YRy (7 0) + eRG(RO)Y (F 1Y

i g 7 I %

b
o _ e _G _,t ~ - o _,t ~ o _..

2 BR-e&dry=en VR e®-Ror )y (ry = sy Nh g ealy (r.o

el [%) 11 % 11 %

2 .

5 @R &y ry=er VR &Y vy

el [} [ %

1ahe & =GN 1 aafz : i
4y —C¢—N-eAz Y (Ft)+eF'Y'(Ft)=e” |—(; - eAx+eF - eG(T,t)y Y (1)

2mei I 12mei g
dabel

2
L& kv +eF Y Ey =AY FY
2mai a
aig*i N- eA%+er & (7.t) = BY (7.1)
2mei 4] %)

Schritt 4 reprasentiert die linke Seite der Schrodingergleichung. Gleichzeitig:

q q | iSo(r t)P iSG(F)
ih—Y ' (rt)=ih—iY(r,te?” en
5 i 1t (r,t) =i Pl (f,t)e

f b

Da Gleichung4) und 5) gleich sein missen folgt as Bedingung
HY (r,t) =inY (F,1)

finY (7 1) +eGY (F.0)}
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Woas ja gerade die nicht umgeei chte Schrodingergleichung ist.
Fazit: Die Schrddingergleichung ist eichinvariant, falls die Wellenfunktion gemaf3

; i—G(Tt)
Y'(rt)=Y(r,t)e” umgeeicht wird.

Einwurf bis Aharanov- Bohm -Effekt (kein Vorlesungsstoff !!)

Also: Die Quantenmechanik ist invariant gegen Phasenverschiebungen der Wellenfunktion ! Die Phase der
Wellenfunktion kann damit gar keine Observable sein! ( absolut gesehen)

Interessanterweise wird in der Quantenfel dtheorie die Phase der Wellenfunktion als die kanonisch konjugierte
Variable zur Ladung aufgefasst. ( Es existiert also ein Posisonklammerformalismus. Die Phaseist ein
verallgemeinerter Ort und die Ladung der dazu verallgemeinerte kanonisch konjugierte Impuls).

Die Ladung ist grundsétzlich erhalten. Dies gilt ebenso wie beispiel sweise die grundsétzliche Erhaltung der
Energie im Gesamtsystem. Nur durch nichtkonservative Potenziale kann die Energie dissipativ verloren gehen.
In einer Gesamtwellenfunktion, die auch die Energie, also die Teilchen der Umgebung beinhaltet, geht jedoch
keine Energie verloren. Dies kommt immer durch den entsprechenden Schritt zur Einschréankung auf ein
Untersystem, welches in Wechselwirkung mit dem anderen System steht ( Potenzial)

In diesem Sinne ist die Zeit as kanonisch konjugierte Variable zur Energie ( Energie- Zeit- Unscharfe,

hei senbregsche Bewegungsgleichung, Poissonklammerformalismus) auch nicht direkt beobachtbar. Wie man aus
der Einschrankung des Problems mit der Energiedissipation sieht, gilt diesjedoch eingeschrankt. Die Zeit ist in
gewisser Weise natirlich beobachtbar. Wir selbst machen dies als ein Lebewesen. Jedoch existiert kein
Zeitoperator. Eine absolute Zeit scheint nicht zu existieren in unseren Bezugssystemen.

Mit der Ladung scheint dies noch einsichtiger. Es gilt Ladungserhaltung. Grundsétzlich. Nur neue entstehende
Teilchen kénnen die Ladung davontragen ( Autauschbosonen der schwachen Wechselwirkung) Die dazu
kanonisch konjugierte Phase ist jedoch nicht beobachtbar. Es existiert zu mindest kein hermitescher
Phasenoperator, der beobachtbare Eigenwerte besitzt.

Also: Die Phase ist nicht beobachtbar, die Quantenmechanik ist invariant gegen Phasenverschiebungen der

) iSe(F)
Wellenfunktion Y (F',t) =Y (I, t)e ( Mit der Einschrénkung, dass wegen der Eindeutigkeit der

Wellenfunktion in geschlossenen Systemen die Phase dann um ganzzahlige Vielfache von 2|0 verschoben
werden muss, was trotz der Unbeobachtbarkeit der Phase dann auf die beobachtbare Quantisierung bestimmter
Observablen im entsprechenden Potenzial fuhrt ( Elementarladungen, geschlossene Wellenfunktion im
Wasserstoffatom als Ansatz fir die Impulsquantisierung, siehe unten beim Aharanov Bohm Effekt und der
Flussquantisierung).

) iSe(r)
Y'(rt)=Y(r,te”

mit Y (T,t) = |Y (T, t)|eij und wegen [Q,JA] 1 0 ( Quantisierungsbedingung, die
Poissonklammerformalismus dann gemal V ertauschungsrelation erfillt), zum Ausdruck der kanonisch

konjugierten Beziehung dieser Variablen, ist ]  folglich unbeobachtbar und g grundsétzlich erhalten. Ebenso
stellt man dies fur die Nichtexistenz eines hermiteschen Zeitoperators fest, der beobachtbare, reelle Eigenwerte

fir eine absolute Zeit liefern sollte. Ebenso lé,f] 1 0, adsoE, t- Unscharfe , wieq, ] - Unschéarfe.

Hier kann man natiirlich leicht nach weiteren Beispielen fir absolute Erhaltungsgrofien und ihre zugehdérigen
kanonischen Variablen suchen. Beispielsweise bei Leptonenzahl und Baryonenzahl. Diese sind auch absolut
erhalten. Oder die Anzahl der Leptonenfamilien ( Baryonenfamilienzahlerhaltung wird unter der schwachen
Wechselwirkung verletzt). Diese Verletzung wiederum gibt dann eine Nichterhaltung unter einer bestimmten
Kraft, die Uber die Grinde der Beobachtbarkeit (spontane Symmetriebrechung) Aufschluss geben kdnnten. Dies
musste dazu genauer untersucht werden



Ist die kanonisch konjugierte Variable zur Leptonenzahl grundsétzlich nicht beobachtbar, die zur Baryonenzahl
ebenso, die zur Baryonenfamilienzahl vielleicht dann doch wieder ? Unter der schwachen Wechselwirkung, die
jadie Strangeness- Erhaltung verletzt ?

Warum wird die Erhaltung dann gerade hier gebrochen, kann man da veranschaulichende Modelle finden und
Schllisse ziehen ?

Potenzial e verletzen Erhaltungen. Andere GrofRen werden nicht so einfach beobachtbar, weil diese Potenziale
existieren. Auf subtilerer Ebene muss diese Analogie zu suchen sein. In allen Potenzialen ist der Impuls P nicht

erhalten, (aufZer in reinen Wirbelfeldern). I st dieses Potenzial dann nétig, um den Ort beobachtbar zu machen ?
Im B- Feld, einem reinen Wirbelfeld ist die Ablenkung proportional zum Impuls, jedoch ist der Impuls
hinsichtlich dieses Feldes erhalten ! ( Naturlich ist der Impuls hier dennoch nicht vollstandig erhalten, weil
immer andere Felder vorhanden sind, mindestens die reine Selbstwechselwirkung mit dem eigenen Feld))

~ dp ~ dH
NF1O0P Epl ou ?1 O (der Impulsist hier natiirlich selbst auch beobachtbar, Ladung ist

X
grundsétl zlich beobachtbar). Vor allem jedoch ist der Ort beobachtbar, er existiert. Das Teilchen hat einen Ort im
Moment der Messung.

Wenn alle Orte gleich sind, also véllige Invarianz beziglich des Ortes herrscht, dann kann man den Ort natiirlich
nicht messen. Es gibt keinen beobachtbaren Ort und der Impulsist in jedem Fall erhalten. So bald ein Potenzial
existiert, irgendwelcher Art, wird diese Symmetrie aufgebrochen.

So bald eine schwache Wechselwirkung existiert, besteht die Symmetrie beziiglich der kanonischen Variable zur
Strangeness nicht mehr..., die Strangeness ist zeitlich nicht mehr erhalten.

dE
Jedoch ist beispielsweise E = 0, nach einem Zeitoperator kann man lange suchen. Er existiert nicht, zu

mindest nicht alshermitescher Operator mit reellen Eigenwerten.

d
Ebenso fir die Phase —Q =0, esexistiert kein hermitescher Phasenoperator, der reelle Eigenwerte, die Phase,
die beobachtbar wére, liefern wirde.

Nebenbemerkung: Die Dimension aller Kommutatoren ist die einer Wirkung. Sie wird minimal sein, jedoch
verschwindet sie prinzipiell nicht bei kanonsich konjugierten Variablen mit Unscharfe (©)

|E.tL[p.8]...|= 3s

Man kénnte hier ein Postulat formulieren, welches lautet: Die Prinzipielle
Invarianz der Quantenmechanik gegen die Transformation hinsichtlich einer
veralgemenerten Variable, macht diese Variable aus Symmetriegriinden
prinzipiell unbeobachtbar. Diese Variable muss dann zu mindest zyklisch sein
(die Lagrange- und Hamiltonfunktionen dirfen nicht von ihr abhéngen). Die
zugehdrige kanonisch konjugierte Variable (mit den zugehérigen
Vertauschungsrelationen) ist dann zeitlich vollstéandig erhalten, bis auf die
Unscharfe.

Sollte fur Phasen- und L adungsoperator [Q,JA] = 0 gelten, so stért dies die obige Argumentation nicht, jedoch

wurde diesim Rahmen der Theorie beweisen, dass die Ladung nicht fluktuiert. Mdglicherweise hétte es gar
besondere Auswirkungen auf die prinzipielle Unbeobachtbarkeit der Phase. Vielleicht auch auf die Art der
Unbeobachtbarkeit unter verschiedenen Messungen. So kénnen wir die Zeit wahrnehmen, nicht jedoch
unbedingt die Phase.



Aharanov- Bohm- Effekt

Zunéchst werde ein Magnetfeld E(r_) im Inneren einer langen Spule erzeugt.
Aulerhalb der Spule sei B=0

Die Spule werde von einem zeitlich konstanten Strom durchflossen, so dass §(r‘) zeitunabhangig wird.

Aulerhalb der Spule ist B=0, jedoch muss dasV ektorpotenzial nicht notwendigerweise verschwinden. Es darf
nur keine Wirbel aufweisen.

AuRerhalb der Spule gilt:

B(M) =NxA=0

b A=NL{F)* 0

Das Vektorpotenzial muss sich als Gradient eines skalaren Feldes darstellen lassen (im Aul3enraum).
Betrachten wir den Bereich B(I") = NXA =0

Wir kénnen das magnetostatische Potenzial L (T) retour aus dem Vektorpotenzial gewinnen:

;
L () = QA()dS

3
P NL({):O
Wegen NL (F) ¢ Oist das System integrabel -> Lésbar durch Integration !
Fir einen beliebigen Weg innerhalb des einfach zusammenhéngenden Gebietes mit B () = NXA = 0
Unsere Wellenfunktion gehorcht der Gleichung:

&

1 & N | R
N - eA Y (,t)+eFY(r,t =Y (r,t

ngl— (F,t) + (F,t) =i Tt (r,1)

Wir fihren die Elchtransformatlon durch:
A=A-NL():=A+NG(r) =0
Wie oben gezeigt wurde, gehorcht nun die Wellenfunktion

Y (1) = Y(rt)e' 7

1o & 1
der Gleichung —¢—N=+ Y'(I,t) +eF Y (7, t) =in—Y'(T,t)
2méi g it

Ansatz: Umeichung der Wellenfunktion bei der Eichtransformation der Potenziale !

Also:

|—oA(s)d'
Y'(F,t)=Y (F,t)e "

Der Phasenterm ist also wegabhangig ! Es kommt zu Interferenzen !
Dabei gilt:
Y (F,t):A1 0

und fir

Y'(F,1):A=0
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Elektroneninter ferenzexperiment:

Neben der geschilderten Spule fihre man ein Elektroneninterferenzexperiment durch:

©
. \
\
3

Das Elektron bewegt sich dabei nur in Gebieten mit B=0 ( die Spule ist durch einen unendlich hohen
Potenzialwall abgeschirmt).

Falls nur Spalt 1 offenist, so gilt:
_ -iSoAB)E

Yi(s) =Yy e ™

Falls nur Spalt 2, so gilt:

-if oA (3)ds
Yo(Tg)=Y e ne

Y. (F)® At O
Mit —

Y,® A=0
Sind beide Spalte offen:

-iSAE | -iSoA(B)d
Y (F) =Yq(Fo)+ Yo (F) =Y, e ™ +Y, e 7z

Esqgilt:

OA(S)dS- pA(S)dS = PA(S)ds = ¢yif rotA = (Bdf =F g
1 2

Diesist der EINGESCHL OSSENE magnetische Fluss, also der magnetische Fluss innerhalb der Spule.
Damit folgt:

e — e — e A e —
- i—pA(3)d5 -i—pA(3)ds & -i=F 0 -iZpA(5)ds
Y(F)=Ye M +Y,’e " =gvl'(rs,t)e B Y (Tt) e e
e %)
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Denn:

- i8AE)ds [iCAG e @ i& oA('S)dSl oA(s)ds Ci8A(3)ds
Y(F)=Yre 1Y e i =gy ([ e +Y2(s,t) e 2
e )

e -|—oA(s)d' _ S oA( ) S -i= odf rotA -i= oA(s)dS

=SYUEe T +Y S Ee Srmne Ty, (rs,t) e

g 5 g g

2 i df O i%Amas & -iSF, 0 i Z5A(5)ds
zé (rs,t)e g +Yy,' (rs't) e :ngl(rs’t)e PUEYy (rs’t) e

ﬂ e ﬂ

Das bedeutet, die relative Phase zwischen Y und Y 5 und damit auch das I nterferenzbild andert sich, wenn sich

der eingeschl ossene magnetische Fluss d?df = F g verschiebt, obgleich die Elektronenwellen ausschlielich

im FELDFREIEN Gebiet B = O verlaufen:

2 £

. e — . e

) IZoA(S)dS | -i=oA(S)dS 2 & v xe T

Y (R =|Y e ™ +Yye hs +2Rng1Y2 e !
e

FluRquantisierungin Supraleitern

bei T<Tc ( kritische = Sprungtemperatur) werden viele Materialien supral eitend.
Die Elektronen bilden Cooper- Paare ( Ladung 2€).

MeiRner- Effekt: Magnetfeld wird aus dem Supraleiter verdrangt ( Supraleiter 1. Art)
Betrachten wir einen supraleitenden Hohlzylinder:

[l =Y eniy e



Die Wellenfunktion der Cooperpaare ( eines Cooperpaares) lautet:
i%oﬂ(g)dé
Y(F)=Y'(Ne "7

Dasheitfur ip =T P Y () =Y'(T)
Fur einen geschlossenen Weg um den Zylinder gilt:
2e +

PN Cr I
Y (fp) =Y (fR)e # =Y ()

Wegen der Eindeutigkeit der Wellenfunktion folgt daraus aber:

§(‘)K(§)d§ = 2pn
h ( Die Wellenfunktion muss sich schlief3en !)

DAGB)AS =F g
Also ist der eingeschlossene Flu3quantisiert !:
F B — nF 0
mit dem magnetischen FluRquantum
h h ]

Fo=2P =1 = 207x0 Bvs

e 2e
Also:

Wir haben zwei Beispiele flr beobachtbare Folgen aus der Invarianz:

1) Aharanov- Bohm - Effekt
2) Flussquantisierung in Supraleitern !

Ergéanzung: Wellenfunktion, Eindeutigkeit, Stetigkeit und Flussquantisierung

Dass sich in einem ringformigen System die Wellenfunktion schlief3en muss (also stetig sein muss, damit die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit nicht springt !), kann als &quivalent zu ihrer Eindeutigkeit betrachtet wéren. Das
Springen der Phase an einem Punkt macht ja die Phase an diesem Punkt uneindeutig.

Diesist ein bereits von Bohr gefundenes Phanomen, welches er anschaulich zur Darstellung der
Drehimpul squantisierung verwendet hat.

Eine Wellenfunktion im Wasserstoffatom muss sich aufgrund der Kugelsymmetrie des Potenzials schlief3en und
der Drehimpuls wie die Energieeigenwerte sind quantisiert, da dies nur fiir ganzzahlige V eranderunen der
Wellenzahl und der damit verbundenen Notwendigkeit, in ein Orbital ganz "hineinzupassen" verbunden ist
(siehe Abbildung)

Im Wellenbild kann des als guter Ansatz fiir alle Quantisierungsphdnomene betrachtet werden. In unserem Fall
ist ganz explizit die Eichinvarianz unter Phasentransformationen im Zusammenhang zur Ladungserhaltung. Das
Mal3 des Kommutators zwischen Phase und Ladung bestimmt die Fluktuation der Ladung. (Und der Phase, die
jedoch sowieso unbeobachtbar ist). Die Ladung ist quantisiert, ndmlich in Einheiten der Elementarladung. Dies
gilt jedoch nicht fur gebundene Zusténde, die sich unter der starken Wechselwirkung bilden (Quarks). Sie haben
gedrittelte Ladungen.



1.4 Kontinuitatsgleichung

Schrodingergleichung fur Teilchen in Potenzialen V und A ( beidereell):

.2
L@ Rl v+ (o)
a9

iny (f,t) =HY = —&&
(7.0 2mgi

iny () =—ZR- A2 R- &y (ry+vy (ry

el x| 2

= zi - 12DV +ineN(AY )+ ineA(NY ) + €AY |+ v (r )
m

Dabei sind alle Terme aul3er dem ersten und dem letzten (V) magnetfeldabhéngig, also abhéngig von
A1)

Die Gleichung kann komplex konjugiert werden:

iy * (F 1) =2i[ h?DY * - ineN(AY *)- ineA(RY *)+e?A2Y *]+W * (F 1)
m



Damit ergibt sich eine Bewegungsgleichung fur die Wahrscheinlichkeitsdichte:

L (NN S | - =iz Ty /e R | _

ih—|Y () =i \Y(,O)Y*(,t)=Y *([,)in=Y [, t)+Y (,t)in=—Y * (It
gl Y T =ing (Y (MDY > (F0) =Y * (C.0inge Y (M) +Y (C0ingY * (D)

m%w(r,m2 =in(Y * (F,OY (F,0)+ Y * (T.OY (7,1)= Y * AY - Y (HY)*

W AP & il 2y x4y % X
Y (F.0f = (Y * DY - YDY )+ |y = A%Y - YAPY *[+Y *VY - YVY
+Z“_e(Y*N(AY)+KYNY*+YN(KY*)+KY*NY)

m

Y * A%Y - YA%Y* =0

Y *VY - YVY* =0

Y *RN(AY )+ AYRY*= YR(AY *)+ AY *Ry = R(YAY *)
n? ine

2 - _
b |hﬁ|Y (70> —%(Y *DY - YDY *)+FN(YAY*)

Y *DY - YDY *=N(Y *NY - YNY *)- (NY *NY - NY Ny *)
(Ny *RY - RNYRY *)=0

2 .
p |h—|Y (71> = PR <RY - YRY )+ ZER(YARY +)
m m
s 2 . N
=) |h—|Y (7.0 = EZL(Y QY - YNy *)+'h_e(YKY *)3
g <m m o

Diese Gleichung hat die Form einer Kontinuitétsgleichung der 1okalen Wahrscheinlichkeitserhaltung fir die
Wahrscheinlichkeitsdi chte quantenmechanischer Wellenfunktionen im elektromagnetischen Feld

%|Y (O +Rxj=0

Die Wahrscheinlichkeitsstromdichte |autet:

I:%(Y*NY-YNY*)-E(YKY*)
=i:Y*€&1N eAOY Y& 2R - ealy+y
2mj e | 2 g
Denn:

Wenn die K ontinuitétsgleichung %|Y (T, '[)|2 + N %] = Oerfillt sein soll, so muss der

Wahrscheinlichkeitsstrom die obige Form haben !

Die Kontinuitatsgleichung erhalt man sauber durch Anwenden der Schrédingergleichung auf Die
Wahrscheinlichkeit !

Dabei bezeichnet man

- _h
| = —(Y *NY - YNY *) als die freie Wahrscheinlichkeitsstromdichte, die im elektromagnetischen

2mi
. . e (ux .
Potenzial durch den Potenzialterm - — (Y AY *) erganzt wird
m

SEY WO



Mit dem Kinetischen Impulsoperator

ﬁkin:: N- eA

Fihrt man den kinetischen Impuls ein, so ist die Form analog zur Darstellung der freien
Wahrscheinlichkeitsstromdichte verallgemeinert !

Bemerkungen
: 5 . _hc : : L . .
1. Neben dem kanonischen Impulsoperator: P :=—N, wobei klassisch p; =—— haben wir es nun mit
! G
o = he & : . : o
dem kinetischen Impulsoperator B, = —N - €A zu tun. Dieser hangt mit dem Geschwindigkeitsoperator
|
= _ Bin . N = _ Fn o
V = —— zusammen, wobei der Geschwindigkeitsoperator V .= ——NICHT die Zeitableitung des
m m

Orts- Operators reprasentiert.

Also; By =MV und Pl nw

2. Mit Hilfe des Geschwindigkeitsoperators lautet die Kontinuitatsgleichung

~ S _ Af - .
%|Y ()2 + R x] = Omit ] :E{Y 9y +v (Vv )4
Diesist ganz analog zur Kontinuitétsgleichung fur klassische Dichten:
r+Nxj=0mit | =r X
Quantenmechanisch muss man lediglich die symmetrische reelle Form | = Re{Y *@Y}Wéhlen, dahier
I 7 oder Vr nicht wohldefiniert ist. ( Worauf wirkt der Operator ?)

I N E ey S v I B (P S T ) D
3 InH =2— p- eA(r,t)] =—|\pP° - epA- eAp +e“ A” | ist die Reihenfolge der Faktoren zu

m

2m
beachten !

Nur in der Coulomb- Eichung N xA = Ogilt:

(FA+ &)y = '?_[N(zv)+ AY )= ? ([} <) +2A(RY )]
N xA =0

Im Spezialfall der Coulomb- Eichung. Somit:

(A + AD)Y = 2ADY

Alsoin diesem Fall:

N

1= (p- A0 = (57 - 2eAB+e? A7)

Merke: Die Coulombeichung bringt Aund P zum Vertauschen !

4. Im Gaul3schen Mal3system gilt:

>
=
i
D
£
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1.5 Zeitunabhangige Schrddinger - Gleichung und stationare Zustande

inY (r,t) = HY ist ( Schrodinger- Bild) eine Schradingergleichung mit dem zeitunabhangigen

Hamiltonoperator H
Esergibt sich ein Anfangs- bzw. Randwertproblem:

Die Anfangsbedingung Y (",0) ist gegeben.
Aus der Normierbarkeit folgt:

Q Y (0Pd%r <¥
ply®o fiur [f]® ¥

Eine spezielle Losung findet man Uber den Separ ationsansatz:

Y()=j (M+TO

inj T = TH;]
inj I:H_J
j

dain der letzten Zeile rechts nur Abhangigkeit vom Ort und links nur Abhangigkeit von der Zeit vorliegt, kann
diese Ubereinstimmung nur gelten, wenn beide Seiten fiir sich konstant sind. Also:

7] Izl__'—]: E =condt.
T )
Also:
T=-LET
h

Hj (F) =Ej (F)
Wir finden eine Ldsung fir den zeitabhéngigen Teil:

|
Te(t)=ce " = und erhalten gleichzeitig eine zeitunabhéngige Schrédingergleichung: I:Ij () =Ej (M)
Somit haben wir als Eigenwertproblem des Hamilton- Operators:
ﬁj (r) = Ej () die Energie- Eigenfunktionen ] g () und die Energie- Eigenwerte E. Dies sind die
moglichen Mef3wert der Observablen "Energie”.

Die Energie- Eigenzustande lauten:
i

-—Et.
Ye(Ct)=e jg(r)
Diese heil3en stationére Zusténde, da die zugehdrige Wahrscheinlichkeitsdichte

— 2 2 . T
|YE(r,t)| :h E(r)| zeitunabhangig ist.
Also: Die Wahrscheinlichkeit bleibt erhalten ! ( wegen Normierbarkeit !)
Nebenbemerkung:
g

Die Wellenfunktion Y g (F,t) =€ 7 j () selbst ist natiirlich zeitabhéngig, da die Materiewelle mit

E
W= ;oszilliert. Dies gilt auch mit Potenzial ( mit Potenzial nimmt die Ozsillationsfrequenz sogar zu, dadie

Energie steigt !)



Weiterhin sind jedoch alle Erwartungswerte von Observablen ( nicht die Observablen selbst, sondern ihre
Erwartungswerte !) innerhalb von Eigenzusténden ( und nur in diesen) zeitunabhangig:

(F(B.N) =0 Ye* COF(B.NYe.0d% = 5 e O)*F(B.A) ()= 3 E(r—)*F(?N,%)j e(r)
Insbesondere gilt:

d /-~

G(P)=0

d /-

a<l‘>=0

Ehrenfest- Theorem

Nach dem Ehrenfestschen Theorem ( Siehe l11: Statistische Physik)

gilt mit
d /=~
TP =0
d /-
a<r>=0
auch

dt
Bemerkungen
o lahy =
1. Die Energie- Eigenwerte E des Hamilton- Operators H = —¢—N - A(T,t)+ +V sindreell.
2mei g
Beweis:
Nach § 1.4 gilt:

Y <Ay - (AY e Y] =-inkix]

Y =AY - (v v a3 =- inQ Nxjd’r =-ingy, Jxdf

R3

Der Rand des R liegt jedoch im Unendlichen. Aus Griinden der Normierbarkeit muss der Strom dort jedoch
verschwinden.

Also gilt:

NY*AY - [HY Y [d% =-ingy, Nxjd3 =-ingy, jxdf =0
ol Y- (v vlot —ing ot =gy
Andererseits aber gilt:

O Y*HYd* =E
R3

o (A ) vdd = 3 (EY)* vdir = E*
R® R®



Also folgt:
E=E*

Fur ein komplexes E mit

22t
. 2, . 2 .
E=E +IE, ware |YE =e " h E| und wiirden fur E2 <0 zerfallen (und fir E2 > 0 explodieren !)
Somit folgt bereits aus der Kontinuitétsgleichung, dass alle Energieeigenwertereell sind !!

2. Die Energie- Eigenzusténde sind scharf in der Energie, jedoch beliebig unscharf in der Zeit:
<I:I> = E Erwartungswert= Eigenwert

Unschéfe: DH = \/<(H : <H>)2> :\/<<(H )2> <|4>2> =JEZ-E2 =0

Eundtsind wie ﬁ, fI zueinander konjugierte Variablen, jedoch keine Operatoren !

Diesist analog zur Situation, dass der Impulsin Impuls- Eigenzustéanden beliebig scharf ist. Die
Wahrscheinlichkeitsverteilung ist dann ortsunabhéngig ( aso beliebig unscharf im Ort, also: gleichverteilt !,
konstant !):

(

li (F)|2 =1 unabhéngig von r

ob

)= O Y *LRvd®r = hk § Y *Yd%r =ik schat
|
R? R?

Dies lauft analog zur klassischen Mechanik. Dort bedingt die Zeittranslationsinvarianz der Hamiltonfunktion
eine Erhaltung der Energie ( E Erhaltungsgréfie) und die Ortstranslationsinvarianz der Hamiltonfunktion bedingt
eine Impulserhaltung.

Die Bedingung der Normierbarkeit schrankt die zuléssigen Werte der Energie deutlich ein.
Randbedingungen - Eigenwertproblem !

Allgemeine L 6sung der zeitabhangigen Schrddingergleichung

Ein jeder Zustand kann nach stationéren Zusténden j |, (T") entwickelt werden:
i
_ o —EL
Y(Ft)y=a ce” j,f)
n

Fur verschiedene Enist dies jedoch kein stationérer Zustand mehr: Also ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung
zeitabhéngig:

o e-ed, .
Y(F)*Y(rt)=a cph*che J m* (M) ,(T) zeitabhangig !

n,m

Y (F,t)ist kein Energie- Eigenzustand !
Die Entwicklungskoeffizienten C, lassen sich durch die Anfangsbedingungen bestimmen:
I

Y(F.0=a cin(N)=Yo(P)



Falls {l n (r‘)} ein vollstandiges Orthonormal system darstellt, kann jede stiickwei se steige Funktion nach den

stationdren Zusténden] |, (T") entwickelt werden:

Qd m* (M n(NAr =0y P A Gy Q m* (M n(NA™r =3 Crly =Cry
Orthonormierung: n n

& cnQul m* (P n(NAr = Yo (i m* (N =cp,

n

Man sagt: Durch die Anfangsbedingung kénnen die Entwicklungskoeffizienten " herausprojiziert" werden.
P.S:: Diesist im Dirac- Formalismus wesentlich einfacher !!
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1.6 Allgemeine Eigenschaften der stationaren Zustande

é 12 u )
& ——D+V(ng (N =Ej (1)
g 2m i

die zeitunabhangige Schrédingergleichung mit dem skalaren Potenzial V

Annahme: V(') ® OfUr|F| ® ¥
aulerdem soll das Potenzial stlickweise stetig sein und nach unten beschrankt.

Vinin
Vmin
Dann gilt:
a) E<0

Prinzipiell sind nur diskrete Eigenwerte E>Vmin moglich.
Diesist ein klarer Widerspruch zur klassischen Mechanik, nach der alle Zustande mit E * V,;;,, moglich sind.
Die Anzahl der Eigenwerte und ihr Abstand héngt jedoch von der Form von V ab.

lim 1
Wenn ® v |V(T)| ~ —53g Mit d > 0. DasPotenzial mussalso nur fir r gegen unendlich dieses Verhalten
r r

zeigen. Dann existieren nur ENDLICH viele diskrete Werte.

Also: es gibt genau dann endlich viele Zustéande im Potenzial, wenn das Potenzial schneller verschwindet als
Ur2,

— 1
Typische Beispiele sind kurzreichweitige Potenziale wie die Dipol- Dipol- Wechselwirkung [\/(r )| ~ 5 oder
r
der rechteckige Potenzialtopf.
Bei sehr flachen Potenzialen ( sehr flaches Vmin) existiert moglicherweise gar kein Zustand im Potenzialtopf (
gar kein Eigenwert existiert).

In eindimensionalen Potenzialen allerdings existiert stets ein Eigenwert E<O.

Langreichweitige, langsam abfallende Potenziale konnen unendlich viele E<0 mit einem Haufungspunkt bei E=0
haben ( Wasserstoffatom). Dies trifft vor allem fir das 1/r- Potenzial zu !

4?2



Eigenzustande zu E<O
. L . N 3 ;]2 _
Sind in jedem Fall Normierbar: Q3d r|| (r)| =1

lim .
_ ¥j () ® O hinreichend rasch !. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist damit im Endlichen lokalisiert.
r- >
Das bedeutet: Die Zustande sind gebunden .
Es existieren also gebundene Zustéande im Bereich E<O ( vergleiche: elliptische Bahnen bei 1/r- Potenzialen fir
E<0)

Im Gegensatz zur klassischen Mechanik ist jedoch die Aufenthaltswahrscheinlichkeit auch in Bereichen mit
E<V(r) von Null verschieden:

v
r
__j;\"—\_\kkk- 3
E : 5 2 b
Vmin 1
klassisch verhoten

p2
Klassisch. — +V () = E
2m

h
Grund dafir ist die Unscharferelation: DpDx 3 —

2

Fir ebene Wellen als L 6sung der Schrédingergleichung der Form ei
giltdannwegen kK ~/E-V T Im, fals E<V
kx Re

kx

somit €% =™ "¢ > exponentiell gedampftes Eindringen in die Barriere !

b) E>0

Hier ist das Energiespektrum grundsétzlich kontinuierlich. Die Eigenfunktionen sind dabei nicht normierbar:
lim

j (F) ® const oder oszilliert.
M- >¥

Beispiel: Ebene Welle j () = ek ist Losung von
2 2k2

=g OmiE="""50
2m

kT Rp €K ist osillierend!



j(n= ek istalso L ésung der Schrodingergleichung mit V=0
21,2

Es gibt keine Einschrankungen an E = > 0. Die Energieist gleich der kinetischen Energie! Falls V=0

2m
Das Teilchen ist ganz klar nicht im Endlichen lokalisiert.
Man spricht auch von einem stationéren Streuzustand.
Beispiel: Elektronen in Metallen -> Elektronengas !

Nebenbemerkung: Wellenpakete und damit auch Photonen sind KEINE stationgren Zusténde (= Energie-
Eigenzustande). Die unendliche Delokalisation stellt sich also als Problem hier noch gar nicht an Photonen oder
Wellenpakete im Allgemeinen. ( fir " Energieeigenzustande™)

Bemerkungen

1. DieKlassifizierung E<0 und E>O0 gilt auch dann noch, wenn V (T") Punktsingularitéten hat, also auch beim

_ 1
V(r) ~ —bei r=0 oder beim Delta- Potenzial
r

2. InBereichen mit V(F) ® ¥ gilt grundsétzlich ] = 0. Auch quantenmechanisch kann hier das Teilchen
nicht eindringen. Insbesondere folgt al's Randbedingung an einer unendlich hohen Potenzial schwelle:

J |rang =0

V=a

N

r

3. Qualitativ verschieden ist das Verhalten bei periodischen Potenzialen V (") .Dies beobachtet man
beispielsweise bei Elektronen in Kristallen. So entstehen bei spiel sweise Energiebander.

Eindimensionale stationdre Zustande

In Speziaféllen lassen sich Probleme separieren/reduzieren:
V() =V(x) +V2 (X3) +V3(X3)
Separation in kartesischen Koordinaten:

J (M) =] 106) 20%) 3(X3)

Die Schrodingergleichung lautet:

S € n? q? u : : . : :
a €& _ﬂ—z"'Vi ()0 10l 2(%2)i 3(X3) = Ej 1(3)j 2(%2)j 3(X3)
i=1 @ 2Mix s

ne .o .

ol WO+VNNMKN):EM

(%)
mit E=E® +E@ +EC



Insbesondere ( Beispiel): V5, +V3 = 0-> freie Bewegung in x2 und x3- Richtung
j (1) =] 1(x)eled s

22 2,2
:E(l)+k2h +k3h

2m 2m

E

Beispiel: Quantentopf in Halbleitern ( Quantum Well)

Halbleiterschichtstruktur:

Ga As
rd :/_I' .
= ff; \41‘
=< O |~
| g, %4
| E1
£V
e Xq o _

Durch die Variation des Legierungsverhéltnis x und durch die Schichtdicke 183t sich Vo und a mal3geschneidert
produzieren und somit auch die Lage und Zahl der Energieniveaus im Halbleiter.
Das effektive Potenzial der Leitungselektronen ist der Quantentopf wie im rechten Diagramm dargestellt.

Beispiel: Fur GaAs/ AlGaAs der Form:

GaAs/ Al 3Gay 7AS erhdlt man Vo = 250 meV. Bei einer Schichtdicke des GaAsvon 10 nm ergeben sich 3
gebundene Zustéande im Quantentopf.

Durch die gebundenen Zusténde im Quantentopf und die freie Beweglichkeit in x2- und x3- Richtung mit der

effektiven Masse M* ergibt sich ein zweidimensionaler Leiter, wenn die Spannung in x2- oder x3- Richtung
angelegt wird. Legt man einen Strang durch das Material, so gewinnt man einen eindimensionalen Leiter.

Beispiel: Kugelsymmetrisches Potenzial
Sei V() kugelsymmetrisch, so bietet sich Separation in Kugelkoordinatenan: r,J,j :

F(MN=Rr)+YJ.j)

eZ

dpeyr

1.7 Eigenschaften eindimensionaler_stationérer Zustdnde

Beispiel: H- Atom mit Coulombpotenzial V = -

1) Stetigkeitsbedingung;

Bei stiickweise stetigem Potenzial ( Springe sind erlaubt, dirfen aber nicht die Regel sein). Aul3erdem ist das
Potenzial ansonsten beliebig, sind F (X), F"(X) stetig.



Die eindimensional e Zeitunabhangige Schrédingergleichung lautet:

e :;—TMx)- Ej (%

Das Potenzial habe nun einen Sprung bei x=xo:

Warenunj “(X) ~ Q[X - XO] unstetig an der Stelle x=xo, so ergebesich: j ~"(X) ~ d[X - XO] . Dierechte
Seite der Schrddingergleichung ist jedoch an jedem Punkt beschrankt ( die Wellenfunktion selbst muss
normierbar sein). Somit ergibt sich ein Widerspruch.

Oft ist es zweckmaf3ig die sogenannte Eigenableitung zu verwenden. Diese logarithmische Ableitung ist stetig:
( Eigenableitung = logarithmische Ableitung):

Y
1 (%)

d, . _
G O o=

Fur ein d - formiges Potenzial gilt: V(X) = d(X- Xg):
J (X)ist stetig
J (X) hat endlichen Sprung bei x0



Charakterisierung des Energiespektrums

E;__'_\ /\W )

Vinin

Gegeben sei ein stiickweise stetiges, nach unten beschréanktes Potenzial mit V, £V_ £¥
Fir den Bereich E <V (X) (klassische verboten), gilt:

179 _2m
e #
AlsofirdenFall j (X),j ~(X) > Qist die Kriimmung konvex und fir j (X),j ~"(X) < O(zweite mogliche

Alternative) ist die Krimmung konkav.
Jedenfallsist die Wellenfunktion von der x- Achse " weggekrimmt"”, also allgemein gesprochen "divergent”:

V(- E)>0

¢ >0

$.¢ <0

Diesist deutlicher zu erkennen, wenn man Potenzial e einzeichnet, die hier grof3er sind als die Energie: Es gibt
immer exponentielle Dampfung in derartigen Féllen:



¢8>0
Yo

exponentielle Didmpfung

exponentielle Dimpfung

P $.47<0

F 7 x
J—(( )) =< 0. Dieser Bereich ist auch klassisch erlaubt. Hier ist die Krimmung
X

stets zur X- Achse hin, also im Wesentlichen oszillierend:

Im Bereich E >V (X) gilt:

¢

AA

Damit kénnen wir unsere Eigenfunktionen klassifizieren:
1) E <Vyjin (X) : Die Energie liegt tberall unterhalb des Potenzials -> J (X) divergiert nach ¥ . Keine Lsung
existiert !

2 Vpin(X) < E <V, (X) : Esexistieren gebundene Zustande;
- bei symmetrischem ( vollkommen rotationssymmetrisch) Potenzial V existiert mindestens ein gebundener
Zustand ] o(X) -> eindimensionale Potenzialtopfe sind immer vollkommen rotationssymmetrisch ! -> es

existiert immer ein gebundener Zustand.



Diesist andersbei 2- / 3- dimensionalen Potenzialtdpfen ! Wenn diese nicht vollsténdig rotationssymmetrisch
sind, kann es sein, dass kein Zustand existiert, wenn die Topfe flach genug sind !

- DasEnergiespektrum ist diskret und nicht entartet: Ej < E; <...
entartet heif3t: zu einem Eigenwert gehtren mehrere, linear unabhangige Eigenfunktionen !

- Knotensatz: Die zum n-ten Eigenwert E, gehdrende Eigenfunktion J ,(X) hat n Knoten ( Nullstellenim
Inneren des Definitionsbereichs).

Beweis des K notensatzes

. - 2m .
Zu JEDEM E existiert genau eine Losung] g (X) der Gleichung ] ~" g (X) = —2[V (x) - E1| £ (X) mit
h

lim .

® ¥j £ (X) = 0 (Bilde z.B. Linearkombination von 2 linear unabhéngigen L ésungen).
X -
Dies gilt natiirlich nur im nicht entarteten Fall ! Wie er unter 2) fir Vi (X) < E <V, (X) der Fall ist !

lim .
Nun ist dann aber im Allgemeinen J g(X) * 0. Verschiebt man nun E so, dass auch
X® +¥

lim . . L _ _ _

® ¥j E (X) =0 ->dann erhalten wir die Energien, diedie speziellen diskreten Eigenwerte E
X® +
représentieren.

Die Behauptung ist: zwischen 2 Eigenwerten muss immer ein weiterer Knoten vom Inneren an den Rand

wandern:

Beweis:

Sei Xo(E) eine Nullstelle von j g (X) . Nun bilde man die Wronski- Determinante vonj g (X) und von

X
(i EZ-] EZ,) |f(°¥ = C‘fl E Z-] EZ”)dX
-¥



Dabei:

0 ez-ieZ) %y =i ' (0)2x0) - e(X0)Z(X0) - ] &' ¥)2(- ¥)+] (- ¥)Z(-¥)
Je(X) =] g'(-¥)=0

P ez-i eZ) |} =i &' (%) 2(x0)

Aul3erdem:

(e"z-jeZ)=ie"z+i €Z-] g'Z-j eZ’

Aus der Schrodingergleichung ] ~ g (X) :iz_r;[V(X) - E} £ (X) folgt durch Differenziation nach der

Energie:

":%[V(x)- E]z- %j e ()

Kombiniert man dies mit
2m

i 7e09=ZNV00- B e
und
Xo
(i e'z-j Z) |X§4 = dJ £72-J gZ’)dx
so folgt: ¥

Xo

-

. 2m
I ' (X0)Z(x0) =h—2 g e7dx>0
¥

Mit
_d. N eC) T
0=5e) e(0) == *1 e ()<
Te_,
1E
folgt schlieflich:
€% ot

=00 o M) _ 00788 Pdxi <0
dE J g (Xo) é¥ :

Also wandern die Nullstellen mit abnehmender Energie nach rechts. Bei jedem Eigenwert verschwindet eine
Nullstelle bei ¥ .

Fir E =Vpiphat] g(X) KEINE endliche Nullstelle mehr:

Sonst warefir - ¥ < Xg(E) <+¥:

X(i. ,- Xz. ., 2m Xﬂ 2
dl e gldx=- dl EJ E)dx:_z(v‘ E) @ g"dx>0
¥ -¥ h -y

Also ein Widerspruch !



IHlustration des Knotensatzes fiir_spezielle Potenziale;

Die zu E1 oder E1" gehdrigen Funktionen besitzen einen Knoten. Nur die Funktion zu E1 ist jedoch eine
Eigenfunktion. Die Funktion zu E1”" weist bereits 2 Knoten auf.

Bei EO existieren keine Knoten bei EO, EO"und EO “". Allerdings ist nur die zu EO gehdrige Funktion eine
Eigenfunktion. Die Funktion zu EO""" hat bereits einen Knoten, jedoch ist diese keine Eigenfunktion.

Das zugehorige Potenzial V (X) ® ¥ fir X® a,b. Also KEIN Parabelpotenzial !
Die Randbedingungen seien (a) =j (b) = 0.
Die Forderung j (@) = O kann zu jedem E erfiillt werden. Und zwar durch Linearkombination zweier linear

unabhangiger L 6sungen.
Im Allgemeinen ist dann jedoch
j (b) 1 0. Verschiebt man E so, dassauch ] (b) = 0, so trifft man die speziellen, diskreten Eigenwerte.

zwischen 2 Eigenwerten muss immer ein weiterer Knoten vom Rand ins Innere wandern.

51



Speziell: Symmetrische Potenziale:

Bei symmetrischen Potenzialen: V (X) =V (- X) sind die Eigenfunktionen abwechselnd von gerader Paritét,
also symmetrisch: j (X) =] (- X) und antisymmetrisch ( von ungerader Paritét): | (X) =-] (- X).

Dies kann fur Entartung und Nichtentartung gezeigt werden.

3) V., <E <V. Indiesem Fall existiert ein Kontinuum von Streuzustanden ( nicht entartet). Die Welle | 4uft

vonrechtsein:

« |

—
Vo a7 /N

1
¥

Beispiel mit Potenzialstufe:

Linke Seite:

j (X) - eiMX

Die asymptotische Losung lautet )
M“=V_-E

Aber: j (X) ~ e"M* divergiert und ist somit unphysikalisch:

: - Mx

j(x)~e

Rechte Seite:
j (X) - eiIkX

Die asymptotische Losung lautet ) Die Losung oszilliert also asymptotisch.
k?=E-V,

52



4) E >V._ : Ergibt ein Kontinuum von Streuzusténden ( 2- fach entartet). Die Welle [auft in diesem Fall von

links oder von rechts ein, da die Energie auf beiden Seiten hther als das Potenzial ist. Alle Lésungen
oszillieren!

Zeige

Nicht entartete Eigenfunktionen sind ( bis auf einen trivialen Faktor) reell !

2. Formalismus der Quantenmechanik

2.1 Zustandsvektoren im Hilbertraum

Y () sei ein Vektor im Hilbertraum als Wellenfunktion.

Dabei wird zunéchst noch keine Aussage lber stationare oder zeitabhangige Vektoren gemacht. Noch ist t
einfach als Argument unterdriickt. ( Zeitlosigkeit)

Fourier- Trafo der Impulsdarstellung liefert Y (F):

Y (r) =

1 . _ =
3 Qd3kF (k)e*™ in Ortsdarstellung

(2p)

Lal3t Euch hier nicht verwirren. Die Verwendung von x und k als kanonisch konjugierte Variablen ist vollig

analog zu x- p als Variablen, denn wegen

P =kn

entspricht die Verwendung von P as kanonisch konjugierte VVariable alleine der Mitnahme des Vorfaktors

1

Al
72

Y ()=

.
o 0"
ehg

Die Umkehrung ist nach dem Fourier- Theorem maoglich:

Q.4 (e ™™ = 1)2 & dKF (R)yacre T
p 2

1 by 3 7\ N A3 |(? E)r 1 3 —
b —= @& d*%F (K)§ydre _ & d°%kF (R)(2p)°d(K - K) = (2p)*F (K)
oy 04000 = g 1 Rlapla- 0 =(ap)
b F(K)= (2;)_3 Q.a%xv (e™
p = hk
Mit Hilfe: ~

Y (p) =7 *F (k)
Ergibt sich die gangige Darstellung

Y= qa’V(pe”

ph)%
(2p )

Y (D) = -0d rY(r)e"?



Diesist die umkehrbare und Eindeutige Darstellung der Wellenfunktion in Orts- und Impulsdarstellung
(Eindeutigkeit nach dem Sampling- Theorem).

Dadie Natur der Dinge diese Transformation beinhaltet sind keine Informationen unter einem gewissen Produkt
aus Ort und Impulsin der Wellenfunktion enthalten. ( Sampling- Theorem) Da die Wellenfunktion aber per
Definition das System vollstandig beschreiben soll, kann in dem System keine Information enthalten sein, die
eine grofllere Genauigkeit als diese der Unscharferel ation aufweist.

Alsoist die Heisenbergsche Unscharferelation der Ausdruck einer inhérenten Unschérfe, die in der Natur der
Dinge liegt, wenn denn der Formalismus der Quantenmechanik und ihre Axiomerichtig sind.

Wiederholung
Angesichts einesinformationstheoretischen Zugangs zur Quantenmechanik ist dies eine wichtige Aussage:

Wir haben also als Transformationsvorschrift zwischen kanonisch konjugierten Variablen die
Fouriertransformation:

1 ~ Lo
Y(M)=—=@Qd’pY(Pe’
(2o @ |
V(P =t g drY (e

(2pn)?

Als minimale Einheit der Wirkung ( gemal3 Hamiltonschem Prinzip) gewinnen wir:
1
DxDp = Eh (im eindimensionalen Fall)

also fir unser Informationsminimum:

DXDk:E
2

Diesfolgt unmittelbar aus der Fouriertransformation als Trafo- Vorschrift ! ( Sampling- Theorem)
Die Wellenfunktion kann unter dieser Quantisierung keine Information beinhalten !

Aber: Die Wellenfunktion beschriebt das System vollsténdig ( Axiom der Quantenmechanik !)
Somit existiert in der Natur keine Information unter

DxDp <1h
2

Geometrische Analogie der Transformation zwischen Orts- und I mpulsdarstellung:

Sei V = R"einn- dimensionaler Vektorraum, das heift, die Metrik sei durch ein euklidisches Skalarprodukt
n

(alp)=4 aberat
i=1

~

— 7 =

Seien {él,éz,...,én}, {él',éz',...,en } und {é_,%z,...,en}drei beliebige Basen des R".
Ein Vektor kann natirlich beziiglich der einen oder der anderen Basis dargestellt werden:

Q|

n n n
_ 0 — _ 9 _ 0
—a ajej—a ajej—a




Die Basen sollen die folgenden Eigenschaften haben:

Orthonormalitét: <€, |€j> = <€|' 'ej'> = qj
Die Projektion auf die Basisvektoren erfolgt durch die Bildung des Skalarproduktes:

Ela)=4 :é ai<§|éj>:é a,d,
J J

(&'l3) =ai':é aj'<e'|ej'> :é a; d,
] ]

Natdrlich kann jeder Vektor in einer beliebigen Basis formal entwickelt werden. Die Entwicklungskoeffizienten
sind die Projektionen auf die jeweiligen Basisvektoren und natirlich von der Wahl der Basis abhéangig :

a:éj a|g) :éj-<éj |§>|éj>:éj- 5 X |a)

a)e) = é st
]

g > = Eol <Ei’ 3)

_ o ,
a=a 4q
i i

Im Sinne von:

| = [¢} [¢} — — [] — \/= -
(bla) = a ba, = a (b[2;)(E |2) -a (blz")e
Formal gilt damit:

S |=\/=|_9 |=-\/=-~
a |ei><ei | =a |ej ><ei
=1 =1

Diesist die VOLLSTANDIGKEITSRELATION: Die Basis- Vektoren spannen den n- dimensionalen R" auf.

Ubertragung auf Orts- und Impulsdar stellung quantentheoretischer Zustande:

Der Zustandsvektor im Hilbertraum benétigt zur vollstéandigen Beschreibung einen 2n- dimensionalen
Hilbertraum bei n Freiheitsgraden. In Orts- und Impulsdarstellung wird jedoch nur die jeweilige Komponente,
ergo die Projektion der gesamten Wellenfunktion auf den Ortsanteil oder die Projektion der gesamten
Wellenfunktion auf den Impulsanteil dargestellt.

Diesist vergleichbar mit einem System aus orthogonalen Achsen, wobei man die Projektion einer Funktion in
diesem Raum auf eine bestimmte Anzahl von Achsen, beispielsweise auf die Anzahl Achsen, die die

Bezeichnung I; tragen, betrachtet ( Ortsdarstellung).

Die Anteile sind jedoch natiirlich nicht voneinander unabhangig, sondern sie gehen durch die Fouriertrafo
ineinander Uber !

Es macht ebenso Sinn, Y () und Y (P) a's Projektionen eines abstrakten Zustandsvektorsim Hilbertraum H
auf die T bzw. P - Basis = Darstellung zu betrachten:
YO =({|Y)
_ _ mit Y | H alsZustandsvektor.
Y (p):=(P|Y)

Axiome des Hilbertraums H:

1) Histein komplexer Vektorraum:

Assoziativitét: |Y1>+0Y2>+|Y3>):(|Y1>+|Y2>)+|Y3>
Nullelement: $0)T H :|0)+|Y)=|Y)=|Y)+|0)"|Y)T H
Inverses: " | Y)§- Y):|[Y)+|- Y)=|0)

- Kommutativitat: |Y1>+|Y2> =|Y2>+|Y1>

Dadurch werden die Elemente aus H zu einer kommutativen Gruppe



Weiter gilt: Distributivgesetz:

aQY1> +|Y2>) =a|Y,)+a|Y, )" al C

(@+b)Y)=a]Y)+b|Y)

Das Assoziativgesetz und weitere Rechenregel bei Multiplikation mit 1 und Null aus den komplexen Zahlen:
(@)b]Y))=(ab)Y)

Y)=[Y)

04Y)=]0)

2) H hat ein Skalarprodukt: { | ):H ~ H ® C mit:

(Y]y)20:(v]y)=0@ |Y)=[0)

(YIY Y =(Y[Y)+(Y]Y;)

(Y:[aYz)=alY.|Y.)

(Ya[Y2) =(Y,[Y)*

Damit bereits kann gezeigt werden: (aYl |Y2> =a* <Y1| Y2>

Das Skalarprdukt induziert eine Norm: || || H® R

[Y]? o:|v|=0@ |¥)=|0)

e =¥

[Yo* Yo £]Y] ]V

Dabel ist letzteres, die Dreiecksungleichung, bedingt durch die Definition:

[YI=~CY[Y)

3) H ist vollstandig. Das heifit: Jede konvergente Folge {Y n}nT y konvergiert gegen ein |Y >T H
lim

Also: konvergente Folge von Eigenzustanden: Cauchy- Kriterium: v ||Y mi- Y n" =0

n®

Bemerkungen

1) Die Norm verallgemeinert den Abstandsbegriff auf abstrakte R&ume. Das Skalarprodukt verallgemeinert den
Winkelbegriff auf abstrakte Raume:

<Y1|Y2>,||Yl|| >O||Y2|| >0 P Diebeiden Zusténde|Y2>und<Yl|sind orthogonal.

2) Fur |Yl>,|Y2>T H gilt: |<Y1|Y2>| £||Y1|| >1|Y2|| ( Schwarzsche Ungleichung)

3) Aquivalent sind <Y1| Y2>und (Yl,Yz)
4) Zu unterscheiden sind:
|Y ) =Ket- Vektor ( nach Dirac ->Dirac- Schreibweise)

<Y | =Bra- Vektor

Zusammen ( Skalarprodukt): Bra-c-ket



Dabei bilden die {(Y [} den zu { Y )} dualen Hilbertraum H*:
Y)Y =1 Y ) +1,|Y,), [Y)=1,1,TC

impliziert mit beliebigem (F |:
<F|Y>:|1<F|Y1>+|2<F|Y2>

b (FIY ) =1 (F[Y )+, (F[Y,)*

b (Y [F) =15 (Y, [F)+1,*(Y,|F)

b(Y [=1x Y| +1,%(Y,|

Aber: H ist der zu H * duale Vektorraum, H *istisomorph zu H

5) H heiRt separabel, falls er eine iberall dichte, abzahlbare Teilmenge D besitzt
Dasheit: " [Y)T H $Y }.1 D

Diesist aquivalent dazu, dass ein Hilbertraum H separabel heifdt, wenn er eine abzéhlbare Hilbert- Basis besitzt,

es also ein abzahlbares, vollstéandig orthonormiertes System in H gibt. Eine Isometrie F zwischen

Hilbertrdumen H und K ist eine stetige, bijektive, lineare Abbildung F : H ® K so dass ||F (X)"K = ||X||H fur

ale xT H.

Anwendung auf die Ortsdar stellung

BV (e =L gd%e (p]Y)
@ ol
v(P =(p|Y)= (2;)% QaY (e = (2;)% q.de 7' (]Y)

v () =(F|Y)=—1

3
2

en istinder Ortsdarstellung eine Eigenfunktion ( Wohlgemerkt, eine Funktion!) zum Impuls, also die
Ortsdarstellung des Impulszustandes Impul s- Eigenzustandes| E) ). Der Zustand, der den Impuls représentiert

und durch Anwendung des Impul soperators den Impuls liefert.
Denn:

i i
o —pr

_ﬁNeh = pe’

i

In Algebraischer Schreibweise bedeutet dies ( inklusive Normierung):

1
(o)

Impulseigenfunktion in Ortsdarstellung

- pr
(pr)~e "
Ortseigenfunktion in Impulsdarstellung
( Diese beiden gehen durch komplexe Konjugation ineinander Uber !)

i—
" = (7l7)
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Damit folgt:

Y () =(r|Y)=

e ) Qapel (PIY)= o plr PPIY)

e P (r1v) = IRl Y) = a0 (el

Nlw

Da I und P vollsténdige Darstellungen sind, folgt:

[Y) = Qa”pIPXBlY )= @.d7XrIY)

analog zur Entwicklung des Vektors |§>T R" nach Basisvektoren (in seinen Koordinaten, mit seinen

><ej ||

Koordinaten als Entwicklungskoeffizienten).

—_ 0 —\_9 |[=\/= =\ _o A= A\ _ ©
a=a aj|ej> =d |ej><ej ||a> =a g |ej >—a
j j i j
Somit folgt jedoch:

Qsd 3p| ﬁ)<ﬁ| = Qsd 3r|r‘>(r‘| =1 asVollstandigkeits- Relation. Nebenbemerkung: Der Hilbertraum der
Zustéande hat unendliche Dimension.

Als Grenzwert definiert man den Dirac- Vektor, als Grenzwert einer diskreten Basis:

LI

Eigenschaften der Funktionen, die H aufspannen:

Dual:

(Y |= @a’p(Y [P)P|= @.a>r(Y[FXF|
Man spricht auch vom " Einschieben einer 11",
i

(Y[r)= Qo R(Y [PXPIF) = Q. PV (P)* (200) Te 77 =(r| V) =Y ()"

Skalar produkt:

(Y1]Y2)= Q% (Y| FNTIY2) = Q.d%Y1(N)* Yo(P) = Q. d°pY 1(P) * Y 2(P)
Norm:
L 1

_€x 3 N[ v\U2 _Ex 131y 2 U2
I¥]= g 8% (v [P Y) = S0l O
Alle Funktionen im Hilbertraum mussen also insbesondere quadratintegrabel sein.
Somit folgt:

L2(R3)—1Y R ® c| |y ()P ¥§‘E

Nebenbemerkung:
Die Linearitat des Vektorraumes garantiert das Superpositionsprinzip fir Wellenfunktionen !



2.2 Operatorenim Hilbertraum

Ubergang zur Quantentheorie in der Ortsdarstellung

In der Wellenmechanik nach Schrédinger haben wir statt dem Impuls ( klassisch) den Impulsoperator zur
Beschreibung der Observable:

pe
|

Die Eigenwertgleichung in der Ortsdarstellung des Impul szustandes lautet:
& i__0

L eIl
-

RE——
é@mb P

Multiplikation mit | ') und Aufintegration liefert:

h
[

09 INErN4r|p) = po | r)rim) = i)
Also:

p|P)=p|P)

mit dem ABSTRAKTEN ( Darstellungsfreien) |mpul soperator:
5= &d 3 PRI

p:= 0d e NAT]

Dabei gilt: einen darstellungsfreien Operator bekommt man immer, indem man einen Operator in bestimmter
Darstellung wahlt und zwischen den Projektor auf diese Darstellung packt ( einen vollstéandigen Projektor !)

-> Bei Anwendung wir die entsprechende Wellenfunktion, egal in welcher Darstellung erst mal auf die
entsprechende Darstellung projiziert, in der dann der Operator wirken kann. Man braucht sich keine Sorgen mehr

machen. Der Operator P = (‘)d3r|r>§ﬁ;l§|9(r| ist in dieser Weise darstellungsfrei !
el @
Verallgemeinerung

Sei F (T, P) eine klassische Observable, beispielsweise der Impuls, die Energie, der Drehimpuls, ...),
so ergibt sich F als Operator in der Ortsdarstellung:

F(r,p)® F(F,2N)

Der abstrakte ( darstellungsfreie Operator) folgt durch Aufintegration der Projektionen ( Einschub des
Vollstandigen Satzes von Eigenfunktionen, auf die projiziert wird, Einschub einer Eins):

F=od%|r)F @ 2R)(F|

Umgekehrt, falls die Observable in abstrakter Operatordarstellung gegeben ist:

[F):=F[Y)
So folgt fir die Ortsdarstellung dieses Zustandes
(FIF) = (FIFIY) = odr [P XFIFIY X7 | =gd°r (FIFIFXFY)

Auch hier wurde wieder eine 1, also ein vollstandiger Satz von Basi sfunktionen eingeschoben.

Somit aber:
F(F) = od°r (FIF|T)Y (7)
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Im Allgemeinen werden die Operatoren in speziellen Darstellungen, wie der obigen Ortsdarstellung zu
LINEAREN INTEGRALOPERATOREN ( nichtlokal!)

Fur die Ortsdarstellung fir ein Teilchen im Potenzial F gilt speziell

<F|If| F> =d(r - I’d)lf(r_,é N) (lokaler Differenzialoperator, Lokalisation anr’)
|

Ubungsweise soll der nichtlokale Hamiltonoperator bestimmt werden.

Qrtsopamor:

rY(r)=rY(T)

rElY) =r(rly)

Dabei ist T der Operator, <F|Y>die Eigenfunktion und T der Eigenwert.
(riAY)=od > (rArXr]y) =r(r]Y)

b (r[r|ry=rd(r-r)

In der Impulsdarstellung:
F=rY)

F (P ° (PIF)=(P[]Y)

G e——
pir)= €
2ph2
Ty ) =7{rlY)
3 = 3 'iE 3 -iE
P F(p)=od(pIN)TIflY)=0d’ —ze "TY(N)=—-0dTe "Y()
2ph)? (2ph)?
RS ge-iprg
fre h = i_Np(;e h+
¢ o
NIl 1 ﬂ9
T g oy T,
1 Ak h~é 1 i u
b F(p)= -d°rre 7 Y(N) =- N, &yd°r——e " Y ()
(201 P o) 4
2
1 '7_<__
ze " =(pr)
(2pn)?

— h o é. 1o\ [\ U oS —
b F(P)=- i—NpgodSr<p|r><r|Y>a=- i N,Y(P)
Also: Fir die Impulsdarstellung des Ortsoperators gilt:

~ h o~
r®'TNp



Energiedarstellung

Sei in der Ortsdarstellung
R 72 g2
H =- — —— +V/(X) der eindimensionale Hamiltonoperator
2m dx?

Dazu die Eigenfunktionen:

Hi ,(X)=Eqj (X)), n=012,..
Mit j , (X) :=(x|n)
A& 9 9yjny = £, (x|n)

e |1 dxg "
Ergibt sich:
¥ ~e hodg

ddx)HEX, ——Ix|n) = E
O, 3R ==L =, |
Mit dem darstellungsfreien Hamiltonoperator
¥ ~e h dg

d Hag'(,——:
OBPIHER T3
Die Orthonormierung verlangt:

c‘id)g' * () (¥ = idx<m| x)(x|nY = (m|n) = dyy,

Bei diskreten Eigenfunktionen.
Diesist aber analog zur kontinuierlichen Darstellung:

(F|F)=d(-7)

(P|P)=d(P- P)

Haufig ( aber nicht immer !1) ist die Energiedarstellung VOLLSTANDIG ( sieist beispielsweise beim
eindimensionalen harmonischen Oszi vollstandig):

¥ ¥
XIYY=Y()=a cid n(x=a (n]YXx/n)
n=0 n=0
g
P a |nn|=1
n=0
Vollstandigkeitsrelation !

Dann gilt auch die Spekteraldarstellung des Hamiltonoperators. Jedoch nur, wenn die Darstellung der
zugehorigen Observable vollstéandig ist:

¥ ¥
- o] -~ o
H =a H|nkn[=a Eq[n)(n|
n=0 n=0
Der Operator kann durch die Summe aller Koordinaten in den entsprechenden Eigenzustdnden angegeben
werden, wenn das System der Zustande eine vollsténdige Basis reprasentiert. ( Und die Zustande Eigenzustande
des Operators sind)

| n)(n| ist dabei der Projektionsoperator auf den n. Eigenzustand.
Allgemein gilt:
Aus einer Quantenmechanischen Observable wird ein linearer Operator im Hilbertraum: F:H® H.
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Bei reellen Observablen , besser: reellen Erwartungswerten der Observablen muss der zugehorige Operator nicht
nur linear, sondern auch hermitesch sein

'f(l Wy +laly 2>): | 1'£|Y1>+| 2If|y 2)
l,1,TC

Definition:
Derzu F:H® H adjungierte Operator F * ist definiert durch:
FIY)=|F) O (Y [F™=(F]

Adjungierte Operatoren wirken also nach links

In Klammer - und Integraldarstellung schaut dies folgendermal3en aus;

(Yo BY,)=(E7YLY,) " YL Y,1 H

Integraldarstellung in Ortsdarstellung:

5%, (MEY (M) = g% [E v (M) Y,(M)

Def : ein linearer Operator F heifit selbstadjungiert (HERMITESCH), falls. F = F *
(YLFY,)=(FYL,Y,) " Y, Y,1 H

Od3rYy* (MEY ()= §a(Eya(r)) (v (7))

Die linearen Operatoren bilden eine Algebra. Dabei ist die Multiplikation definiert durch:

F>6)v)=FAG|Y))

Mit dem Einheitsoperator 1:

IF=FA=F
Nulloperator 0:
0xXF =F>0=0

und dem Kommutator:
[E,G|:=F G- 65F
Es gilt, was als Ubung bewiesen werden kann:

y (Ex6) =6+~
) F*™=F

3) Fir zusammengesetzte Zustande:

[Y)=1a] Y1) +12]Y )

~ ~ ~ Linearitat
b F(I4 Y1) +1,Y,)=1F|Y ) +1,F|Y,)
und
[Y) =11 Y1) +1,]Y ) N
. Antilinearitét

P (Y|F* =1 *(Yq[F " +1,%{Y,|F"
Das Skalarprodukt ist linear im 2. Faktor und antilinear im 1. Faktor !

Weitere Relationen:
Q] =6 - 56+ =[6* F*]
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Fals ulf,éj, IEJ = ulf,él,éJI Ogilt, sofolgt:
elfeé — eéelf e[lf GJ

G+ — B of o 26 F]

Aulerdem:

[FG,A|=F|G, H|+|F,AG

Sowie die Baker- Hausdorff- |dentitéat:

eFGe :é+[ﬁ,é]+%[ﬁ,[ﬁ,é]]+....
Mit

[y

nl

Fo

Qox

e
0

>
1

Matrixelemente

<Y1||£|Y2> hei &t Matrixelement von F mit dem Bra<Y1|unddem Ket |Y2>

Mit

FIY2)=|F) 0 (Yo|F" =(F]|

B (Ya|F)=(F[ Yoy =(Y,[F[Y.)*
Also:

<Y1|'£|Y2>:<Y2|'£+|Y1>*

Far herAmit&eche Operat9ren gilt:
(Yo[F|Y2) =(Yo[F|Y1)*

Erwartungswerte

~

<|f> =od 3y = (F)IE(F,?—N)Y (7) in Ortsdartellung

(F)=oa(y |r)|f(r,'?—N)(r|Y> =(Y |lf(F,iEN)|Y)

Fir hermitesche Operatoren sind die Erwartungswerte immer reell:

(Y[R Y) =(Y B3R v)

Umgekehrt gilt:Operatoren mit reellen Eigenwerten sind hermitesch ! (im Allgemeinen).
Physikalische Observablen sind also immer durch hermitesche Operatoren darzustellen

2.3 Eigenwerte und Eigenzustédnde von her miteschen Operatoren

Annahme: Eine physikalische Observable F habe in einem normierten Zustand |Y ) einen scharfen Wert:
~\2 N NS Y A ~\ \2
<(DF) > = 0y * ((E )y (/) :<(F . <F>) >

.2
= od%ry = (A(Ef Y () - Ry Py (NS =0

O (Y[FZY)=(Y[F]¥)*

(F2)- (F)



Fir hermitesches F als physikalische Observable mit (Y [F| Y ) = (Y |F|Y )*
s F|Y):=|F)0 (Y |F =(F|

So folgt aus

(YIFZIY) = (Y [FIY)° dess

2 A 2
(FIF)= (YY) =(Y[FIY)* = FIY)* =(F|Y)
Die schwarzsche Ungleichung sagt jedoch :

(FIY Y £IF IV IP

[¥[* =1

P IFIFIYIE =[FI” = (FIF)

(FIY)* £(FIF)

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn die Zusténde parallel sind, also folgt:
|F)=aly) al C

O FlY)=a]Y)

Das heif3, fiir den normierten Zustand | Y ) folgt alleine aus der Schwarzschen Ungleichung, dass

|Y ) Eigenzustand zu Fist.

Theorem 1: Eigenwerte hermitescher Operatoren sind reell

Beweis:
(YIFIY)=a(Y]Y)=a=(Y[F[Y)=(Y[F]Y ) =a*
pal R

Vergleiche Energie- Eigenwert

Eigenwerte hermitescher Operatoren kdnnen DISKRET oder KONTINUIERLICH sein !

Theorem 2: Eigenzustédnde her mitescher Operatoren zu ver schiedenen Eigenwerten sind orthogonal:

Bf!\/\/eis:
FlY1) =F|Y4)
FY2)=F2|Y2)

P (Y,|F = Fy(Y,]

(Y1[F|Y2) = Fa(Y4|Y2)

(Y2 |FIYL) = Fy(Y 2| Y1) =(Yq|F|Y o) = Fo(Y1|Y,) fallsF=F* Fy=F,*
(Yo|F|Yy) :<'£+Y2“Y1> = Fa(Y,]Yy)

(Y2lF[Y1)- (Y2lF|Y1) = (Fo- FuKY2|Yy)
Da die Eigenwerte nach Voraussetzung verschieden sein sollen, gilt fr die zugehdrigen Eigenzusténde:

(Yo|Y1)=0



Wegen der Normierung gilt:

<Yn|Ym> :dnm

Kontinuierlicher Fall:

(FIF)=d(F - F)
(F|F)=d(-T)

Die Zusténde sind im kontinuierlichen Fall nicht normierbar, also nicht Element des Hilbertraumes. Sind aber a's
Limes einer diskreten Basis aufzufassen:

)i
. lmo (vergleiche Fick, S. 114)

-> sogenannte Dirac- Zusténde !

Entartung ( Unter Entartung versteht man, dass zum selben Eigenwert verschiedene Eigenzusténde existieren)
Dadurch kénnen beispiel sweise verschiedene Elektronen den gleichen Energiewert annehmen oder verschiedene
Teilchen mit der exakt identisch gleichen Energie auftreten !

F| n,a) = Fn| n,a) n=0,1,2,3,... & =1,23,..,= a,, , der sogenannte Entartungsindex. Man spricht von

a,, - facher Entartung

Aus F|na) = Fy|na)fogtbersits: (F, - Fpkmalna)=0p (mallna’)=dmy,

Somit also missen nur die HAUPTQUANTENZAHLEN, wie man sagt, der Zustande gleich sein.
Méglichware (nafn,a)t Ofirat a’.

Also missen miteinander entartete Zustande eines bestimmten Hauptniveaus nicht orthogonal sein.

Jedoch kann man im Unterraum der Entarteten Zusténde Transformationen durchfiihren. Diesist der Eigenraum

zum Eigenwert Fn.
In diesem Eigenraum kann man die entarteten Zustadnde durch eine lineare Transformation in orthonormierte

Eigenzustande | n, b> uberfihren:

an
In.b)=a Inajey
=1

Eine geeignete Trafo ware bei spiel swei se das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren:

o
2>
SN
\
i = |lg~
>/ o iy
Also gilt dann:

(n, b" m, bl) =dmnpp



Theorem 3:

Zwei hermitesche Operatoren F und G kommutieren genau dann, wenn sie ein gemeinsames System von
Eigenvektoren besitzen:

Beweis:

Sei llf,éJ= Ound |5|n> = Fn|n>

b |F.&]n)=FG|n)- GF|n) = FGn)- F,Gn)=0
b Ifé| n) = Fné|n>

Also st G| n) Eigenzustand zum Operator F mit Ei genwert F,

Ist Fp, nicht entartet, so folgt G| n> ~ |n> alsoist | n) auch Eigenzustand zu G
Ist F,,entartet, so kann, explizit berechenbar durch Schmidtsche Orthogonalisierung, der Eigenraum E von

|f zum Eigenwert Fn durch orthonormierte |n, b> b =1,..., Saufgespannt werden.
Dann kann der Eigenvektor é| n, b) entwickelt werden, geméaR é| n, b) = é |n, b>cb'b
b’

DieMatrix Cp-p = <nb'|G| n, b) = C*pp-ist hermitesch, kann also durch eine unitére Transformation U
diagonalisiert werden:

n.g) =& Ug|n.b)
b
Mit é UgpUpy = dgg (" Drehung der Basis")
b
Somit
Cpp =(n.0|G|n, b) =Gy Ay,
é|n, b> = é_ |n, bl>cb'b = an |n, b>
b’
Alsoist |n, b) auch Eigenvektor zu G
Nebenbemerkung: Im Allgemeinen wird dadurch die Entartung aufgehoben !

Leicht: Umkehrung:

Sel ﬂn)} ein vollstandiges System von Eigenvektoren zu lf,é
FG|n) = F,.G,|n) =G, Fu|n) =GF|n) b |F.G]=0

Definition

Ein Operator U : H ® H heikt UNITAR, falsU U =UU " =1
Darausfolgt: U™ =U -1
)=upy)
it
(Fl=(Fp*
folgt fur beliebige Y ,F
(Fly)=(Fp uly)=(F]Y)



Das heif3t, das Skalarprodukt ist bei unitéren Transformationen invariant. Umgekehrt: Will man nur Trafos

zulassen, fur die das Skalarprodukt invariant bleibt ( Erhaltung der Wahrscheinlichkeit), so sind dies die unitéren

= Unitére Operatoren transformieren das quantenmechanische System ganz grundsétzlich von einer Basisin

eine andere.

= dabei dirfen sich natiirlich Aufenthalts- und Ubergangswahrscheinlichkeiten ( die Skalarprodukte) nicht

andern
=>» Nur unitére Transformationen sind erlaubt !

Insbesondere:
Transformationen in die Eigenbasis eines Operators F = Diagonalisierung von F

(FIFTY):=(Fu"FU|Y)
[v)=u*y)

U'FU=F
(F'IF1Y)=(F|F|Y)=Fydy¢

Wobei letzte Relation natiirlich nur gilt, falls |Y >,|F>T Eigenbasismit Fy as Eigenwert
U*F'U =F diagona !

2.4 DieQuantisierung

Physikalische Observablen - hermitesche Operatoren im Hilbertraum

zB.ort: X® X

f)kin — ﬁ'

m m

Geschwindigkeit: X® X:=

hat nichts mehr mit der Zeitableitung von x zu tun !

Dabei existieren in der Quantenmechanik auch nichtklassische Observablen:

1. Paritét: If’alsder Spiegel operator.
PY(F)=Y(-F)
Der Spiegeloperator ist in der Ortsdarstellung definiert durch .
PIr)=]-T)
Dies kann jedoch bedeuten: |5|Y ) = i| Y > mit dem Pluszeichen fir symmetrische und dem Minus fir

antisymmetrische Zustande.

P?=1
Die Eigenwerte des Paritatsoperator sind = 1. Esgilt: R R
pl=p*=p

2. Der Projektionsoperator. Er |6st die Frage: Ist das System im Zustand |Y > ?

Der Projektionsoperator lautet:

Py =YY

Die grundsétzliche Definition eines Projektionsoperatorsist lediglich P, xR, =Py
Die Wirkung:

A

RY) =Y XY |Y) =] Y)1=]Y) Eigenwert +1
P, |F)=|Y XY |F) = OEigenwert o, falls |F }* | Y)

67



Befindet sich ein Zustand | F >tei|weise im Zustand |Y ) ,sogilt:
Pe[F)=[Y XY [F)=clY)
Dabei ist ¢ eine Wahrscheinlichkeitsamplitude fir das Antreffen des Zustands|Y > in |F > , also die Wurzel des

Anteilsvon|F> in |Y>

Vertauschungsrelationen

Das Operatorkalkill ermdglicht die Beschreibung mit nicht vertauschbaren Observablen:

I.If , éJ =00 F und G besitzenein gemeinsames System von Eigenzustinden
[lf , éJ =00 Observablen F und G sind gleichzeitig scharf meRbar
|_|f , éJ 1 0U oObservablen Fund G sind NICHT gleichzeitig scharf mef3bar.

Quantisierung = Aufstellung von Vertauschungsr elationen

Es gelten die kanonischen V ertauschungsrel ationen:

A A h
i X | =—d 1
[pl k] [ Ik i=1,2,3 kartesische Koordinaten

[6:, Bic]=[% . %] =0

Ubungsweise kann man zeigen:

[p.T]=2
1 hF
F,& =21
[F, % T
1 _hF
F.p =212
[ ’pk] ™

Berechnung in der Ortsdarstellung:
P __h h h
[pi ) Xk]Y (M= Tﬂi (X Y) - X i—ﬂiY = quY

Nebenbemerkung: Hieraus kénnen alle weiteren Kommutatoren berechnet werden.

Der Mef3prozeld:

|F)- 1.MessungvonF ® |F’)- 2.MessungvonF ® |F~)

Dabei éndert sich der Zustand durch die Wechselwirkung mit dem Messapparat.
Die Messwertesind F in |F> und F’in |F>

Forderung: FF =F"~

> F'= F"= F,, (Eigenwert)

|F")=|F ") =| n) Eigenzustand zu F

Also: |[F)® | n)
Der beliebige Zustand wird durch die Messung auf einen Eigenzustand projiziert.
Man spricht von einer Reduktion des Zustandsvektors durch die Messung.



Beispiel: Stern- Gerlach - Apparatur:

BT inhomogen

s TS B
]m}

|-1>

Von links kommt ein Ensemble von Teilchen mit dem magnetischen Moment mz.
Dabei kennzeichnet rechts | - 1> den Eigenzustand zumz = -1

Erwartungswert = Mittelwert Gber viele Messungen mit identisch préparierten Ausgangszustanden |Y ) :
(YIFIY) =& (Y In)n[F[n)r ] v)
n,n

<n|lE ) = Frdoy

b (Y[FIY)=& Fof(n[ Y)’
n
Mit der Wahrscheinlichkeit, im Zustand |Y ) ( vor der Messung) den Messwert Fn zu messen:

p(F) =[(n[Y)|”
Vergleiche dazu: Aufenthaltswahrscheinlichkeit in Ortsdarstellung:
p(r) =[Y () =|ir|v)f

Wie wir bereits kennengel ernt haben, 1813t sich mit dem Projektionsoperator schreiben:

¥ )" =(¥ [a)af¥) = (¥ [Ruf¥) = (P)

M aximalmessunag:

Es konnen nicht ALLE Observablen gleichzeitig scharf gemessen werden. Gleichzeitige Messung eines
vollstandigen Satzes vertauschbarer Observablen heil3t MAXIMALMESSUNG.

Vollstandig heif3t: Der Satz kann durch keine weiteren unabhéngigen Observablen ergénzt werden. Das heil3t:
Die gemeinsamen Eigenzusténde sind auch nicht entartet !

Bei Entartung: weitere vertauschbare Operatoren hinzufiigen, bis die gemeinsamen Eigenréume eindimensional
sind
= der Zustand |n,a,...> ist durch Maximalmessung vollstandig bestimmt.
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Spezialfall:

Falls Energie- Eigenwerte nicht entartet sind ( z.B. gebundene eindimensional e Zustande), so ist der
HAMILTON- OPERATOR H eine vollsténdige Observable

Bei Entartung: Weitere, mit I:I vertauschbare Observable hinzufiigen (z.B. Drehimpuls, vergl. Kapitel 3)

Der Hilbertraum H eines physikalischen Systems wird durch die gemeinsamen Eigenvektoren (Basis) eines
vollstdndigen Satzes vertauschbarer Observablen aufgespannt.

Nichtvertauschbarkeit und Unscharfe

Seien |f und é hermitesche Operatoren und |Y > ein beliebiger Zustand.
DF = £ - (F)

“ R . Sind ebenfallshermitesche Operatoren

DG :=G- <G>
Bilde:
f(1):=(([OF +i1 DGJoF - it DG))

- <(D|f)2> il <[D|f,Dé]>+l 2<(DG)2>
<(D|f)2> =a30

(o o6 = b

<(Dé)2> =g 0

Diesist eine quadratische Funktionvon | mit f (1 ) ® ¥ fur | ® ¥
Lemma:
Fir hermitesche Operatoren F und G gilt:

(M) 0

(18) =-(iA)

(A8} = (BA)

Mit Q:=DF - iIDG P Q" :=DF +il DG:
) =(vRQly)

(YIQ" =(F|

qv)=|F)
P f(I)=(F|F)20 "I
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5 A
Suche nach dem Minimum:
f')=-ib+2lg=0
i b
bly=——
0~ 29
<(le)2>:=a3 0
<[Df,Dé]>::b
<(Dé)2>::g30
2 2 2
fly)= S S
29 49 49

o2 = o7 o) = ) =- (6.7 )F ¢} = (.6 (F.c) =l
o ()P 2 Sl

Somit jedoch ergibt sich die quantenmechani sche Unschérfe geméaf?
~\2 2 \2 1
(el loel)- 3

Speziell:

<[|£ ' GM (Unscharferelation)

~ 1 h
[6.8] =71

J(Eo)(037) > SKp 3l =3

He| senbergsche Unscharferelation fiir die Orts- und Impulsunschérfe
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Zusammenfassung

1
2)
3
4)

4)

Der Zustand des Systems wird im Zustandsvektor |Y > ausgedrickt

Die Observable F wird dargestellt durch den hermiteschen Operator IE .
Die Mittelwerte von Observablen ergeben sich al's Erwartungswert <Y |F | Y >

Die Messung von F liefert einen Messwert, welcher immer Eigenwert der Observablen ist, also Fn. Der
Zustand wird dabei auf einen Eigenzustand reduziert: |Y ) ® | n)

Die Zeitentwicklung der Zustande wird durch die Schrédingergleichung beschrieben:

1 ~
h—|Y)=H|Y
v =AlY)

Nebenbemerkung: Die Quantenmechanik ist keine Wellen- oder Teilchenmechanik sondern eine
Zustandsmechanik. Der Dualismus zwischen Welle und Teilchen wird in einem einheitlichen Formalismus
aufgel 6st.
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2.5 Dynamik im Schrédinger- Heisenber g- und Wechselwir kungsbild

Betrachte die zeitabhéngigen Zustande| Y > ¢
Yy, =HIY)
qt
Die zeitabhangige Schrédingergleichung kann formal gel 6st werden:

, -
¥) =€ Y}y =U@OY ),
Definition des_ Operators U geschieht Uber eine Potenzreihe:

|
LI, i~
Uto=e?” = é lg? R Zeitentwicklungsoperator
n=0 ne 7 9

Setzt man diesin die Schrodingergelichung ein, so folgt:

Ihlé ia;5‘Lt9nHr'|Y> :|—A|é¥ ia?l_tgan|y> :ﬁg = __tgn-lHn1|Y>
Tt =0 e o ° = nE 7o o . Zn 1 7 5 0

H*=H
Klar' ¥ "
U*=§ 1€atOH b U*U=1
on'e 2

Dieadjungierte Schrodl ngergleichung lautet:

(Y],H =-in_ <Y|t
Mit der formalen Losung
%l—it .
(Y] =(Ylpe"  =(Y]u"t0
Der Erwartungswert eines Operators, der auch explizit zeitabhangig sein kann, z.B. Uber K(t) ergibt sich fir

= = If(f',fj,t):
'f>:<Y |t|£|Y>t

S{FY =S (Y[ FIY),

—

O, B, 2 vy, (v FERLY)

0
t @
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d/~\ _d - F oi[x -
_<F>:_<Y |tF|Y>t :<Y |tﬂ_+_[H’F]|Y>t

dt dt Mt =

Ein nicht explizit zeitabhangiger Operator ist grundsétzlich zeitlich konstant, wenn er mit dem Hamiltonoperator

vertauscht.
Fir einen nicht explizit zeitabhangigen Operator gilt folglich:

[i.F]=0p S(F)=0

Klassisches Analogon: Poisson- Klammern

- inder klassischen Mechanik finden wir analog die Poissonklammern:

Sé F(T, P,t) eine klassische Observable und H (T, P) die klassische Hamiltonfunktion, so gilt:
S &#F (T, P . IF@ DY

—F(q p,t)——F t)+ag 1 Qi o, p,
| i ﬂ
d ., _ _ _'ﬂ @TF(QE,t)ﬂH 'ﬂF(C_Iﬁt)'ﬂH _
CF@ B =L F@ Bt T e@o+{H.F
G F@PD=CF@P )+a§ " W e @ p.t)+{H,F}

Also gilt in der Quantenmechanik die anschauliche Relation:

{H,F}®%[I:I,If]

Definiere:
Observable" zeitliche Veranderung von F (T, P,t) " als Operator:
R F i[~ -
Fe= = +—|H,F
Tt =

~

Fundamentalbeziehung der Dynamik der Quantentheorie, aber keine Differenzialgleichung fir F , daim
Allgemeinen:

|f°1£
dt

Der Operator der zeitlichen Veranderung ist lediglich Gber seinen Erwartungswert definiert:

(#)= 27

Speziell gilt, analog zu den klassischen Hamiltonschen Gleichungen:
z | a oz
= —[H ,r]
/]
il | [ -
(o] - H
p 7 p

Merke dazu ( Ehrenfest- Theorem):
1,7=0
tp=0

-> die partiellen Zeitableitungen verschwinden. Die Operatoren fir Ort und Impuls sind nicht explizit
zeitabhangig !

Mit der Allgemeinen Hamiltonfunktion fur ein Potenzial, némlich
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H=T—+V(F)
folgt:
ﬁ,ik]:.ﬁﬂl:'
I TPk
A n TH
H,p|=-——=
[ pk] x
Also
FoB
m
pe=- v ()
Denn:
|:|,)2k _Eﬂ:zf(k"p AO:T“:' :£
i D i  m
A ATH .. TH s
H P l=-———b p°=-——=-NV(X
J= = W)
Merke
d

das heif3, die Erwartungswerte quantenmechani scher Observablen gehorchen den klassischen
Bewegungsgleichungen

Bilder:

Dadie Erwartungswerte invariant bei unitéren Transformationen U sind, sind Operatoren und Zusténde nur bis
auf UNITAR- AQUIVALENZ festgelegt:

[Y)®[Y)=U]Y)
F® F=UFU"

Fir verschiedene, zeitabhangige U erhdlt man sogenannte verschiedene "Bilder":

A

F
Im Folgenden gelte 111_'[ = 0, a'so keine explizite Zeitabhéngigkeit !

Merke: Hat man ein Bild gefunden, so kann man die Zusténde und Operatoren durch eine beliebige unitére Trafo
"verdrehen" und man hat ein neues Bild !
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Schr édinger bild:

Operatoren IES (r:, 6) zeitunabhangig
Eigenvektoren | n) zeitunabhangig
Aber: Allgemeine Zustande, Zustandsvektoren: |Y ) zeitabhéangig ( Die Zeitabhangigkeit wird dabei durch die
Schrédingergleichung beschrieben):
ingtlY), =AY
It

Veranschaulichung im R?:

1%,

afto
, (4>
1D € ‘pavehtor

Eigenvekiot (‘-"‘ HO,JP\’C\CL\‘@Q)

%2

A

Ts

Unitére Transformationen, wie die Zeitentwicklung, sind IMMER Drehungen im Hilbertraum!
Im Schrédingerbild werden somit die Zustdnde im Hilbertraum durch unitére Transformationen gedreht !

Im R2 entspricht lfs einer 2x2- Matrix, definiert eine symmetrische, quadratische Form. ( Ubungsaufgabe !)
Die Eigenvektoren des Systems sind Hauptachsen und die Zeitentwicklung des Zustandes folgt:

¥), =V,

Das Heisenber gbild

(Fs)=(Y | FslY), = (¥ | ,U T COFL O] Y ),
U™ (t0)FsU(t,0) = Fy (1)

In diesem Bild sind die
Operatoren Fy (t) zeitabhangig
und damit Eigenvektoren |n> zeitabhangig

Aber: Allgemeine Zustande, Zustandsvektoren: |Y> = |Y> zeitunabhangig:

0

Veranschaulichung im R?:

Im Heisenbergbild werden folglich die Operatoren und ihre Eigenvektoren ( zwangslaufig) unter unitaren
Transformationenim Hilbertraum verdreht ( als Zeitentwicklung).
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Aus

A L
FH (t) = eh Fse h

folgt:

i i i~
d —Ht . -—Ht  —Ht .

—IfH(t):i—ﬁeh Fse 7 +eh Fsggll-]: i
dt h e h

5
S| —

[N

Also:

d - i[~ =2
a Fy () = % [H , FH ] ( Operatoren im Heisenbergbild gehorchen der Von- Neumann-

Bewegungsgleichung)
Somit folgt fur dasHeisenberghild:

Eo, =%ﬁH (t):%[lfl,lfH]

Insbesondere gilt:

d .~
—H H = 0

dt

also die bildunabhangige Darstellung

H H = HS =H

Merke: Der Hamiltonian ist grundsétzlich bildunabhangig.

W echselwir kungsbild

~ A

sé H=H%+H!
mit dem ungestérten Hamiltonoperator H O und der Stérung H L
Es gilt die Zeitentwicklung des Operators F fiir das Wechselwirkungshild:

. Thet . -LAw
Fwt)=e" Fge?
Somit gilt wieder die Relation

%ﬁw(t) :%[F’O, 'EW]
Also:

EHAO:O
at



Somit ist auch hier der ungestorte Hamiltonian H® = H g = H |, bildunabhangig.
Aber:

(= [40 A =[]
—Hy () =—[H",Hy |=—|H",H" |1 OimAllgemeinen
5w (® = wl=2

. . L T L L B L
(Fs)=(Y | oY), =(¥ e 3 e+thF ei eh |y)

+—HY . -—H% .
el Fge =Ry(t)
Ly

oY) =Y w

e
(Fs)=(Y L Aw O]Y )y
Bemerkung: Die Erwartungswertblldung formal gilt natUrlich fir ale Bilder.

i _ino 7H°t %Htl
b OIt|Y>W_hH e |Y>t+e ﬂt|Y)t
i
1 1 1.~ -—H
i T sl = Hse Yy
d 1
p SV )y = [ AT +AwlY), )
wegen
L L
e’n Hseh :HW
Tha
e 1Y) =[Y)y
Aber:
HW:F|0+|:|1
d _ 1
b <V = AYY),,
d 1~ 1
P E >W_EHW |Y>w

d e i[10 &
—FRw () =—|H" Ry
dt h
Merke: Die Zeitentwicklung der Zustande erfolgt hier tber den Stdroperator im Hamiltonian:
| A

V) =6 1), 0

Zur Verdeutlichung des Wechselwirkungsbildes soll auch der Hamiltonoperator einen Index erhalten.
Dies bedeutet: Operatoren, Eigenvektoren und allgemeine Zusténde sind zeitabhangig.

Operatoren IEW (t) zeitabhangig, Abhangigkeit gegeben durch ungestérten Hamiltonoperator I:I 0

und damit Eigenvektoren | n> zeitabhangig, ebenso durch den ungestérten Hamiltonian
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Aber: Allgemeine Zustande, Zustandsvektoren: |Y >W zeitabhangig mit gegebener Zeitentwicklung durch den

Stéroperator le :

2.6 Der_harmonische Oszillator

Anwendungsbeispiel der abstrakten Darstellung im Hilbertraum: der eindimensional e harmonische Oszillator

2 2

~ MW~ .

H :p—+—X2 AlsHamiltonoperator
2m

Esgilt die Vertauschungsrelation

~ A1 _h

[p.%]= T

Besser:

A A h
(6. %] = Tdkl
Definition eines Operators, des L eiteroperators ( nicht hermitesch !!)

1 . MW

p-i X
A/ 2maw P 2n

a-=

p? + ™s2 1+ (k- p)= p2+ Mgz, 1[5 4]
2mhw 2h 2h 2maw 2h 2h

p aat = 1 r)2+nwf(2+l:iHA+1
2mhw 2h 2 hw 2

Merke:
Ausgangspunkt unserer ganzen Uberlegungen ist eine Definition, namlich die Definitiond er Leiteroperatoren:

a=—1 p-i|™¢
- J2maw 2n

at = N p+i e
 Af2miw 2h
Ebenso:

+._ 1 o mw.o i
aa= pe+ X< - X —
2maw 2h 2h 2maw 2h 2h
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H :%hw(aa+ +a+a)=%h a+a+1+a+a):hm€%+a+ig
é

20
Merke dazu:
+ 1 >, mw, I fon 1 > mw,o 1. -
aa” = + X+ —(pX- Xp) =———p“+—X"+—|[P, X
2rnhwp 2h Zh(p p) 2mhwp 2n 2h[p ]
Somit:
zl—h[ﬁ, )A(] asverantwortlicher Term fir die Grundzustandsenergie:
1
Eo ==hw
° 2

Also: Die Grundzustandsenergie folgt direkt aus der Unschérfe !
Weitere Vertauschungsrel ationen:

(aa*)azil—]a+£a
hw 2
=a(a+a):iaHA - 1a
nw 2
P [a,l—]]:al-]- Ha =/wa

Ebenso die adjungierteVersion:

- la*,l—i] = (al—] )* - (I:Ia)* =hwa’
Verallgemeinerung
SRS AR,

Beweis: Vollstéandige Induktion:

Sei éa, (a*)naz ( +) = ﬂzj* (a*)nfurn 31
ga’(a_,_)mlg: ( +)n+1 (a+)n+1a_ ( +)n+1_ (a+)naa+ +(a+) g’ ( +)n+1a
p ga,(a+)n+1;:§a a")nga+ +(a+) [a a*]

Adjungierte Version:

+ Jn[— n1_ T n
[a ,a]—-n(a) —-%(a)



Somit gilt fur beliebige, in Potenzreihen von Auf- oder Absteiger entwickelbare Funktionen f:
b rla = L rfe)

fa
la*, £ (a)]=- 1;1_& f(a)

Eigenwerte von H

Sei | E> ein normierter Eigenvektor von H mit |:|| E> = E| E)
So gilt:

wEla” el E) = (E

(Ela"d E)=(Y[Y)2 0
Das bedeutet:

Es W
2

1o IWey e MWy g W
H-7E>—<E|E 2E> E-=

Das Energiespektrum ist also nach unten beschrankt und gleichzeitig vernichtet der

AW -~
Es —-U dE)=0
Absteigeoperator den Zustand mit der niedrigsten Energie

Behauptung

a| E) ist Eigenzustand zu H mit dem Eigenwert E - Aiw:

Also: Ha|E) = (E - iw)lE)

Beweis:

HalE) = (ai - ~w)aE) = alfi - 7w E) = a(E - aw)|E) = (E - iw)a|E)
Dabsi gilt

HalE) = (aH - nwja| E)

wegen

EIEE

Durch wiederholte Anwendung kénnte man Eigenzustande | E> 1 O mit beliebig tiefer Energie erzeugen, wenn
hw
nicht E 3 7 gelten wiirde.

Daher existiert ein m1 N so dass am| E) = QOaber am'l| E) 10
Also definiere man einen Grundzustand:

|0):=a™!|E)

Vorsicht | Dieser ist gerade nicht ein NULL- KET,

sondern: Der Zustand zur Quantenzahl n=0

A)0) :hv\;&*a+%go>:%th0>

wegen
a0)=a"|E)y=0
Also:

_Iw
Eo =
a0)=a™ME)=0
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Weiter:
I:Ia+|0) = (a*H +hv\a+)0> = a+(ﬁ +hw)|0) a+8é1lv+ hwq0> —Bh—vva+|0>

Der erste Schritt gilt wieder wegen der Vertauschungsrel atlon

~

[aJ',HJ:-h\/\a+

i + . 5 ' 3aw
Das heif3t nun aber, dass a |O> der Eigenzustand von H zum Eigenwert T ist.

Vollsténdige I nduktion
AL\ A 1o +\n
AlaTlo) = g+ 2% o

Dann:

Al

10)=a* A +va” fa* o) =a” (A + awfa ')
H+hw( ) 6%\Ngn+——+hwg )|0>
b Hla )”+1 H+hw)( )|o>=hw8n+1+%g(a*)”+l|o>

n
Normierung der Eigenzustédnde (a*) |O>:
Der Grundzustand sei normiert:

(0]0) =1

Dann folgt fUr den n-ten angeregten Zustand:

|n> =a, (a+ )n| O> mit Normierungsfaktor &, :
121={n|n) = fa,*(0fa"a *)”|o>
©a(a*f10)= (0™ e V'a+ o i)

wegen

e i)

Somit:

(O (a' 10 = (0™ e V'a+ o) i0) = (0™ a""al0) +nlofa™la") o)

(0" *{a" J'40) =0
b n(oa™ a’ [ 4/0) = nln- o™ 2(a" )" 2o} p

Dieser Algorithmus wird n- mal angewendet:

b (oja"(a*)"a0) =n(0]0) =n

Somit folgt bis auf einen willkurlichen Phasenfaktor:

1 n B
|n) = (a*) |O) fir NORMIERTE EIGENZUSTANDE des harmonischen Oszillators

N
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und diese gehdren zu den Energiewerten

Quantensprechweise:

1 . 1 .

E,-Ep1= hwg:?l +=9 hwg;n S1+29= fivvist die Energie eines " Schwingungsquants'. Man sagt
e 2g e 2g

auch, esIST ein Schwingungsquant !

| n) ist ein Zustand mit n Schwingungsguanten ( Phononen) der Frequenz W
aist der Vernichtungsoperator fur Schwingungsguanten

a’der Erzeugungsoperator fir Schwingungsguanten
e

o) =—ala' |9 =t Jarfala)
'l =)= Vaegn+g

Teilchenzahloperator

0)=—=n(a* "0 = V|- 1)

nl

N:=a'a
N|n)=a"a|n) :a+Jﬁ|n- 1)=«/ﬁ«/ﬁ| n) =nln)

In Ubereinstimmung mit

I:||> hvva%*a+ q hv\&+2§n>

e

Veranschaulichung

Die folgende Grafik demonstriert die &quidistanten Energieniveaus im Oszillatorpotenzial. Dabel werden die

. 2
stationéren Zustande | (X)|” dergestellt, also als Aufenthaltswahrscheinlichkeit

lp(x)I?




0,5s
Die Bewegung eines Wellenpaketes im Harmonischen Oszillator, also im x2- Potenzial fur S = 0 ,aso

J2
. So . So .
miteinem S <—, wobei —=das S des Grundzustands darstellt, sieht folgendermal3en aus:
2 A2
. _So0.. . N .
EsistdasS = ﬁfur die kohérenten / Glauber - Zustdnde

Das heil3t: Die Standardabweichung des quantenmechanischen Oszillatorsist kleiner als bei Berechnung Uber
Glauberzusténde ( koharente Zustande)

o= 500 od2 < e N |
(Qruultut‘)

N’(X'*)l?

kloss, keutmmq

Zusammenhang mit der Ortsdarstellung
Bisher haben wir vollsténdig darstellungsfrei gerechnet ! Nun soll die darstellungsfreie Rechnung durch
Operatoren in expliziten Darstellungen ersetzt werden !

Mit j  (X) = (X| n)unda::;f)- i [TWe gilt
/ 2maw 2h
hdaqg & 1 . fmw 0
aa§<,_——: (x) = p- i, ]—X3 (X
8 i dxg n g«/thwp 2h gn
~ mw .
X =,]—X
2h
mw
X =, —X
2h
e hdo 1 & da
b agkT—9 n(X) =—=x+—3 (X)
&g izgX dX:an
~ mwv ~
X = EX
Dabel gilt sind dimensionslose Grofien, die sogenannten Normalkoordinaten !
mw
X=,[—X



In p a(;x 3 n( )— : n(X) wird tber +——der|mpulsante|ldurchd|e
X & gx d ;z; gx

Ortsdarstellung des Impul soperaiors ersetzt.
Den Grundzustand gewinnt man |eicht aus dem Ansatz a|j O) =0 mit |j 0> = |0>

Wegen a| O) = Ofolgt fir n=0:

e a
O=gx+—3 o(X
g( Xgo()
b O_lj 0 = _xdx
Jo

&hp o
Wobei sich A0 aus der Normierung ergibt. Der Grundzustand im Oszillator ist also ein GauRzustand, eine
normierte Gauf3glocke mit einer Halbwertsbreite, diein X enthalten ist.

Fir die angeregten Zustande gilt:

1 d 1 fﬂ_edgegﬁe 0
& a 25 2 & -
X)=a X)=—— — X)=- —e*“P—(e X) +
J1x) = Jo()lzgxdg() 7 dxé 'Zjo()g
1 ae<_29d
b -+ &25 0 (—xz)
Jl(X) I—\/Ee dX(AUe )
1
_aemwQZ
fo Enp g

Die angeregten Zustéande werden also einfach durch Anwendung des A ufsteigeoperators aus dem Grundzustand
erzeugt !
Flr den n-ten angeregten Zustand ( Induktion !) damit:

N 1 LPPURIE T SR VPRI NV R -3 LR
1009 =5 009 = B 2 000 inm( )le o

Ao =A
A/2™n! "
1
_ W04
fo ehp g
?—22 dn _ﬁ
(- 1) Zﬂ(dx)n e :=H (x)e 2



1

Dabel kann Y als Phasenfaktor ( fir die Wahrscheinlichkeit irrelevant) weggel assen werden
|

und H, bezeichnet die sogenannten Hermiteschen Polynome vom Grad n.

Die Eigenzustande des harmonischen Oszillators beinhalten also die Hermité- Polynome

x>0
H 1 AO n 7: dn _x?
j nX) == -1)'e*°"? e
" i" /2" -1 (dx)"
1

W4 ,

€p o =
P jnx)=— Hy(x)e 2

(- 2)"n

Explizit lauten diese Hermiteschen Polynome ( wie aus obiger Relation berechnet werden kann):

Ho(X)=1
Hj(x) = 2x
H, (X) =4x%- 2

Ha(x) = 2¢3 - 12x

L etztendlich bezeichnet

(- )" die Paritat vonj |,

Die Wellenfunktionen im Oszillatorpotenzial ( die Wurzeln der Wahrscheinlichkeiten) werden folgendermal3en
schematisch dargestellt:

Fiir das Wasserstoffatom ergeben sich als Wellenfunktion die Kugelflachenfunktionen Y, "' (J,j ) .
Bei Polardiagrammen gibt dabei der Betrag des Radiusvektors, der das Diagramm zeichnet

2
r= ‘Y| ™3, )‘ das Betragsquadrat der K ugelflachenfunktion an.

Also die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Elektronsim Kraftfeld des Protons.

Dabei gibt esfir verschiedene Drehimpul squantenzahlen L verschiedene Wellenfunktionen zum gleichen
Energieeigenwert. Die Niveaus sind ( ohne den Spin) L+1 - fach entartet ! die Charakterisierung erfolgt durch
die magnetische Quantenzahl m
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Einwurf: Kohéarente (quasiklassische) Zustande

Abstract

Untersucht man die stationéren Zustéande |j n> des harmonischen Oszillators, so sind die Erwartungswerte von
Ort und Impulsin einem solchen Zustand Null. Statt dessen ergeben sich von Null verschiedene

Erwartungswerte < X 2> und <P2> , sogenanntes Quantenrauschen, welches fir die Heisenbergsche

Unschérferelation verantwortlich ist.
Aus der klassischen Mechanik ist jedoch bekannt, dass Ort und Impuls eines Oszillators sich periodisch andern.
Sie kdénnen nur dann konstant gleich null sein, wenn das auch fir die Energie der Fall ist.
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A 1
Fir die Energie gilt jedoch: <H > =(n +E)hv . Bekanntlich gelangt die Quantenmechanik fir grof3e

Quantenzahlen hinsichtlich ihrer Ergebnisse zu den gleichen Resultaten wie die klassische M echanik.

Es drangt sich also die Frage auf: Kann man Quantenzustande konstruieren, fur diedie physikalischen

V oraussagen der Quantenmechanik zumindest bei einem makroskopischen Oszillator mit den Aussagen der
klassischen Mechanik identisch sind ?

Derartige Zustande existieren. Es sind kohérente Uberlagerungen aller stationaren Zustande |j n> . Man nennt

sie deshalb auch quasiklassische oder kohérente Zustande.

Bei der elektromagnetischen Strahlung kann man den Fall beobachten, dass klassische L dsungen tibergehen in
Effekte, die deutlichen Quantencharakter zeigen. Die Interferenz von Photonen am Doppelspalt bei dauf3erst
geringen Intensitaten ist nur ein Beispiel. Die kohérenten Zusténde spielen deshalb auch in der Quantenoptik
eine grof3e Rolle. Sie wurden von Glauber eingefuhrt und heif3en demnach auch

Glauberzustande.

Bekanntlich vertauschen die Operatoren fur Ort und Impuls nicht. Ein Zustand, aus dem exakt die klassischen
Ergebnisse resultieren kann demnach gar nicht existieren.

Wir begniigen uns mit der Suche nach einem Zustand, fiir den zu einer beliebigen Zeit t die Erwartungswerte von
Ort, Impuls und Energie moglichst nahe an den entsprechenden klassischen Werten liegen.

Das Ergebnis wird ein Kompromiss sein, bei dem keine der drei Observablen vollsténdig bestimmt ist, jedoch
wird sich herausstellen, dass man im makroskopischen Grenzfall die Standardabweichungen der Gréf3en
ganzlich vernachléssigen darf. Am Beispiel eines makroskopischen Oszillators wird gezeigt, dass beispielsweise
die Ortsunschérfe weit unter einem Kerndurchmesser liegt und damit die Ergebnisse der klassischen Mechanik
weit genauer sind als dass man in makroskopischen Grenzféllen ihre Abweichungen mit physikalischen

M ethoden heute messen kdnnte.

Der klassische Oszillator

Wir erinnern uns an die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen des Oszillators mit Masse m und Kreisfrequenz
W:

d 1
ax(t) _Ep(t)

% p(t) = - MwWx(t)

Ansatz sind immer die HAMILTONSCHEN GLEICHUNGEN !
Fir den Ubergang in die Quantenmechanik werden die Hamiltonschen Gleichungen mit dem Absteiger/
Aufsteiger- Formalismus formuliert !

Der Einfachheit halber werden dimensionslose Gréfen eingefiihrt:
X(t) = bx(t)
N 1
t)=—p(t
p(t) 5 p(t)

mw
b=, |—
h
Damit haben wir hier: X(t), P(t) als Normalkoordinaten. Ich bitte, den wechselhaften Formalismus zu

entschuldigen ! Hier beschreibt nun ausnahmsweise das "Dach" die Normalkoordinaten !



Die Bewegungsgleichungen lauten:
Lay=wp®)

dt

2 bty =-w i)

at Y

Klassisch ist ein solcher Oszillator bestimmt, wenn fir alle Zeiten Ort und Impuls bekannt sind. Das Problem
des Oszillators eines Freiheitsgrades ist also zweidimensional, man fasst die beiden Grofzen x und p zu einer

komplexen GroRe a(t) = %[)A((t) + If)(t)] zusammen.

Das Gleichungssystem ist dann équivalent zu einer Gleichung

%a(t) =-iwvna(t)

Die Losung lautet
a() =a(0) (- i) mia(0) =ag =—=[X(0) +ip(0)

1. o
In der komplexen Ebene beschreibt a(t) = E[X(’[) + Ip(t)] einen Vektor, der mit der

X(t
Winkelgeschwindigkeit - Wum den Ursprung rotiert. Dabei gibt die Abszisse %an, auf der Ordinate findet
p(t
sich % . Die Darstellung ist also sehr einfach und eine Bewegung mit bestimmten Anfangsbedingungen ist

durch den Punkt &g bereits vollsténdig charakterisiert.

Aus a(t) =a(0) exp(- iwt) ergibt sich mit a(t) = iz[m) +ip(t)] nun:

2
%(t) = iz[a(O) exp(- iwt) +a1(0) * exp(ivt)]

NA

B(t) = '—ﬁi[a(O) exp(- iwit) - a(0)* exp(ine)]

Die klassische Energie des Systemsiist zeitlich konstant:
1 2 1 2 2
E=—/[p(0)|" +=mw[x(0
o POL* +5m?[x0)]

= pO] + X} = e

Fiir einen makroskopischen Oszillator ist die Energie viel groRer als 7iwW. Also gilt |a0| >>1



Definition der quasiklassischen Zustande

Ziel: Die Erwartungswerte <)A(>, <FA’>,<I-A| > sollen zu allen Zeiten praktisch gleich den Werten X, f), I:l der

klassischen Bewegung sein.

Einfach ist die Berechnung der Erwartungswerte in algebraischer Schreibweise. Ort, Impuls und Energie werden
dabei durch Auf- und Absteiger ausgedriickt:

~ 1
H =aw(a'a+3)
2
wegen <a+> = (a> * jst zunéchst awieder als"komplexer, nicht hermitescher Operator" zu sehen, dessen
Realteil dem Ort und dessen Imaginarteil dem Impuls entspricht.

Umgekehrt: Wir betrachten Ort- und Impuls als Real- und Imaginérteil eines noch unbestimmten und zu
bestimmenden Operators, des"Aufsteigers". Dieser ist dann nicht- hermitesch !

Die zeitliche Entwicklung eines Matrixelements erfolgt durch die Differentialgleichung

ih%(a}(t) =(aH]))
[a.H]= hvvla, a*a] =hwa

d o=

Z@0O=—(H.a)

Also folgt eine Differentialgleichung fir den Absteiger
(a)(t) = (a)(0)el ™

mit la* H J = hvx,{a",a*a] =-hawa" folgt:
(a") = (a" ) 0™ =(a)* (0)e™

Also:

in(a) = (la K] =~ a*)

Diese Bewegungsgleichungen fir Auf- und Absteiger entsprechen der klassischen Gleichung
a(t) =a(0)exp(- iw)



Werden die Ldsungen fur die zeitliche Entwicklung dieser Operatoren in unsere Definition von Energie,Ort und
Impuls eingesetzt, so ergibt sich:

(P)t) = -<\i—/§(a- a+)> =- %[(a)(O)e‘ " (a)* (0)e™]

~ _ “ _ + 1 _ + hW

<H >(t) = <H>(O) = h\A<(a a +E)> = hvv<a a>(0) +

Vergleicht man dies mit der Losung fir den klassischen Fall ( Remember: Ort und Impuls wurden als komplexe
1
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Hamiltonsche Gleichungen erfillt), die denn lauteten:

Zahl a(t) = [)?(t) + if)(t)]zusammengefasst, deren Bewegungsgleichung %a(t) = - iva(t) beide

%(t) = %[a(O) exp(- i) +a(0)* exp(ivwt)]

B0 == [a0) e iw) - a(0)* expliw)]
So ist notwendig und hinreichend fir unsere Bedingung
(X)) = (1)

(P)(t) = p(t)

dass

(@)(0) =a,

Fazit:
Nach Aufstellen der Quantisierungsbedingungen ( Kommutatoren) und der Bewegungsgleichungen
(Ausgangspunkt) werden die eigentlichen Glauberzustande konstruiert, indem <H > mit dem klassischen

Ergebnis verglichen wird.
Unser Ziel war es nun also, durch den Vergleich mit dem komplexen Parameter zur Charakterisierung der

klassischen Bewegung Zusténde zu suchen, in denen die klassi sche Bewegung quantenmechani sch moglichst gut
approximiert wird. Diese Zustandsvektoren miissen normierbar sein und wir erhalten als erstes die Bedingung

(a)(0) = <Y(0)|a|Y (0)> =a,

( Normierbarkeitsbedingung)

Eine weitere Bedingung wurde uns durch die Energie geschenkt, fir die gilt:

- A + 1\ + hAw _
(R)©=(H)©) = hw<(a a+ E)> = hw<a a>(0) +—= wag|?
( Energiebedingung, gerade angesprochen)

N&herung:

nw
Dafir einen klassischen Operator |ao| >> 1 kénnen wir den Term —— vernachlassigen und es gilt al's zweite

2
Bedingung an den Zustandsvektor <a+ a>(0) = |a0|
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Diese beiden Bedingungen geniigen jedoch zur Bestimmung des normierten Vektors | Y (0)> bis auf einen
Phasenfaktor.

Merke: nach obiger Definition gilt:

2
a2 =P+ Lg2m¥
2mwh - 2 h

Grundsatzliches Vorgehen beim Problem , etwas quantisieren zu missen:

Ausgangspunkt ist immer die Schrodingergleichung bzw. die Von- Neumann- Bewegungsgleichung und die
V ertauschungsrel ation. Man muss also V ertauschungsrel ationen aufstellen. Dasist die eigentliche Quantisierung.
Hier haben wir entsprechend dieser Aussage

ih%(a}(t) =(aH])1)
[a.H]= hvvla, a+a] =hwa
verwendet ! ( Im Heisenbergbild!)

Wirkung des Vernichtungsoper ator s auf quasiklassische Zustande

Mit dem Operator
b=a- a,

Kann die Norm desKets b(a0)| Yo> berechnet werden:

{(Yolb* (@0)b@o)| Yo) =(Yola*aYo)- ag(Yola®|Yo)- ag*{Yold Yo)+ap*ay
Mit

(@) =(Y (0]a]Y (0)) = agund <a+a>(0) = |ag| folgt dann:

(Yolp" @o)b@o)| Yo) =a0*ag - ag@o*-ag@o * +ap*ag =0

Jedoch ist nur der Nullvektor vom Betrag Null, woraus folgt:

b(a0)| Y0> =0
also:
a.|Y0> :a0|Y0>

Somit folgt aus unseren Bedingungen, dass |Y 0> Eigenzustand zum Vernichtungsoperator mit dem Eigenwert
Qg sein muss, damit der Zustandsvektor |Y O> den Bedingungen einer klassischen Bewegung mit dem
Parameter @ geniigt. Im Folgenden heil3e |Y 0> = |a0) . Der Eigenvektor von azum Eigenwert a ist |a) :
ala) =ala)

Aus dieser Eigenwertgleichung lassen sich die Ldsungen |a) bestimmen, indem |a) inden

gquantenmechanischen Eigenzustanden des harmonischen Oszillators entwickelt wird. ( Diese ergeben sich durch
L 6sung der Schrddingergleichung):

la)=4 c,@)i n)

Die Wirkung des Absteigers auf die gm- Eigenzusténde ist jedoch bekannt:
[ . [ . (¢} .
alay=ad ¢, @i n) = A ca@NWNi n.1) =ala)=ad ¢, @i n)
n n n
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a cn@nj n.1)=ad c, @) n)
" " (Verschiebung des Summationsindex)

® @)= ﬁcn@

Man hat also eine Rekursionsformel fur die Entwicklungskoeffizienten gefunden:

cn@) =2=c,(@)

i

Esbleibt nun also, Cq (&) zu bestimmen. Allerdings kennen wir weitere Bedingungen an die C, (@) . So sollten

namlich alle Zustande |a) normierbar sein. Dies bedeutet jedoch, da die quantenmechanischn Eigenzustande
selbst normiert sind:

|a |2n
n!

| co(@) Pl co@) 1P €4

Ale.@f =1=3
n n

Vereinbaren wir noch, dass Cq (&) reell und positiv sein soll, so ergibt sich:

k[
co@)=e 2
BE o
= 2 — i
©la)=e 2 & i o

Die kohérenten Zusténde sind damit vollstandig bestimmt.
Die |j n> sind die bekannten, oben bestimmten Zusténde des rein quantenmechani schen Oszillators.

Erwartungswerte und Streuungen von Energie, Ort und I mpuls

laf

n
B o a .
Nun kann man die Energie eines Oszillators im koh&renten Zustand |a) e ? a ﬁh n> berechnen und
n
n

mit dem klassischen Ergebnis vergleichen:
: . . 1 :
Eine Energiemessung liefert den Wert E,, = (n+ E)thn der

|a|2n

n!
Man sieht, dass auch die Wahrscheinlichkeiten einer Rekursion geniigen:

2 _ 2
Wahrscheinlichkeit P, (a) = |Cn| = e Pl . Diesist eine Poisson- Verteilung.

2
_la]
P@) = N Pr-1@)
Aus dieser Beziehung | &% sich ableiten, dass P, (&) fur n = ganzzahliger Teil von | & |2maxima| wird ( unter
der Bedingung, dass nganzzahlig it).
Mmit (ala*da) =a*a sent man:
~ 7 1\ 7 1 AS Ve 1\
<H> = hV\(a|9a+a+—aa> = hwga*a + == hwga P +=Y
a & 2 2H 24



Fir unserer Bedingung an makroskopische Oszillatoren: | @ [>> 1,sieht man also, dass die im kohérenten
Zustand zu erwartende Energie nur wenig von der Energie E,,abweicht, die bei Messung in |j n> mit

maximaler Wahrscheinlichkeit P, (&) zu erwarten ist.

Ebenso einfach kann man mit Hilfe von la, a+ ] =1 den Erwartungswert

<I:| 2>a = hzvvz<a|ga a+—f

und man erhélt dann eine Standardabwe| chung

hzvvzga |4 +2|a |2 +%§berechnen

DI—AIa =hw|a|
Die reI ative Standardabweichung

DH 1
» — << 1fiir groke | a |
(), T

Damit ist die Energie im kohérenten Zustand relativ gut bestimmt

Remember:

Also kann man d| rekt die Standardabwei chungen angeben:
h
DX, =,——
2mw

DP, = /m"
2

Beide hangen nun nicht mehr von & ab und Ihr Produkt liefert den nach der Unschérferelation minimalen
erlaubten Wert:

h
DXa XOR, =7



Erzeugung quasklassischer Zustdnde aus dem gm.- Grundzustand

Wir definieren den Operator
D(a) =€ 2"

D*(a) = gba-aa)

Mit Hilfe von laa*,a* a J:a*a |a |2 und

-[A,B]
"B —efeBe 2 1als[[AB], Al =[[A B],B] =
folgt:

la

D@)=e 2da¢g?™

Wenn wir diesen Operator nun auf den Grundzustand der quantenmechanischen Zustande |j 0>wi rken lassen,
so ergibt sich wegen

a1 e %242 . .
e 28j 0) =d-a* a+w+....aj 0) :|j 0>
é 2 i

kE _ﬁo (aa " _b_o an
D@)i g)=e 2 jg)=€e 2 Q io)=e 2a in)=la)
n

n

ﬁL

P
DieWirkungvonD(@) =e 2 2 ey folglich die unitére Transformation, die aus dem Grundzustand

|j 0> den quasiklassischen Zustand |a) erzeugt.
Diesist die einfachste Variante. Merke:

D(a) = @2

al) = [x0)+ p()]
1 . [mw,
N T 15

K oharente Wdlenfunktionen in Ortsdar stellung

Bleibt noch, die Wellenfunktion
Ya(x)= (x|a> = <X|D(a)|j 0) zu berechnen ( |a> in Ortsdarstellung)
Dazu kann man den Operator

aa” - a*adurch X und P ausdriicken:
aa a*o i aat+tar
¢
e

\/—z«/th«/E

5
+-a*a— P
2
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Darausfolgt:
aa a* o i a@ta*g, g*2-3?2
D(a):e(aa -a*a) — @ 72 o e Amwé V2 g e 4

Dies kann nun zur Berechnung der Ortsdarstellung des koharenten Zustands herangezogen werden:

a@ a*o i am+a*g, g*2-32

=X
Ya(x)z(x|e eﬁze«/mhwe«/?ﬂe 4 |JO>

a*’-a? aa -a* o i aa+a*

Ya(x):e 4 <x|e eWz eJ eTra |J >

a*?-a? |mwaa-a*g i aat+a* g

— X - :
Ya(=e & e " 820 (xle JOWEIZ o |j

il P
e " ist jedoch gerade der Translationsoperator um | langs der x- Achse. Darum gilt:

i a1+a
<x|e J_e\/_;a :< ’ (a+a*)
Ya=e & Egﬁ?’xj 0§X'1/ (a+a*>-

Wegen

X)) = Jﬂ Re(a) =, /L(a +a*)
a mw 2mw

(P), =+/2mawim(a) = 5 (a ax)

kann man schlief}lich schreiben:

asa® i(P) x
Yo(X)=e 4 e " j O(X- <X>a) (in Ortsdarstellung !)
Fazit: Multipliziert man die Wellenfunktion j o (X) des Grundzustands des eindimensional en Oszillators mit
i(P), x
dem oszillierenden Faktor € 7' und verschiebt man sie dann um <X >a langs der x- Achse, so erhélt man

a*Z_a2

die Ortswellenfunktion fir den Zustand |a) Der Phasenfaktor € 4 kann man vernachlassigen, daer

physikalisch keine Rolle spielt.
Fir uns bedeutet dies: Die GaulRzusténde werden gewonnen, indem man die quantenmechanischen Zustéande in

klassischer Weise um <X >a verschiebt.

Aus der Quantenmechanik ist bekannt:
1 mwx?

. 51 & o 2 n
o= retet 2o DXy = /57—
epr g



o)
1 A n §25 d" -x?
jak) == (-9)e* " —e
" i" /27 (dx)"
1
W54 ,
$hp o =
. e
P jn(Xx)= Hh(X)e 2
(- 2)"n
h
Also: mit DX, = ,|——:
2mw
12 x 0
o0 =0 o AT
e (4]
Somit gilt:
1 B1me(x) 69
04 § 48 DX, =
Jolx-(X), |= + 2
b ), )= 52
und man kann explizit angeben:
& 18- (X),

Diesist im Moment noch véllig zeitunabhangig. Zeitabhangigkeit kann man jedoch leicht einbauen. Man muss

lediglich <X>a durch <X>a (t) ersetzen !

Die Wahrscheinlichkeitsdichte des koharenten Zustands im Ortsraum ergibt sich demnach zu

(x),¢9

1 -
DX,

& 1 ax
G_=¢
%

Y 2: @9 o g
|a(X)| \/gmge

Man erhalt also fir jeden |a) - Zustand ein Gauf3-Paket.

Es &t sich zeigen, dass die kohérenten Zustande ( die ja, wie gezeigt, normierbar sind), die
Orthogonalitétsbedingungen und die Vollsténdigkeitsrel ation erfillen.
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Zeitliche Entwicklung eines quasiklassischen Zustands

Der harmonische Oszi sei zum Anfangszustand in einem bestimmten |a) - Zustand:

y (0)) =[ao)

Wir wissen:
2
Bl n

_ 2 o] a i
|a > =€ a «/ﬁ |J n > . Die Zeitentwicklung der quantenmechanischen Eigenzusténdeist jedoch
n :
aus der zeitabhangigen Schrodingergleichung bekannt:

E
Ya(xt)=e "yu(x)
Wir haben oben den Ortsschieber kennengelernt ! Hier sehen wir wieder hinsichtlich der konjugierten Variablen
Zeit und Energie: Unser Zeitentwicklungsoperator ist ein " Zeitschieber":

E
e " alsZeitschieber!

Somit kann angegeben werden:

_ Bol® a n _IEL _holz Ciwt . N
[¢} ° ¥ )
|Y(t)>:e 2 aLe h|] n>:e 202 a 0 elnwt|J n>
n . Jnl
Nun ist aber:
Rl -iwt n -iwt

e 2e 2 é_%e‘i“"‘ﬂj n):eT‘a:aoe'th>
L A/nl

Und es ergi bt_si ch der zeitentwickelte Zustand explizit:
- lwt
v )= eT\a =age i“”>
-i_wt
Es gentigt also, g durch ape” wt zu ersetzen und den so erhaltenen Ket- Vektor mit € 2 zu multiplizieren ,
-i_vvt
um vom Anfangszustand zum zeitentwickelten Zustand zu gelangen. € 2 ist dabei ohnehin ein globaler
Phasenfaktor ohne physikalische Konsequenzen. Somit bleibt der kohérente Zustand stets ein Eigenvektor zum

Vernichtungsoperator mit dem Eigenwert Q€ W piesist jedoch nichts anderes als der Parameter

1. n _ _ . -
a) = —2[X(t) + Ip(t)] , der den Zustand des klassischen Oszillators volstéandig charakterisiert.

2

Zeitliche Entwicklung der physikalischen Eigenschaften

Wir verwenden nuna = g€ "t ind erhalten sofort

(%), =2 Retae™)

(P), =+2mawIm(aye ™)



Dies entspricht nun genau den klassischen Beziehungen

2(0) = —=[a(0) exp(- iwt) +a(0)* exp(iv)]

J2
B(t) = '—fz'[a(O) exp(- iwk) - a(0)* exp(ive)]
Wir erhalten
(H), =hw§a0 § "‘%;
DH, =naw|ay |
Dxa = L
2mw

DP, = /M"
2

Somit sind Energie und alle Schwankungen in Energie, Ort und Impuls zeitunabhéngig. Das Wellenpaket bleibt
zu jedem Zeitpunkt minimal. Es zerfliefdt also nicht.

¢ & 12x-(X), 929

ara’ AW EL —I<P> 9'4 DX, &+
Y,(X)=e 4 (‘—94e * %
epi g
a*’-a’ 1 Ciwt i(P) x & 12(X), 929
HBYWOE —— - G 4% DX, 4=
Ya(x,t)=(x|Y({t)=e 4 (;Eme 2 e h g Po
eEP g

Das GauRsche Wellenpaket erhalt also alsZeitentwicklungsfaktor lediglich eine oszillierende Phase. Die Form
des Pakets bleibt vollsténdig erhalten.

-(x), 69
0% 55

Eix
Zuallen Zaten bleibt [ Y, (¥)|° =] o[x- (X)®)]” :\/%VQ § 2

Die Bewegung des Wellenpaketes ist also eine harmonische Schwingung entlang der x- Achse mit der Periode
T = E

w
Waéhrend das freie Gaul3paket zerfliefdt, passiert diesin einem parabelformigen Potenzial nicht mehr. Man kann

sich dies so vorstellen, dass das Potenzial das Paket aus Bereichen mit grof3em Potenzial wieder zurtickdréngt
und so der Verbreiterung entgegenwirkt.

Fir sehr groRRe | @ |&ndern sich die Standardabweichungen fiir Ort und Impuls nicht. Statt dessen werden die
Amplituden <X>(t) und <P>(t) sehr groR im Vergleich zu DX undDP . Mit wachsendem | & |kann man also
€ine quantenmechanische Bewegung erhalten, fir die Ort und Impuls des Oszill ators beliebig genau bestimmt

sind (relativ beliebig genau). Fir groRe | & |beschreibt also der koharente Zustand die Bewegung des

makroskopischen Oszillators gut. Die Ergebnisse sind gleichwertig der Betrachtung von Ort, Impuls und Energie
als klassische Grofen



Bewegung des Gaul3paketes

H
N 41w (x o)
L 0 . x
—4
0 - x
P z:
0 . -
3
——
0 > X

Abb.5.23 Bewegung des zum Zustand |a) gehdrenden Wellenpakets: Unter dem Einflu
des parabolischen Potentials V{r) oszilliert das Paket, chne dabei seine Form zu andern.

Beispiel eines makr oskopischen Oszillator s:

Seien: m=1kg, g~10m/ &, 1 =0,1m

Esgilt: T = Zp\/I
g

Esfolgt: T ~ 0,63sundw=10rad /s

Der Oszillator werde um die Amplitude X, =1CMausgelenkt

Wegen

(X), =4 /& Re(age ™)
mw

gilt:

lal= Xm

on

Diesergibt bei uns einen Zahlenwert:

la» 2,240 >>1
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Die zeitunabhangigen Standardabweichungen in Energie, Ort und Impuls ergeben sich zu

DH,

(H)a

DX, = / h » 2,2><_|_O'18m<<xm
2mw

maw

> » 043071 <«<1
|a|

DP, = » 2,240 Ykgm/ s

® Dv» 2,230 Y m/s<<01m/s

Man sieht: Die Ortsunschérfeist kleiner als ein Kernduchmesser, die Geschwindigkeitsunschéarfe um ghnliche
Verhéltnisse kleiner a's die maximale Geschwindigkeit von 0,1 m/s und auch die relative Genauigkeit der

Osrzillatorenergie ist ausgezeichnet.

Fur die Beschreibung eines makroskopischen Oszillators reichen also die Gesetze der klassischen Mechanik in

weitem Male aus.
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3. Drehimpuls

3.1 Drehimpuls- Eigenzustande

Drehimpul soperator:

A
— A

L=F"D

In Komponenten:

L; =ejufkP

L =7  pist hermitesch:

|:+_ (AA)+_ A taA o+ A A A A
i —Ck\kPi) =€ub 'k =€ubT =€l P

Vertauschungs- Relationen:

[|:1’ |:2J = [(fz Ps - T3 @2)’ (fs Py -

N ~

1p3)] =15 P33Py - 2 P3l P3 - 3 Parz Py +13P2M P3
- I3PiloP3 + 3Pz P + 11 P3laP3 - P33 P2
=T2P3l3Py - MP3l3Po + 13PN P3 - T3l P3 = T2 P3l3Py - Mol P3Py + I3 P3P - 11 P33 P2

)

A Ta 2la sole ala o A . _ ..~
:rZ[p37r3]pl+rl[r3’p3]p2:i_rzpl'Trlpzzths

Allgemein: [I:j ,I:klz ifl; mit (jkl) zyklisch

I:ll:z - |:2|:1 :ihE:g

E2|:3 - |:3E2 :ihl:l

|:3|:1 - |:1|:3 = |h£2

® L™ L=inl

Schreibt man dies mit dem Epsilon- Tensor, so gilt einfacher:
ILJ' ,LkIZ ik, mit (jkl) zyklisch

b ejk| I:l I:k = |h|:|

b (0 0) =inl, p L C=inl

Wegen [L i Ly J = 17l also kann es keine gemeinsamen Eigenvektoren zu je zwei Drehimpul skomponenten
geben.

Aber:
[EZ, [kJ =0 firk=123

Beweis: Ubung
Merke:

(2,0 )= |02 + 0,2+ 02,0

O o o o o
Es gibt also gemeinsame Eigenvektoren zu EINEM LKk, konventionshal ber |:3 und I:Z.
Definition von L eiteroperatoren (vergl. harmonischer Oszi):
L, =L +iL,

A

L. = Ll- ||:2

nicht hermitesch
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Esgilt vielmehr:
C.)=c
C)=c

Vertauschungsr elationen

IC. . Ca) = Co iy, Do) = - i, - 4y = - a{Cy +iL,)

[T
[, 0y]=aL.

L+- Form und adjungierte Form.

Auch dies kann verallgemeinert werden:

e(l_ I L3,--nh(L §
T Gg=milC )

Beweis: Durch vollstandige I nduktion:

Fir n = 1 gezeigt. Sei esnun richtig fir ein n grolRer/gleich 1

)+1

401 L e D407 S = P AE) e P, = ol

I_>

L= (i) - i£2)=£12+£22 SilC )= 2+ L2+l
LL,=L2+L, +|[L1,L2]—L - L2 - nlg

o [f.0. |=oni,
2L, |=0
2 L |=0

Mittels |:+ , |: gelingt die Zerlegung von EZ in mit |:2 vertauschbare Operatoren |:3, |:+, I: :

L2 Ll +L2 +L3 :E32+E+I:_ 'h|:3
Warum ?

Nun:
Wir suchen einen vollstdndigen Satz von vertauschbaren. Observablen ( nétig fir Quantisierung ->

Quantisierungsbedingung entspricht Kommutatoren, wir brauchen aber moglichst viele Grof3en, deren
Kommutator verschwindet.). Ziel: Maximalmessung ermdéglichen !

A

Aber: I:l, |:2 scheiden aus. Mittels |:+ , L. bekommt man dagegen dann einen Ersatz fur |:1, I:z, der mit [2

vertauscht. Man hat also wieder einen vollstéandigen Satz von Observablen)( hinsichtlich des
Drehimpul sproblems) ( 3 Stick, entsprechend der drei nétigen Angaben fir die drei Komponenten des
Drehimpulsvektors! im Dreidimensionalen. Diesmal vertauscht jedoch alles!

~

Allerdings sind |:+ , L_ keine Observablen, sondern die Erzeugenden fiir hdhere Drehimpul szustande.
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Die maglichen Observablen sind L2 und Ly, wobei die Komponente selbst willkirlich ist. Hier wahlen wir die

dritte aus.
Wir kénnen das System also Uber zwei Quantenzahlen charakterisieren !

Eigenwerte und Eigenzusténde

Die gemeinsamen normierten Eigenvektoren |a, b) von I:Z und |:3 gehorchen den Eigenwertgleichungen
2| a,b) = aa, b)
Ls|a,b) =b|a,b)

Prinzipiell: Fur alle Observablen muissen wir Quantenzahlen einfiihren. Zum formalen Vorgehen schreibt man
diese Quantenzahlen einfach in einen Zustandsvektor. Diese Quantenzahlen sind Eigenwerte der Observablen,
also mogliche Messwerte. Unser formaler Zustand aus Quantenzahlen ist per Definition ein Eigenvektor zu
diesen Quantenzahlen.

Dann muss man nur noch Bedingungen finden, die aus der Eigenwertgleichung Information liefern, die
herangezogen werden kann, um die Quantenzahlen einzuschrénken bzw. zu bestimmen.

Bei unsgilt:

Da |: hermiteschist, gilt:

<a,b||:i+ |:i|a,b>

- Qyocs

a=(a,b|(?|ab)=
1

<a,b|I:i+I:i|a,b>::<F|F>3 0
3

a=(ab|(?lab)=3 (ab|}*L|ab)2 (ablls|ab)2 0

i=1
(a,b|L5%|a,b) =b?
® a® b?3 0
Weiter gilt:
L, | a, b> sind auch Eigenzustande zu L2 und Ly :
Vorsicht:

|a, b> sind keine Eigenzustande zu ﬁi aber I:i | a, b> sind Eigenzustande zu L und |:3 :

(.| =90l
® (Ll - [, GJab) =L, (L £ ) ab) =L, (b n)ab)
Also

LsL.|ab) =(bx )L, |a,b)

DAasbedeutet:

L., erhohen/ erniedrigen den Eigenwert von |:3 um 7.

-> wir bekommen hier Informationen, indem wir Produkte aus Operatoren auf unsere formalen Eigenzustéande
wirken lassen. Dieses Vorgehen ist sehr typisch, kann man sich mal merken !
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Die n- bzw. m- malige Anwendung bei festem bo liefert:
() AE B (RS
L) auky)= oo - mi)C. )"faute)

Das Spektrum von |:3ist nach oben und nach unten beschrankt:
3

a=(abl’|lab)=8 (ab|}*L]|ab)
i=1

(a,b|*Lj|aby=(F|F)2 0

3
a=(a,b|?|lab)=8 (ab|};"[|ab)® (ab|ls’lab)3 0
i=1
(a,b|Ls%|a,b) =b?
® Jas b -+a
Also existiert ein groRter Eigenwert D0 = Do + Nipax/i und ein kieinster Eigenwert By, = by - My ax2
mit
L. |a bma) = L. [&,bpin ) =0
DarauAsfcilgt: A A )
0= L. C,]abma) = (2~ Ca?- 7ls)a,bmay) = (8- Brad - 7Bmax | & Bax)
0= I:+|: |a1bmin> = (I:Z - |:32 +h£3) a!bmin> = (a' bmin2 +hbmin )a1 bmin>
Also:

2 2
a =bax” +Abyax =brin

- hbmin

Andererseits existiert ein N1 Ngmit |a,bmax> = (I:+ )n|a,bmin>
Also: Byax = By + N7
Setzt man diesin a = bmax2 +hba = bminz - hibpyi, €in, sofolgt:
Brin” + 2y +n%2° + hbyin + 1) = by - ibyin
2nib, +n%h? + h(%min + nh) =0

n(n+1)Aa? _

P buyjn =-———=

=l
2(n+D)n 2

mit
n
| =—
2
Somit:

a=bpn (bmin B h) = (' I)(' I - 1)h2
a=I(l +1)n?
Bmax = Brin + 217 =11
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Moaliche Eigenwertevon L2:a =1l +1)h2

nl N
P | =0,—,1,§,...

2 2
Mogliche Eigenwerte von L fir festes!:
b=nn
mit
m=-1,-1+1-1+2..,1-21-1l

m=-1 -> gehdrt zu bmin
m=+| -> gehoért zu b max

Es konnen keine weiteren Eigenwerte von L3 zwischen diesen Werten liegen, weil man sonst durch wiederholte

Anwendung von |:+ bzw. I: die Schranken |rr1 £ | verletzen kénnte.
Zujedem| gibt es 2| +1 Wertevon m:

Dies entspricht der energetisch gleichen 2| +1- fachen Richtungsentartung von |:2

welche von auf3en, z.B. durch Magnetfelder, aufgehoben werden kann.

Die Tatsache, dass L, bzw. L_ den Drehimpulseigenzustand jeweils exakt um 7 erhohen bzw. erniedrigen, ist

also eine Konsequenz aus dem Kommutator le Ly J = ifiL, , besser, wegen dem zyklischen Anspruch anjk,l:

le , Lk] = ihej i Ly - Der wurde namlich oben mit eingesetzt um die Eigenwertprobleme zu bestimmen. ( siehe

oben).

Also bedingt der Kommutator le , LkJ =ihejy Ly dieDrehimpulsquantisierung.

Tabelle:

Quanten- | Eigenwert von Richtungsquantenzahl m
zahlen |:

! Il +1) m

0 0 0

B NE 1,1

2 2 2" 2

1 /2 - 101

3 15 3. 113

2 T 2722’2

L2|1,m)= 721 (1 +2)|1, m)

I:3|I,m):hrdl,m>
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Diracsches Vektormodell:
Dar stellung der Richtungsgquantisier ung:

m=1/2 -> Der Drehimpuls steht parallel zur x3- Achse
m=-1/2 -> der Drehimpuls steht antiparallel zur x3- Achse

Zur Ubyng ist zu zeigen:
(I, m|L; |1, m) = Ofur i=1,2

<I,m|(|:i - <I:i>)2|l,m>20 soll berechnet werden

Nebenbemerkung: Die Drehimpul squantisierung ist eine Folge der Nichtvertauschbarkeit der einzelnen
Komponenten des Drehimpulses!
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Ortsdar stellung des Bahndr ehimpulses

_12 h - _
r|p||,m):TNY|m(r)

_in hoga - _ _
(r |L3||’m>:i_(xlﬂ2 - RoTp)Y | (F) = MY ()
In Kugelkoordinaten:

X1 =rd9nJ cosj
X, =rdnJddnj

X3 =rcosJ
il
X1Y2 - X0l =—
1112 211 1-“
Aber:
_ir
XTo- X =—=—L
1112 211 ﬂ] 3 z
~ R
L,=——
z27 i
in Kugelkoordinaten !
p éﬂl_Y”n(l’,J,j ) =hAmY ,(r,Jd,j ) Eigenwertgleichung fiir |:3.
|
L 6sung
Yim(rd,j ) =™ fin(r,J)
m=-1,.,1

Eindeutigkeit:
Ly :eim(i +2p)

P mizZz
P Fir Bahndrehimpulse sind nur GANZZAHLIGE |-WERTE zul&ssig.

Prosaisch: Die Wellenfunktion muss eindeutig sein. Durch Drehung um 360 ° muss sie also in sich selbst

~ _h
ubergehen. Damit fallt jedoch wegen L, = '_T[ll die Moglichkeit weg, dass magnetische

|
Drehimpulsquantenzahlen halbzahlig sind, sonst wuerde die Wellenfunktion bei Drehung um 360 ° ihr
. 1, 1
| 5 i) S -

V orzeichen wechseln wegen € =-e?2 =¢dPe2 Widerspruch zur Eindeutigkeit !!!
em = eim(j +2p)
P mizZz
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L eiter oper ator en:

(F|C. |1 m) :z(;(zﬂs - KTy +i%Ty Fi%yT3)Y i (F) = ™ &1 ticotd l%ﬁm(ﬁlj )
. & i 5

458 T g 18 Dy = ra(mety g T 9
he giﬂJJrICOtJﬂj BY,m(r,J,J) he 8‘113 mcotJéﬁm(r,J)

Fir m=l ( Maximalwert) ist

ME

o 119 EL jota 8y 1,0) <0
& %]

L 6sung:

N M:Ic‘) cotJdJ

f

f () = (- 1)'1/(2'2+ ) ﬁ(s‘nd)' Ry (1)

Mit dem Normierungsfaktor

20+ 1
221
Erzeugung der anderen f,,(r,J):

Y Cny=reit-oi @ 1
-1 (D) p(r|L |y = 7el ¢

Normierung:

~1eotd o (r,3) = rel -0 (gnJ)! ﬂ [an ) £, (r .J]
2

Y m(rJ.j)=Rn(n)Y,"@,j)

Mit den Kugelflachenfunktionen

em (- 1) 21 +1){ - 1 d"m
J2p 2\ Al +m)- (snJ)™ d(cosd )™
imj N

e 1 20 +1)l - m

meiv=S% | m
h( (J,j)—@% ) wp I(COSJ)

Wobei

Y,\"@,j )= (§nJ)

1 d [, )
R (X) := ——-——|x“ - 1] Legendre- Polynom - ten Grades

2'11 (dx)'

m m
R™(x):= (1 - x? )E d P, (x) zugeordnetes L egendre- Polynom

(c)™

Dabei variiert die Definition in der Literatur je nach Wahl der Phase

Die Kugelfl&chenfunktionen sind orthonormiert
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o) p " ,

Odi (PIsSnIMYQ.)| V" @) ) =dy-y
0 0

Dies bedeutet:

pis] p N

Odi PIsnIN™@.j)| ¥ )=1

0 0

oder in einer diskreten Basis:

é_ & m) Y| M =1 -> was an bekannte Vol Istandigkeitsbedingungen erinnert !
I,m

Die Kugelflachenfunktionen sind also ein vollsténdiges Orthonormal system, nach dem sich alle Funktionen auf
der Einheitskugel entwickeln lassen:

¥ |
- e [o] R
FAid=a a a™"@.J)
[=0 m=- |
Eine weitere Eigenschaft der Kugelflachenfunktionen:
YW@ =(9)m
Die Inversion am Ursprung liefert: (also: T ® -7 ),aso(J,] ) ® (p-J,] +p):
: | .
YiMp-3 +p)=(-1)¥"A.)
Fazit: Die Bahndrehimpuls Eigenzustande ||, m) haben die Paritét (- 1) ( steckt ebenfallsin den

Eigenschaften der Kugelfunktionen, Legendre Polynome, wie auch immer, die sich eben als Eigenvektoren
unseres Drehimpul sproblems ergeben haben !)

T r
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Eigenfunktion Knotenlinien von | | m Bemerkungen/ Paritat
RefY")
VO _\IT 0 0 0 gerade (s-Orbitale)
0o~ 10
\QO:W/%COS] 1 1 0 unger ade (p-Orbitale)
=g \/E sngeti 1 1 +1 ungerad;e( ebenfallsp-Orb.)
% Yp, =\/%s'n‘] cog
YPy =\/4i:s'n3 snj
v, = ’i(gcoszJ ) 2 2 0 gerade (d-Orbitale)
16p
Y, :;EgnJcoge:ii 2 2 +1 gerade (d-Orbitale)
2 gerade (d-Orbitale)

+ 15 i 2 2
Y, 2= 1/—sianeﬁ”
32

Keine Knotenlinie

1
YOO :\/%

n=1-> m=0, I=0
Eine Knotenlinie
3
Ylo =,|—cosJ n=2, 1=1, m=0
\) 4p

&

Merke: Wir haben prinzipiell immer den gleichen Gesamtdrehimpulsin diesen Zustédnden ! Nur einmal ist eben

die z- Komponente Null ( wie hier) und einmal nicht ( dafiir wére z.B. die x- Komponente des Drehimpulsim

f3 . ii
folgenden Beispiel Y1ﬂ:$ %sn‘]eiu NULL 1)

Y, =7, /§ snJe™

Zwei Knotenlinien

Y’ = \/%(mos% - 1)

n=2,1=1, m=+1

n=3, 1=2, m=0
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15 . i
Y, =7, /— snJ cosJe™ n=3, 1=2, m= +1
8p
15 . ii
YZJ-r2 = ’_ n2Je*?l n=3,1=2, m=% 2
32p

[} '-: :
20|
[ Ty
HH
= \=
ms
! M

- N L

1 .

T o T R 17722 S

V11 7/

A wy; - —— 11
N Tt FT . . ms0d

4 A\ l

f 1\

1

ALl

i .

L=3

1=3
= - m=0.1,
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’%? Kugelsymmetrische Potenziale
Ls 1) = (7B, - o). 7] = - o[y, 1] =if
L3 fof= [(Bup2 - B2Py).Fo] = [ Ba. o] = - 17y

.E3’ 3] = [(Flf)Z - I f’l) F3] =0

Allgemein:
L] ,I‘k_ = ihn

; mitj.k,| zyklisch

A

l:j ,rk. = ihejk|ﬁ

Analog:

L, ka: inejq b

|:3; I:\]_2 = [l:3, f]_]fl + f1[|:3, fl] = |hf2fl + f]]hfz = 2|hf2f1

L3’ r,.\22 = L31 f:2 ]fz + FZ [L3, fz] =- |hflf2 - f2|hfl =- ZIhfzf
La,fs|= [':3’ rAs]fs + rA3[|:3, rAs] =0

Damit folgt jedoch fur die gesamten V ektoren:

£;.72|=]0;,8%|=0 i=123

[Ej,HJ:O,faus H =H (2, p?)

Also

A

H =——+V(r) mit Zentralpotenzial V(r)
2m

©

Theorem

Fir alle rotationssymmetrischen Hamiltonoperatoren gilt:

C, =0

[EZ, H J =0

Und der Drehimpulsist eine Erhaltungsgrofie, also

L=0

Analogiein der KLASSISCHEN Mechanik:

Im Zentralpotenzial ist der Drehimpuls eine Erhaltungsgréfie

Tieferer Grund: L ist die Erzeugende infinitesimaler Drehungen

wegen |2, H|= ([0, H]|+[LH[C P [2,H]=0p [C;,H]=0

Sei V(r ) im Folgenden kugel symmetrisch.

Dann gibt es gemeinsame Eigenzustande von H und Ej fur jedes | aber nicht zu H und L.
(H 183t sich als L2 darstellen ( siehe im Folgenden !') und mit L2 vertauscht immer nur eine Komponente, die

anderen nicht, daja die Komponenten des Drehimpul ses untereinander nicht vertauschen !)
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Wegen

|Ca.H|=0
[EZ, H J =0
2,0]=0
konnen wir gemeinsame Eigenzustande zu H , |:2 und I:3fi nden.

2

Zusammenhang zwischen 2und H = 2— +V
m

"2 _
L® = €jk1€jmn Xk P1 Xm Pn
€k €jrm = dknGin - dkAim

A

Summationskonvention !!

Esfolgt:

L* = €€ Xk P1 Xm P = (GG = AierOin )Xk Pt X Py =

= XmPnXmPn = Xn PmXm Pn

PnXm = XmPn - ihdmn

XnPm = PmXn 170y,

P |:2 = XmXmPn Pn = PmXnXmPn - thm Pm
Pm*nXm Pn = PmXmXn Pn

PmXm = XmPm - 170y

dym=3

L2 = €k Cjmn Xk P1 XmPn = (dkmdln - dndim )Xk Pi Xm Pn

B L% = X XmPn P = PrnXnXmPr = 27X P = Xn” P = Xen P Py + 374 P = 2170 Py

P L% =% Pn® - (XmPom)(Xn Pn) * /% Pry
12 =r2p? - (Fxp)2 +in(F xp)
Somit:

bZ

2m 2mr?
Klassisch:

) - inff )+ 7]

2

Lol

mit (F xp) = rp,
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Ortsdarstellung in Kugelkoordinaten
X1 =rd9nJ cosj

X, =rdnJddnj
X3 =rcosJ

Die Differenziale transformieren sich dabei folgendermalien:

X;
ﬂlzﬂ_J ; —Jﬂ Wobei der |etzte Zusammenhang natirlich nur fr die obigen Vektorkomponenten gilt
I r r
!
Somit:
_ . _h X;
I 9 I
p=-inN
B, - i
r
An A
rp=rp, =—r—
P=rp, T
~
LZ :_l
n

Operator der kinetischen Energie:

(r_Xp)gr xp) + uY(r Jj)= rﬂ—gr +10Y(r Ji)

i o
N o U
=zl Mo, WU, o ETY \2(—+2'"Y —-hzrﬂ—z(rY)
&ré Tre Ty I ‘ﬂfg 1
Alternativ:
: T alY
rxpgrxp My (v ,3j) ==-1n? &
() ) i f 'ﬂre ‘ITr o
Also: (Im quantenmechanischen Fall sei I = fA', P= '[3
2 2 2 2
P v, _ilﬂ—(rv) =Y
2m 2m r g 2 2mr?
p2 - p2
einen einfachen Ausdruck hatte man auch erhalten, indem man einfach Laplace, also 2— —2—D|n
m m

Kugelkoordinaten schreibt
Esgilt fir den Operator der kinetischen Energie

. 22 32
T=P_1p
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L aplaceoperator in Kugelkoordinaten:

1 - 1 1 2
DY :718?21\(9 ig% 1 1 Ty
°Mré T g r?snd 1Jé 'ITJ ﬁranﬂj
Schradingergleichung fur Y (r,J,j ):
HY (r,d,j ) =—Y (r,J,j ) +V(r)Y (r,d,j )————(rY)+e_+V(r)uY EY(r,d,j)
2m rqr? @2mr 9]
In Analogie zur klassschen Hamiltonfunktion identifiziert man

o _heEl

. + —x als Radialimpuls- Operator

iefr rg

mit der V ertauschungsrelation:
o 1 h
[pr ’r] = T
Esqgilt:
2
p_2 = p; + L_2
2m  2m  2nr 2

Nachrechnen !

Ortsdarstellung von L2

2 C
L2Y (. ] )_-hZ‘ngegnJ (rdj)e, 1 TY(.J,j)i
JJe N, Q gn J ﬂ] 2

Nebenbemerkung:

H erhalt man auch direkt durch die Transformation von
2

-ZLDY +VY = EY ~ auf Kugelkoordinaten ( Laplace- Operator in Kugelkoordinaten ausdriicken !)
m

L osung der Schrddinger gleichung durch Separ ationsansatz:

Y(r,J,j)=Rr)YQ.)
mit

LY(@,i ) =20 +)Y@3, )

Also;
Zm\: jrz (rR)+ 2n':2 (LZY)+Y(V(r) - E)R=0
L2Y = A21(1 +1)Y
i %%C?Tzz(mh R (130 +9v)+v(v( - ER=0
p -%jrzz(rR)WLg jr(rlr D vin- E;(rR):

( Laguerre Differenzialgleichung !)
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R0 +1)

2nr
Im Endeffekt kdnnen wir von einer radialen Schrédingergelichung mit einem effektiven Potenzial sprechen:

Dabei wird analog zur klassischen Mechanik als Zentrifugal potenzial bezeichnet

:h%a+n

Vst >

+V(r)
2nr

Merke als Kurzform fir Differenziale:
d?(rR)=d(R+ rdr) =2drR+rd R

fur ein Differenzial entlang der Radiusvariable!
Bindungszustande im anziehenden Zentralpotenzial:

Sei fim |V(r)|£&mita <2
re o0 ra

Also: dominiere das Zentrifugal potenzial gegentiber V' fiir r-> 0,
so gilt:

Esexistieren fir ein anziehendes Potenzial V (r) , also negatives Potenzial wieim ldimensionalen Fall
grundsétzlich endlich oder unendlich viele gebundene Zustande. Dabei sind es unendlich vielefir a < 2,

ansonsten nur endlich viele ( Potenzialtopf !). Bei Kugelsymmetrie des Potenzialtopfs existiert immer
mindestens EIN gebundener Zustand !

Dabei existiert eine Serie Ey n=0,1,2,3,... usw... zu jedem | <n
Jeder Zustand ist dabei beztiglich m (m=-l,...,+l ) 2I+1 fach entartet.

Also: es existieren endlich oder unendlich viele E,y zujedem | mit jeweils 2| +1facher Entartung.
Voraussetzung: Am Ursprung muss die Zentrifugal barriere dominieren !

Zusammenfassung Kugelsymmetrsiche Potenziale:
Jeweils vertauschbar sind:
L%mit L;, H
und
2
H mit L ’LJ .
Also existieren gemeinsame Eigenzustéande zu H L2, L 3. Esist moglich, einen Operator, z.B. den
Hamiltonian durch diese Grof3en auszudriicken

AL SO: Schreibe die vertauschenden Operatoren auf !

Wir haben jedoch gesehen, dass

IC;,L|=iney O L C=inl

ALSO: Schreibe die Quantisierungsbedingungen ( Kommutatoren ) auf !
Wir haben als Leiteroperatoren:

L, = Ly +il,

R R .~ nicht hermitesch
L =1L -il,
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mit I:i | [ m> ~ |I ,mil) nicht hermitesch. Es handelt sich also um Leiteroperatoren fiir die magnetische
Quantenzahl.
P LC2[1,m)=A2I(1+3)|I,m)
Lg|l,m) =an1,m)
1
PIl=0=1..
> 1,

m=-1-1+1..,1

AL SO: Suche einen vollstéandigen Satz vertauschbarer Operatoren !
Durch die Untersuchung der Wirkung von Produkten von Operatoren kann dann das Eigenwertproblem
eingegrenzt oder sogar gel ost werden.

Der Bahndrehimpul soperator kann zusammengesetzt werden:
L=Fp

Das Spektrum ist einzuschranken:

P I=012..

m=-1,-1+1...,1

Schliefdlich kann eine Wellenfunktion in der Ortsdarstellung angegeben werden:

(FlPIm) = Y ey = Y (1,3, ) = Ry (DY@ )
als Separationsansatz.

Direkt aus der Existenz gemeinsamer Eigenzustandezu H , LZ, L
kann man den Hamiltonian zusammenstellen:

_ \&_ _\ HhU 0
2 : ar Xp)gr Xp)+.—’ 2 -

HY =62 +v(ndy =6 if, L
§2m o 2mr

2

Es ergibt sich die Schrédingergleichung:

_n? d? &&2I(l +1) 2Oy
T (rR)+§—2nT S+ V(1) E‘-;(rR) =0
B2 +1)

alsradiale Schradingergleichung mit dem Zentrifugal potenzial >

2nr
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i : R2(1 +1)
und dem effektiven Potenzial Vg (r)=V(r) + >
2nr

Der Separationsansatz liefert den Zustand als Produkt:
- . . Un (I .
(F|rim) =Y () = Y (1.9, ) =Ry (0% "0, ) =2 ymg

Ry (r) =

Aus der Normierbarkeit
Y 2 N - 2 \¥
OUY nf® = MM @ )| G r?

folgt:

Up (1)
r

Uy (1)

z m,, . |2 ¥ 2
=M@ )| Qlun (] < ¥

lim

a
[ ® Y |unl (r)|£r_e

: 1
mte >—
2

Asymptotisches Verhaltenfir r ® ¥ :

Verhatenfur r ® O:

& 12 42 32 i
éﬁ_d2+hlﬂznw20
g 2mgr 2nr? g

Ansatz: u(r) ~ rs:
-s(s-D+I(1+D)=0
P s =I+1Ls, =-I

Jedoch ist s, = - | nicht zulassig, da R(r) ~ r~'“Ysingular an der Steller=0

lim
Esist notwendig, dass 0u(r) =0
>

Nebenbemerkung:

Fur 1=0ist die radiale Schrédingergleichung

2 42
- h——u + (V(r) - E)u =0mit u(Q0) = Oéaquivalent zur eindimensionalen Schrodingergleichung mit

2m gr 2
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Vi(x) =V (x)fur x>0
Vi(X)=¥ x£0

Vergleiche: Harmonischer Oszi !

Symmetrische Fortsetzung des Potenzials Vg:

N\ N L\\\b
<
=
N
{

~ 7
VAN

a9
L]
'.
l,,
X4
L ]
™,
(

Nur dieantisymmetrischen Eigenzustande von Vgsind auch Eigenzusténde vonVq

Fazit: Der Grundzustand von V/; entspricht dem ersten angeregten Zustand von Vg ( radialsymmetrisches
Potenzial der Schrodingergleichung).

Es gilt: Das eindimensionale symmetrische Potenzial besitzt mindestens einen Bindungszustand !
Dreidimensional e Potenzial e besitzen dagegen nicht immer Bindungszusténde.

Einwurf : Symmetrien/ Invarianzen und Erhaltungssatze
(KEIN STOFF DER QUANTENMECHANIK !l auf den folgenden 17 Seiten !)

Bereitsapriori erscheint es einleuchtend, dass eine Vertauschbarkeit verschiedener Variablen eine Symmetrie
bedeutet. In gewisser Hinsicht ist es unerheblich, ob man erst die Energie und dann den Drehimpuls misst, da
beide miteinander vertauschen.

Umgekehrt wissen wir aus der von- Neumann- Bewegungsgleichung ( Heisenberg- Bewegungsgleichung), dass
ein verschwindender Kommutator immer einen Erhaltungssatz bedingt. Somit kann eine Analogie gefunden
werden zwischen der Von Neumann- Bewegungsgleichung und dem Noether- Theorem.

Erinnern wir uns an die klassische Mechanik:

Die kanonischen Gleichungen lauten:

F’k:-ﬂOOD Pk =ay =const
k

Qk:—OOD Qy = by =const

Fir ein hamiltonsches System. Man redet bei verschwindender Ableitung von zyklischen Koordinaten. Mittels
der Hamilton- Jacobi- Theorie ist es mdglich, eine Transformation zu finden derart, dass alle Koordinaten
zyklisch werden. Dies entspricht dann einer Transformation auf paarwei se vertauschende Operatoren. Es
entspricht dem Auffinden eines vollstéandigen Satzesvertauschbarer Operatoren.
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Auf die Hamilton- Jacobi Theorie soll nun jedoch nicht néher eingegangen werden. Erinnern wir uns statt dessen
an das Noether- Theorem:

Kontinuierliche Symmetrien und Erhaltungssitze

Betrachte kontinuierliche Transformationen, unter denen das physikalische System invariant ist.

In diesem Fall gibt es zu jeder kontinuierlichen Invarianz gegen infinitesimal e Transformationen eine
ErhaltungsgroRe | ( Integral der Bewegung oder auch Konstante der Bewegung), das heif3t, in diesem Fall gilt:

I
E = 0 entlang der Bahn der angenommenen Bewegung ( 1angs der Bahn).

Diesist die allgemeine Aussage des Theorems von Emmy Noether

Das Noether- Theorem ist im Lagrangeformalismus formuliert. Zu diesem mussen wir zurtick. Durch die
Legendre- Transformation kann man jedoch leicht zum Hamiltonformalismus wechseln.

Das Noether Theorem

Voraussetzung: Autonomes, das heif3t, nicht explizit zeitabhangiges System mit f Freiheitsgraden und einer
Lagrangefunktion

L(oy,-., Agseert)

Theorem ( E.Noether, 1882-1935)

Die Lagrangefunktion L(ql,..., ql,...,t) eines autonomen Systems sei unter der Transformation

g ® h®(q) invariant. Dabei ist s ein eindimensionaler Parameter und hS=° (q) =  die Identitat.

Dann gibt es ei n Integral der Bewegung

_ ‘ITLaed o]
I(q,q)—a— —h®(q;)+
i- T4 e gds s

Beweis:

Se {0 = {(t) eine Losung der Lagrangegleichung. Dannist auch G(S,t) := h®({, 1) Lésung, das heift:
d L@(s.t).ast) _ IL@st),gst)
ot fc figi

Invarianz der Lagrangefunktion fir beliebige s:

3 L g o L gl 0= 0
_|_ st,ast) =a Se—¢— sy
@Q(s ), q( ) = §1gﬂql ds g ﬂch eds Q) Q

» ian=4 S hiq)? & éfaed Tl gela, 0, I d gela 0 =
t i~ dt g1¢; eds &-0 & gdt p|[of eds;a 19, dteds;a!-a

Mit

am _m

dt 76 Yoy

d alg; é_@qlo

dtéds g &ds g
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und mit Hilfe von

d faE’ﬂLa@lq.o L gigy 6 2
_|_ s,t),q(s,t =
@0 A0 =8 Qoo g Sas g

folgt dann:

d
Ygm=LL=0
a (@.a) ™

Réumliche Translationsinvarianz

Seien die Kréfte konservativ und seien keine Randbedingungen:

L ——a mr - V(,..Tn)
|-1
Eine Translation in Richtung x ist damit eine Translation der Form:

h®:r® r+sg i=1.,N

Der Parameter sist dabei beliebig.
Die Translationsinvarianz entlang der x- Achse bewirkt nun:

L(hS(7),T;) = a Mm% - V(i + B, ,...Ty +B,) = L(F;,7;) Forderung!

I—l
a N &9
= N.x NVN=-3—V =0 Forderung!
i ia:tl( Y Elﬂxi g

Das bedeutet aber: es darf keine auf3ere Kraft in x- Richtung geben !
Fir die Transformation gilt:

h3(f)=F +<, i=1.,N

hS0(F) =, (1dentitzt)

d
—h3(F;) =€
i () =&
Flr unser Integral der Bewegung gilt jedoch:
N S
o ~ . dh o . _ o .
|:aNriL—ds =a mrni%, =g mx =P
: :

i=1
Fazit: die Translationsinvarianz in x- Richtung bestimmt die Erhaltung der x-Komponente des Gesamtimpulses.
Dieser Zusammenhang ist leicht fir die anderen Komponenten zu zeigen.
Dies kann auch umgekehrt betrachtet werden:
Wahle gl=s als verallgemeinerte Koordinate:

Nun gilt die Transformation:

F =G (005, 1) = 8 + DR (Gy,-, G5 )
mit

0,8 alsSchwerpunktskoordinate und

Dr; (¢,..-,q5 ,t) asRelativpositionen.
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T ___
= eX
oy
ir_l :iri = eX wegen rl = é. irle +1FI
fla, -~ Yo c Tok Tt
Invarianz Erhaltungssatz
I o0 E—L =0 aquivalent zum Erhaltungssatz E = const
fia. dt oy [}
Allgemein heif3t ﬂ— =P der zur Koordinate gj konjugierte verallgemeinerte Impuls.
dj

FansgmolassE =0U iﬂ—',‘
10, dt ey

ist, dann nennt man gl eine zyklische Koordinate. der zu ql konjugierte Impulsist in diesem Fall eine
Erhaltungsgroiie.

=0, wenn also die Lagrangefunktion invariant gegen g1- Anderungen

Hier:
T“— ﬂ ﬂT ﬂ a) 1 _20 [ = ﬂ =
= =—(T-V)=—=— _mrcT= mr —r;
mit %r, =g,

dt 16, Mo, - Top i
Xi kennzeichnet dabei die Kraft. Nun steht rechts also die resultierende Kraft in x- Richtung. Existiert keine
resultierende Kraft in x- Richtung ( Translationsinvarianz in x- Richtung), so gilt:

dqr 9T 1

S D _g=8%X-"r=54X =0
dt g, T, % EE.l "o X? |
Invarianz sagt

ﬂ:Ql:OID EE_:OO szﬂzconst
flo dt oy 1A,

Nebenbedingung fur das fehlen konservativer Kréfte ( Falls Q1 konservative Kraft ist)

1., _ _ 9 o T/, _\V _ o « _ o —
Q =0P V(I + 8. Ry +a8) =a NV ——(ag) =g a N,V =-53 X; =0
fio i LS i i

123



Beispiel: ein Teilchenim Potenzial V=V (y,z)

Das Potenzial hange nicht von x ab: 1111— =0
X
L .
Darausfolgt: ﬂ— = mx = P, = const
1x
In diesem Fall existiert ein Integral der Bewegung:
. L _dnh® L
I(T,T :ﬂTX— =‘”—_:PX = const
fr ds %
wegen
L -
ﬂ—._:NI:L
I
dhs s
ds X

Beispiel: 2 Teilchen mit innerer Paarwechselwirkung

V(r,p) =V(; - ) DasPotenzial kann auch anisotrop sein.
Es sollen keine &uRBeren Kréfte wirken, so dass das Potenzial unabhangig von den Schwerpunktskoordinaten

wird.

Gleichzeitig soll Translationsinvarianz entlang x-, - und z- Richtung vorliegen:
- = = =\ ml;z rnz = 2 — —
L(rl,rz,rl,rz)-7r1 o V(- 1)

L0(1).0°(). ) = 2207 + 2252 V(- 8)- (- ) =L o)

fur alei =x,y,z

Somit existieren gleich drei Integrale der Bewegung:

ie_  IL_ _qL 9L
wmoon o W T
[P | P |
U TR TR R S
L _ iw_ L 9L
mo o Ta T

Diesist, aufgrund des Fehlens dulRerer Krafte, gerade der Schwerpunkts- Erhaltungssatz:

MR =P =const
Mit den Schwerpunktskoordinaten
18
= a m;T;
i=1
Und der Gesamtmasse

2
M:=4m

i=1

=—8+t—8 =—+—=mX +tmyX, =P, =const
=——8,t—8 =—+—=my +my, = P, =cond

=—6+—6, = —+—=mz +myz, =P, =const
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Ré&umliche | sotropie

Nebenbedingung: konservative Kréafte, keine Zwangsbedingungen
Es erfolgt eine Drehung des Bezugssystems um den Winkel | = Sumdie z- Achse.

An einer Skizze kann man sich schnell verdeutlichen:
S.— _ e e s

h>:f =(%,Y,2)® F=(X;,Y,Z;)

Dabei gilt:

X=X coss+y,9ns

Y;’=y; coss- X 9n s

z'=1

Rotationsinvarianz fiir die Drehung um die z- Achse;

Betrachten wir infinitesimale Transformationen ( Drehungen um die z- Achse mit kleinen Winkeln df =db

2§ 0 @ecoss Sns 0G0 €d 0 00 =0 s 06l 6
gyi’ézg- dns coss Ogyi ;»go 1 0;+g-s 0 O:glyi+
§25 § 0 0 1Rz &0 0 15 §0 0 Ogfz

Dabei gilt die rechtsseitige Taylorentwicklung fur kleine Winkel. Wir schreiben

=0 s 09
g-s 0 0:=-sJ,
&0 0 0y

Mit jzals Erzeugende fir infinitesimale Drehungen um die z- Achse.
Somit folgt:

geﬁg &0 ey 0 8%9
¢Yi +=gYi ¥ g X =Y ++ s &)
&'y &7y €05 &

Formal schreibt man:

_, _ aed _.0

ri:hs(ri)|s:0+sc‘;d—hs(ri)+ +0(s?)
eds @0

ceed 5,0 _
—h>(r;F) =r’"#@
mltgds (|)g5:0 i

Rotationsinvarianz der L agrange-Funktion

1

o . .
T= E mT; 2 ist rotationsinvariant, da nur von |ri | abhangig und die Drehmatrix éndert die Abstande nicht.

|
( Drehungen sind orthogonal e Transformationen).

L(F= h®(7).7) = L(7.T)

AL 6 AV 6 Yo el o N
4 =—-c—= =- V)c——=+ = e
els g gﬂs 20 ff::ll( | )g ds gg iezll (&)
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wegen:

([v)=-F
Wi _gh'o
éds gy &S5

Als zyklische Permutation gilt dann jedoch:
glo - #@Ve -5 8 (F 1)
eflsa, efsay L

o (., =
Mit a (I‘i F )al s gesamtes Drehmoment und der Tatsache, dass die z-Komponente des &ul3eren resultieren
[

:'ézxé(r_i, EI)
i

Drehmomentes verschwindet:

Interpretation nach dem Noetherschen Theorem

— = CI)\I L %hso [] - - s = — O (_— ., = [
I(F,7) =a ﬂ—_éd T =amiAf ez):-eza(i miri):-ezlz-lZ
= Togds g 0 i

Also: Rotationsinvarianz entspricht Drehimpulserhaltung

Ander e Betrachtungsweise

Wéhle g; =] = Salsveralgemeinerte Koordinate
Trafo: i =T (J ,02,...,q5 ,1)

mt r =B pem? =f g,
Yo, = eds Bs=0
Fur infinitesimale Drehung um z-Achse.
Invarianz Erhaltungssatze
L ~ L L
R ou Eﬂ— =0 &quivalent zum Erhaltungssatz pg = ﬂ— = const
fla, dt ey T

Der Winkel ist also eine zyklische Variable.
Berechnet man den verallgemeinerten konjugierten Impuls zu Qg =] =s,soergibtsich:

T“— T"— 10 ﬂ'_ o] ;ﬂ; o I — o (_ . =
pl:ﬂ:ﬂzzai‘miﬂrizza miriﬂ_%ri :ai.miri(ri ez):'ezai (ri miri):'lz
wegen
ﬂ - ﬂ _ - o ﬂﬁ . ﬂﬁ
—Th=—T da I =q—0qy +—
ﬂql i ‘ﬂfh i i ak.ﬂqk 0% it

Es ergibt sich also wieder die z-Komponente des Drehimpul ses als verallgemeinerter Impuls.

Nebenbedingung:
Wir betrachteten hier eine passive Drehung desK orodinatensystems. Die Aktive Drehung des
Koordinatensystemsist jedoch dquivalent. Das bedeutet, wir drehen aktiv ale Massenpunkte mit j~ =-j .

Dazu gehdren dann die konjugierten Impulse +1z

den
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Beispiel:

N Teilchen mit einer inneren Paarwechselwirkung, die nur vom Abstand abhangt:

V(e TN ) = V(T e, T enn) mit T |r rJ|

Rotationsinvarianz gegen Drehung um alle Achsen:

ﬂV(I’lzT’[l Fij 5+ ) Iéj 1?:: ﬂ? i = Ofir beliebige Achsen, da

1. _1 T e T I (S T
Wrij 1 ( )(u )] ‘a(ri T )ﬁ(ri "] )_
Lo

b | ]&lr_lr_QZ—FI-FJ [(r_l-r_j), ék]:iék[(ri-rj), (rl

| - ] =
& I "e 1 fi
Also ist der resultierende Drehimpuls | eine Erhaltungsgrofe

Erzeugende der_infinitesimalen Drehung um z-Achse

Dieinfinitesimale Drehung &l sich schreiben als:
—r_ v S/=\ /A = \—
F=h>(F) =(1- sJ,)f

® -1 09
Mit der Erzeugenden J, = gl 0 0=
%0 0 0y

Bei einer Drehung um den endlichen Winkel ] qgilt:
axecosj dg9nj  0p

Esqilt:
RG)=epl 5,i)
mit Definition

[ 30 )=T+ 33 Jesb T et 35 )
Beweis
Far
=_® -10 =2 _ To3_ T4 T
M—gl OBD M 1.M M,M 1
M2 =(-1)"1
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Mit Hilfe der Taylorreihen fir Sinus und Cosinus folgt dann:

aEC(-?Sj_ sinj_ g:Té (' 1)nj 2n _ I\Tg (' 1)n j 2n+1
-dnj cosi 5 o (2n) Zo(2n+1)

— giﬁmj 2n _ ﬁg 1 M 2MtL 204
Zolen) Zolen+1)

— el ¥ )

Analog behandelbar ist die Drehung um die x-Achse

Erzeugende:
® 0 0p
5,260 0 -1:
0 1 0y

Hier gewinnen wir die Drehmatrix:

R(G)=epl 3,)

Bei der y- Achsegilt:

Erzeugende:
geo 0 16
Jy=¢0 0 0=
&1 0 0y

Hier gewinnen wir die Drehmatrix:

RyG)=epl- 3, )

Beliebige Drehungen um den Winkel ] mit der Drehachse N :

py)
I
Q@
©
('DO(P&S
1L o
o]
ol
Q-0

= . ®e. 3 =0 .

Die Drehmatrizen R (j7) = expg-j é N; J; Zhilden nun eine 3- parametrige (] 1 24 3),stetige,
i=1 [}

diffbare (inj ) und orthogonale Gruppe.

Eine solche Gruppe heif3t Lie- Gruppe oder kontinuierliche Gruppe in drei reellen Dimensionen
SO(3)

00)={R:R*® Rilinear|[R'R =1det R -1}

Mit R'R = 1lals Orthogonalitétsbedingung, so dass| I |=| I | und det R =1 zum AusschluR von
Raumspiegelungen.

Die Erzeugenden j i der Drehgruppe bilden eine Lie- Algebramit dem Lieschen Produkt (=K ommutator):
lji’jklzjijk- ‘Tkjl i,k=x,y,z
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Dabei vertauschen 2 Drehungen um unterschiedliche Achsen nicht. Das bedeutet, das Ergebnis hangt von der
Reihenfolgeab!:

‘]X"]yJ: z
jz, jx] = jy -> zyklische Permutation des Lieschen Produktes
5,33,

Zeitliche Trandationsinvarianz

Die Zeit spielt in der klassischen Mechanik im Ggstz zur relativistischen Mechanik gegentiber dem Ort eine
Sonderrolle.
Deshalb ist eine direkte Anwendung des Noether- Theorems nicht moeglich.

Zeitliche Trandlationsinvarianz ist erfillt, falls:

1. die Zwangsbedingungen die Zeit t nicht explizit enthalten:
fi =1 (G, Q)

=2 |==
:|

o T
a_
Jﬂ J

Dabei ist iﬁ Funktion vongl...qf
fla;

2. 1L:O

qt
3. Nebenbedingung: Aus der Existenz eines Potenzials der eingepragten Kréfte folgt NICHT automatisch die
Erhaltung der Energie, da die Zwangsbedingungen die Zeit enthalten kénnten.

Wenn die Zwangsbedingungen die Zeit enthalten, so ist die Energie nicht enthalten.
i =1(q,.,df,t)

Kinetische Enerqie:

T=>amf ——a Tik ;G
i j k
Mit
T jk = é_ m é y—lst abhéngig von den ql...gf im Gegensatz zum Fall der kleinen Schwingungen,
i=1 ﬂq ] k @
der eingangs behandelt wurde.

T ist eine homogene quadratische Funktion der C...0 ¢

. A W S .
Also T(I (o[ o " )— | T(ql,...,qf )
Nach | wird partiell abgeleitet, dann wird | :1gesetzt

e T Gl G )¢ Neefr o
iC : =2IT|,., U ) =
-1§ﬂ|qk )& j = 6}1 Mg
Al .
& ( Qk)g:qk
e M g
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Obere Aquivalenz ist der sogenannte Eulersche Satz
DaV unabhangig von C...q ¢ gilt auch:

ae'ﬂL Qq
= 2T
_lﬂ k

Zur totalen Ze|tableitung vonL:

o &L L
q —CI _"'—
ak' (o] “ flak “ g Tt

& =EL und — L =0 wegen 2.(oben)

fax  dt gk Tt

Somit

d o ®JL. dfL . 6 do 9L dT N a qL o
—=a GOk +—7—0ki=—a — U = 2——wegen =4y = 2T
dt 7 &Mk X dt g g dt | fak X dt ka:1 109 ) g “

Somit

=i(2T - L) = E(T +V) b T +V =konst
dt dt
Zeitranslationsinvarianz bedingt also Energieerhaltung !

L
Oder: Skleronome Zwangsbedingungen: 11TT_'[ = 0 bedingen: E=T+V =constant

Nebenbemerkung

Die Aussage folgt auch aus dem Noether-Theorem, wenn man noch den folgenden Trick anwendet: (Scheck,

Aufgabe 2.17)

Machet zu einer g-artigen Variablen durch eine parametrisierte Darstellung: Qy = 0, (t),t =t(t)
Als Lagrangefunktion muss man sich definieren:

qu dt =
§ t o g i / ) dt "t :
soll invariant unter Zeittranslationen sein:
h®(@,1) =@t +9)
Dann gilt:
1. Hamiltonsches Prinzip auf L angewandt:
t2 t2
0=dyldt =dgLato 21 L _
t1 t1 dt g, Yok
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2. Noethersches Theorem fiir L :

Integral der Bewegung I:

f+1 e T

o ﬂL %j (0] ﬂl—
l :a _ ( !q +)+ =—

i=1 116 edS ot Ps=0 1954

e
C -
_ _ f i
R R X
Tara g0 1Tl & gt o <t dt
Sdt ¢ G -
edt g 8 edtﬂg
f ..
=L- & gy =T-V- 2T =-(T-V)

Also Erhaltung der Energie durch zeitliche Translationsinvarianz

Physikalische Bedeutung der Ham- Funktion

- wegen L=T-V bel holonomen Zwangsbed. und konservativen Kraften
- und wegen p(d/dt g)= 2T folgt: H=T+V

Diesgilt bei zeitlicher Trand ationsinvarianz ( skleronome Zwangsbed. ):

mit%ﬁ(%,...,qf) :Ound%L =0

Dann namlichist
f

é T?_qu = 2T (nach dem Eulerschen Satz: T ist quadratische , homogene Funktion der qk
k=1 o

Somit:

f f

é Eqk- =8 Mg L= THv=THy

beschre| bt die Gesamtenergie des Systems: Nur bei skleronomen Zwangsbedingungen und konservativen
Kréaften !

Nach dem Noether- Theorem, speziell unter dem Kapitel ZEITLICHE Translationsinvarianz

folgt dann Gesamtenergieerhaltung.

Dies &Rt sich leicht nachweisen:

dH da& qu. 0 & aH . qH H_o &HTH fH HS 1L
— = —(k - L= +—pP T . ==0
dt dtélgl fa <5 & Sya % g, pkz & S0 T The o T
Wi enEz

egen-

Diesgilt also nur fur skleronome Zwangsbedingungen. Bei rheonomen Zwangsbed. ist im Allgemeinen H nicht
T+V I
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Beispiel: Perlean starrem rotierendem Draht:

Eine Perle der Masse m sei auf einem starren Draht, der in der -y- Ebene rotiert ( Reibung durch Erdpotenzial zu
vernachl&ssigen): Generalisierte Koordinaten q ist der Abstand der Perle vom Mittel punkt:
X = (COSWL, X = (JCOSWL - qwsn Wt

y =qsnwt, y=gsn W+ quwcosw
L=T :g(xz + yz):g(q2 +q2w2)
MRV R

Man kann sich H=T+V denken. Dabei gilt das effektive Potenzial mit V' = - quwz.

Aus jI_L = Ofolgt dann ohnehin wieder ein Erhaltungssatz: H=const.
t

Zurlick zur Quantenmechanik

Betrachten wir die Von- Neumann- Bewegungsgl eichung ( Heisenbergsche Bewegungsgleichung):
fur einen beliebigen Operator Fyy (t):

d - i[- -
—Fu (1) :—[H, FH]
dt h

Betrachte Ort und Impuls:

Fx ]
’ i ok
.

Somit gilt insbesondere:

c1_h ™
5. 1= TH

Nun haben wir angesi chts dieses Zusammenhangs erneut:

™

——=0b p,=0

Xk

weil

[H.p]=0

Eine Symmetrie desHamiltonoperators im Ort x bedingt also eine Erhaltung der Impulskomponente p in dieser
Richtung !

Nun:

Wir konnen Impuls und Energie gleichzeitig scharf messen. Das ist neu als Aussage der
Vertauschungsrelationen. Warum ?
Die Impulsmessung verschiebt das Teilchen in x- Richtung wegen

" A /)
[pi,xk]:Tdikl
[Bi, Bi]=[%.%]=0
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Aber: Nach Voraussetzung ist die Energie unabhangig vom Ort, also bleibt der Impuls erhalten'!
Somit haben wir eine Aquivalenz zwischen Unschérfe und No6thertheorem und der Heisenbergschen
Bewegungsgleichung.

Drehimpuls:

Esqilt:

ll_] , Lk] = ihejk| L|

Aulerdem aber :

Fir alle rotationssymmetrischen Hamiltonoperatoren gilt ( Theorem !):
5. H]=0

[EZ, H J =0

Und der Drehimpulsist eine Erhaltungsgréfe, also

L=0

Analogie in der KLASSISCHEN Mechanik:

Im Zentralpotenzial ist der Drehimpuls eine Erhaltungsgrofie

Tieferer Grund: L ist die Erzeugende infinitesimaler Drehungen

Also:
Wir nehmen an, die Energie ist isotrop, also winkelunabhangig !
Die Messung einer Drehimpulskomponente stort die Energie nicht wegen:

3 — "2 —
;. H]=0und |2, H|=0
sofort ist klar ( Heisenbergsche Bewegungsgleichung), dass L =0.

Wir kénnen nun jedoch gleich zwei neue Forderungen aufstellen, da wir den Zusammenhang zwischen diesen
Bewegungsgleichungen und dem Noethertheorem kennen:

1) Ein Winkeloperator vertauscht im rotationssymmetrischen Potenzial mit dem Hamiltonian, da die Energie
symmetrisch im Winkel ist und eine Drehimpulsmessung die Energie nicht stort:

2) Der Drehimpuls kann nur eine " Unschéarfe" im Winkel besitzen, wegen dreier Raumwinkel ist damit sofort
die Unscharfe mit den anderen Drehinmpulskomponenten eine eigentliche Winkelunschéarfe im
rotationssysmmetrischen Potenzial ( Alle Aussagen gelten hier, wie gesagt, nur fir rotationssymmetrische
Potenziale):

Also kénnte man Forderungen an einen Winkeloperator stellen, derart, dass:
[jA, H] =0 ( Definition desrotationssymetrischen Potenzials)
i o
L | ]+ o
Wobei |etzteres als Eulerwinkelcharakterisierung gedacht ist, also als der Drehwinkel in der Ebene, die auf die
bezei chnete Drehimpul skomponente senkrecht steht:

Also:

ortsinvariante Hamiltonians erhalten den Impuls. Die Impulsunschérfe splrt keine energetische Variation,
weshalb der Impuls zeitlich erhalten bleibt !

winkelinvariante Hamiltonians erhalten den Drehimpuls. Die Drehimpulsunschérfe spirt keine energetische
Variation und bleibt deshalb zeitlich erhalten.
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Grafisch:

5
._’*Ef . & e I:%
Winhef maﬂ{&ﬂgﬂg

=0 T f-p
[H,]1=0

Dagegen ist in diesem Modell der Hamiltonian sicherlich nicht ortsunabhéngig. Demnach wird der Impuls hier
nicht mit dem Hamiltonian vertauschen !

Dieswurde er in einer solchen Situation, in der dann nattrlich keine Drehimpulserhaltung mehr gilt:

Etwas weniger hochgestochen kénnte man auch formulieren: Da die Heisenbergsche Bewegungsgleichung

d

R i [~ -
a Fy ()= % [H , Fy ] gilt, kann man in Analogie zum klassischen Noether- Theorem sofort behaupten,

dass:

[F X :EE
' I Pk
5 11 IF

[F!pk =3 ™

Somit gilt insbesondere:
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[H, %] :Tﬂ
[H s 1= IH
’ [ ﬂXk

Dieskdnnte hilfreich sein beim Auffinden eines Zeitoperators:

Im zeitunabhangigen Potenzial gilttrivialerweise::

[H.H]=0

aber wegen der Energie- Zeit- Unscharfe:

[H.T]+ 0

Somit kann auch im zeitunabhangigen Potenzial der Zeitoperator keine Erhaltungsgrofle sein:

T10

Seine Eigenwerte mussten die Zeit ausgeben !
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3.4 Das Wasser stoffatom

Hier wechselwirken ein Elektron € = - €y, My, ; und Proton € = €, My >>1my, T,
Uber das Coulomb- Potenzial:

2
_ e
Ver- r2|):- e
Reduktion des Zwei- Teilchen- Problems:
i n? n? ~l
i- —D- — D, +V(r;- |)- EyY(r,rp)=0
% 2my 1 2m, 2t qu r2|) i/)(ri )

Diesist die Schrodingergleichung fir eine Zwei- Teilchen - Wellenfunktion:
Y (FT2) = (FL 2] Y)

= 1 _ _
=— I +Mmor
Schwerpunkt- Koordinate: M (ml ! 2 2)
M:=m+m,
Relativ- Koordinate: I :=T; - I
Damit konnen alle Differenziationen in Schwerpunkts- und Relativableitung zerlegt werden:

oMy ~
N; =—=Ngr +N
1 M R r
~ mo ~ -
N, =—2Ng- N
2 M R r
Damit folgt:
2 2 25
I o~ o u
- h_Dl_ h_D2 =- h_l,ﬁzDR +£NRNr +iDr +rn_22DR - iNRNr +iDr .
2my 2m, 21 M M my M M m, {\;
2 2 2 2
RN S N iy
2my 2m, 2M 2m
Wobei die reduzierte Masse m eingefihrt wurde:
1 1 1
_
m m M

Zur Losung des Problems wahlen wir den Separationsansatz

Y (7 7) = €97y ()
Dies entspricht einer Abspaltung der zeitunabhangigen Schwerpunktskoordinaten mit der Wellenzahl Q des Systems

(Gesamtmasse) , also einer Schwerpunktswellenlénge. Dagegen steckt in den Relativkoordinaten dann eine
Relativwellenlange.

Das Q, welches hier eingefiihrt wird kann dann Korrekturen an die Energie bringen, die jedoch klein sein sollten
(siehe unten).
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Somit folgt die Schrodingergleichung

h

_).;_\_y

u
> Dr +V(r) - EIV) (r)=0

mit E = E+

12Q?2
2M

212

des freien Schwerpunktes zu E korrigiert wird.
Somit haben wir nun ein reduziertes effektives 1- Teilchen- Problem mit einem kugel symmetrischen Potenzial.

Separation in Kugelkoordinaten:

nl(r)Ym(J ,J )

(Flnim) =Y (1) =Y (1.3,§) =Ry ()Y@, ) =

Ry (r) = nl(r)

Ansatz der effektiven radialen Schrédingergleichung:

n? d? (rR)“ &2 (1 +1)

O +V(r)- |E[HrR)=0
2m gr 2 § onr?2 n)-| |_(

Dies entepricht

’ 0
gp L4V (e Y =0
2m &

pPraa __ 12 d?
2m 2m gr?
Wobei die obige Gleichung leicht aus dem Laplaceoperator in Kugelkoordinaten einzusehen ist. Durch den

. . . %Zrad O .
Separationsansatz erhélt man schnell die einfachere Form §2— +V(r) g z(r R) =0, dienur noch von der
m :

(%]
Radiuslange in der Wellenfunktion abhangt.

Also:
_h_iu (r) + aE7M+v(r)- Egu (r)=0
2ma? " o2 o
V(r)_4pe0r
2 3
b Uy (n)- 1D 2m e b (1) =0

2 n2 dpeor
Bei Beschrankung auf gebundene Zustande gilt: E<O:

, dlso der Energie E, die noch um die freie Schwerpunktsbewegung, die kinetische Energie

137



Abspaltung des asymptotischen Verhaltens:

Als Losungsansatz wahlen wir:
u, (r)=r'"*te K w(r)

=[]

r = 2kr
mit . _2m e* 1 1
n? dpe, 2k ﬁ
Ergibt sich:
. g+ | 1#
u nl(r)'.[ ( 2 )' —+—’Un|(l’)=0
T r r 4%
Sowie
s + . i
vv"(r)+:’2(I l)-1l’va'(r)+L
7 r

|
Lguerre- Differentialgleichung

Uber einen Potenzreihenansatz:

¥

wir)=ga a,r"
n=0
¥
w(r)=g8 a,nr ™!
n=1

¥
wi(r)=a a,nn- Hr "2
n=2

Erhalt man eine Rekursionsformel fir die Entwicklungskoeffizienten durch K oeffizientenvergleich:

A -a n+l+1- |
T (n+)(n+21 +2)

Wenn die Reihe nicht abbricht folgt fir N ® ¥

M@i

aso a ! 3,
a, n ™

Demnach folgt fir r ® ¥ :

o 1
w® —'r””:rer
~onl
_r
P u~we 2

Damit ist jedoch U nicht normierbar !

Die Reihe muss also abbrechen bei n=nT N :
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Also:
| =n'+ +1° nT N Wobei dieses n vom obigen Laufindex verschiedenist !!! Es handelt sich in der Summe

nattrlich auch um in n aus den ganzen Zahlen.

Far
2 4
E=- - k?=- 2ma 2 i2
2m 21 (4pe)” |
4
E =R, =136eV
2h° (4peo)
Folgen nun die Energie- Eigenwerte:
1
E.=-R, —
n H n2

n=,23,...
n heif3t auch Hauptquantenzahl !

Entartungsgrad

Zufestemnist1 =0,1,2,3,...,n-1 dieDrehimpulsquantenzahl und m=-I,...,+ (insgesamt 2I+1 Werte) mdglich:
_ n(n- 1) 2
Das bedeutet: Jedesfestenist g (2I + 1) = ZT + n=n*-fach entartet.

1=0

Esliegt n? fache Entartung fir jedes n vor. Das bedeutet: Es gibt zu jedem n n2 Wellenfunktionen mit der
zugehdrigen Energie.

Nebenbemerkung:

Die Energieentartung bzgl. | ist eine Besonderheit des 1/r - Potenzials. Alle anderen kugel symmetrischen Potenziale
haben allgemein Energie- Eigenwerte, die von nund | abhéngen, also Energie- Eigenwerte E, .

Tieferer Grund: Der Lenzsche Vektor

2
ﬁ:i(ﬁ’ L-L" ﬁ)- [ istim l-Potenzial eine Erhaltungsgroie:
2m dper r
[N, H]=0

1
Klassisch bedeutet dies: Es gibt keine Periheldrehung im —- Potenzial.
r

( Die beobachtete Periheldrehung des Merkur ist Folge der Allgemeinen Relativitétstheorie).

Die Erhaltung des Lenz- Runge Vektors ist dquivalent der Aussage, dass die energieabhangige
Flachengeschwindigkeit des Fahrstrahls von Objekten im 1/r- Potenzial zeitlich konstant ist, also das zweite
Keplersche Gesetz wird hier wieder gefunden.
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n | m Energie- Entartung Schalenbezeichnung
1 0 (s 0 1 K
2 0 (s 0 4 L
1 (p) 0,+41,-1
3 0 (s 0
1 (p 0,+1-1 9 M
2 (d) 0,+1,-1,+2,-2
4 0 (s 0 16 N
1 (p) 0,+1,-1
2 (d) 0,+1,-1,+2,-2
3 (f) 0,+41,-1,+2,-2,+3,-3

Eigenfunktionen:
Die w(r ) héngen mit den Laguerre’schen Polynomen zusammen.

Die erzeugende Funktion der Laguerre- Polynome L (X):

1 i s u_ 4 sd
F(x,8):=——expj- X—vy = L,(X)—
(.9 1-s p% 1- s% 20 al )q!
Mit
& qd o} q
Lq(x)::éﬂ—F(x,s)i = 4 fexa)

Dabei miisste das rechte Gleichheitszeichen erst noch bewiesen werden !
L (X) ist also ein Polynom vom Grad g !

Die zugeordneten Laguerre- Polynome ergeben sich gemal3

dP
L P(X)=——Lq4(X)
q dx P q

Sind aso Polynome vom Grad g-p mit g-p verschiedenen positiven Nullstellen.
Die zugeordneten Laguerre- Polynome erfillen ihrerseits die Gleichung

X" H(p+1- X)Lg"H(d- p)Le” =0

(- p)=n-1-1
p+1=2( +1)

Also:
Wy (1) = AL(n+|)2l+l(r)

Normierte Eigenfunktionen:

1

én- |- 1) (2k )02 ) .
é(n )( ) a (2kr)'e er(n+|)2'+l(2kr)Y|n(J X )

e 2n((n+1))* @

mit den Lagurre- Polynomen L)

2l

*1 und den zugeordneten Legendre-Polynomen Y, " (J N ):
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Dabei spurt die Funktion

N |-

3(n-1- )12k u
Y nim(F) :g(n I 1)-(2k) i (2kr)| ek |_(n+|)2'+1(2kr) insgesamt N - | - 1 radiale Knoten

Y"0.i) & 2n((n+1))° g

1=0:
Kugelsymmetrische Eigenfunktionen mit n-1 Knotenflachen

Grundzustand:
1
6 1 Uz —
Yio(F)=é——u e™
8lp2o)° 8
Mit dem Bohrschen Radius
egh?
=P8l = 0,529 A°
me
Es gilt der interessante Zusammenhang:
3 _ ¢
m  4pe,i?
. éf2mE[U_ 1
Esgilt: k =@ a=
e " g N

r

Y hoo(P) ~& &L, (2kr)

Fir | =n- 1: Zustande mit maximalem Bahndrehimpuls ( entspricht einer klassischen Kreisbahn)
r

= n-1 n
Yonim@)~r"re ®
lim

oY =0 150

Berechnung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit auf einer Kugelschale mit Radius r und Breite dr:
N 2 2 _ 2
QAW “|Y oy [ dr =|uy |“dr

Y,™ normiert
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z.B.:

2
411’2 IKF:-lnn I

i r
dy

M agnetisches Moment und Zeeman- Effekt

Hamilton- Operator mit &uf3erem Magnetfeld:

H :Zi(ﬁ - eﬂ)2 +V(r) mitkugelsymmetrischem Potenzial
My

Durch den kinetischen Impul soperator: (5 - eK) ist der Einfluss von &ufReren Feldern auf den Bahndrehimpuls

schon in der Gleichungen enthalten. Esfolgt bereits der Zeemann Effekt aus dem gemachten Ansatz. Wiirde man
dagegen auf Effekte hoffen, die erst angesichts des Spins von Elektronen auftreten, so wére dies vergebens. Effekte
des Spins sind in die Gleichung noch nicht eingebaut !

1 — _
H :—(p2 - 26Ap + e2A2)+V(r)
2my
Verwende: Coulombeichung: N xA = 0-> Kﬁ = EK fur Operatoren
e? A2 sei firr Atomevernachlassigbar, falls (L3)* 0, falls B<10°G vergl. Schwabl S. 128

-

Homogenes M agnetfeld: Kz—(§' F) wegen B=N"~ K=%

N

Daja (N*)=3 (BN =8
Somit:

?—(KWY):E(E' FIRY =28
Sei

B =(0,0,B)p BxL =BL,4

Schrodinger- Gleichung:

n? @ e )
-—DY +gV- E- —BL3ZY =0
2m g 2my a
LY =AmY
Wobei

LY =#AamY fur Drehimpuls- Eigenzustande
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2 ..
x (0]
b - by +gV(r)- E- — /B2Y =0
2my 2my

g
mit
& m:=my ( magnetisches Moment)
2m,
Klassisch:
m=-H__ e
1B  2m,
Der Term im Hamiltonian der magnetischen Wechselwirkung.
—_eBxL _eBL,
H = = =
mag. mg 2mo 2mo
m, =
2m,

Normaler Zeeman- Effekt:

Atom im homogenen Magnetfeld:
(H o- E- me,B)Y =0 HO: Hamiltonoperator ohne B- Feld
e
—am:=
2m, s

e
—— =y Bohrsches Magneton: e<0

2m,
HoY nim = Enl Y nim

P E=E, - ;LB m -> Die m- Entartung wird vollstandig aufgehoben

Das heif3t: fir jedes m ergibt sich eine eigene Energie!

m=-1,...,+l
-> Aufspaltung in 2| +1 - Niveaus ( Multipletts) mit m = magnetische Quantenzahl

Achtung ! Die |- Entartung wird keineswegs aufgehoben. Allerdingsist natiirlich m abhangig von |
Nebenbemerkung: Anomaler Zeeman- Effekt -> Effekt des Spins (vergl. néchstes Kapitel)

H- Atom: |- Entartung
Atome mit ungerader Kernladungszahl: Spin- Bahn - Zusténde !
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4. Spin und Systeme identischer Teilchen
4.1 Spin- Operatoren und Zustande

Stern- Gerlach Experiment: 1922:

inhomogenes

MMagnetfeld
B

3

(o)

kugelsymmetrische y
Schale
+ 5s- Elektron

Fir dasinhomogene Magnetfeld gilt: N Bs™ Strahl
Die Kraft auf das magnetische Moment ergibt sich gemaid

F =RN(myB3)=myNB,
Somit: Ablenkung parallel zu u3 !!

Bahndrehimpuls | ergabe 2| +1- fache Strahlaufspaltung ( also in jedem Fall ungeradzahlige Strahlaufspal tung)
beobachtet wurde zweifache Aufspaltung !!

b M~S Eigendrehimpuls ( Spin) des Elektrons!
83 = msh

3

s =%

|°s=

NP |-

Klassische Vorstellung: Rotation eines geladenen Kdrpers um seine eigene Achse:

Diesist jedoch falsch ! Vielmehr wurde experimentell der folgende Wert ermittelt:

+e
my, =+g 2— S; mitg=2,0023 , g sogenannter Lande’- Faktor (. gyromagnetischer Faktor)
Mo

Mit relativistischen Korrekturen kommt man zu der Abweichung von der genauen 2 !!!
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Spin als Freiheitsgrad des Elektrons

Spin- Eigenzustande: [mg)T H g Spin- Hilbertraum ( zweidimensional !)
Notation:

+%>:|-> Spinup!
‘_ %> :|_> Spin down !

A~

S =
Dimensionsloser Spinoperator

N
wb

S=-§

(ST

Mit Eigenwerten und Spinzustanden als Eigenzustande:
I h ~

S-)=31)P sT)=])

== hy— ~p_ —

S|7)=-3P )=

égist hermitesch

Eigenwerte: +1

Orthonormierung:

o~

-[-)={1)=1
=0

- [+C=

Das heil3t, jeder beliebige, auch zeitabhangige Spinzustand kann entwickelt werden al's
[a) =|- ) Ja)+[7X|a)

(- |a®) =ay(t)

("|am)=a, ()

Vollstandigkeit: |

~——

Aus:

S” S=inS ( ganz allgemeine Drehimpuls- Vertausch- Relation)
( Operatoren, die dieser Relation geniigen sind als Drehimpulse definiert !)

folgt:

§ & =28

E_J s_k]:2|ejk,sfI

§7-) =hs(s+1)- )P s=2p §7|-)=3-)
S7) =n's(s+3| )b s=2p §77)=9)

145



Spin- leiteroperatoren
S, =§,%i5,
s|-)=s])=0
Somit folgt:

p §1->: I 2->

.UJ| >

Beliebige K oeffizienten als Ansatz setzen !

Berechnung der Koeffizienten &, b :

3 _> :<_ (SL1 B iSLz)(Sil + i§2)
+.[ A7)

7

= §
§1 52=§-§f
ba*a=(]g%-87-25|)=("]3-1+27)=4
b la=2
Weiter:

(- [)=al]-)=a

Aber gleichzeitig, wenn man den Operator gekreuzt nach links wirken |&f3t:
(=6 = () =pr

® a=b*

O.B.d. A.: wahle

a=b=2

Auch hier gewinnt man wieder Bestimmungsgleichungen fur die Eigenwerte bzw. die Koeffizienten, wir haben ja
keine Eigenwerte hier, indem man die gesuchten Operatoren durch bekannte ausdriickt !

N

So folgt:

@ H§q_>:@1+§}v=2k>
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Die Spin- Operatoren lassen sich in diesem Sinne durch 2x2 Matrizen darstellen:

( Im zweidimensionalen Spin- Eigenraum):

e) & Bl (R
()8<

) (Bl
a,b=12

=123

Die Matrizen lassen sich ausschreiben : Paulische Spinmatrizen:
a® 1

(Sl)ab gl OZ
) Io

(SZ)ab - gl o p

2 a o0

83k :

R JREF

i S|

N
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x e 0

¢ g% §+?

¢ Qh + -

¢ 0 T

g 2 o7

_ & g
S:(;(; 2++
n 0 I
s
¢ o9
ng ==

v

Was den bekannten Relationen gentigt:

~ ® -i0_eel 09 =
52 78 oﬁu 05 &0 i5 3

ad -ice® 10_ .~

& ogl 05 °%

U)|>

UJ|>

251
p [§l§2] = 2§3
erflllt, .... usw...

S3- Darstellung der Zusténde:

al-)=d,
dlal)- dazg
)= g%;

") = glg

Dabel kennzeichnen | > gO > —d|e Basis- Spinoren ( Spaltenvektoren)

<-:

I Zeilenvektoren ( transponiert)

<—=
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g 150 gggwasaquwalentlstzu
1 0505 &1

si-)=[")

4.2 Dynamik des 2- Zustands- Systems

Die potenzielle Energie des magnetischen Moments des Elektronen- Spins T im duReren Magnetfeld

B = B&;betragt:
V =- B
en
mit e +g— S +—38
2my 2my
mit g~2und e<0
Somit:
V=T $xg=. B _ s,
2mg 2my,
, _le|lB
Mit der Larmor- Frequenz W = ——
2mg

Wenn der Spin an keine weitere Variable ankoppelt, so ist I:I :\7 der Hamiltonoperator der Spinvariable ( im Spin-
Hilbertraum).

Die Dynamik eines Spinsim Magnetfeld ergibt sich Uiber den Zeitableitungsoperator:
aly | Nz . =
S :%[H,s]mwi[s&s ]

Berechnung der Erwartungswerte mit [S_ S k] =2ie)yS;:

L8 =L &) =i (a8 = - 2w (s)

25)=-2u(e)

Dies |&3t sich reduzieren:

> <Sl> (Z\N[ )2<SLl> = 0 Die Dynamik der Spins bildet also einen Oszillator in der x-y- Ebene.

dt

Die zeitliche Unabhangigkeit der Spin3- Komponente liegt dabei alleine an der Wahl des K oordinatensystems, bzw.
der Basis! Wir haben diese gerade so gewdahlt, dass die 3- Komponente zeitlich unabhangig wird.
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Die Losung der Diffgleichung liefert:

<§1>t = <§2>0 sn(2wt)+ <§1>0 cos(2wt)

A

<sz>t =<§2>0 cos(2wt)- <§1>Os'n(2v\4t)

(Sa), =(53),

Die Anfangsbedingungen kénnen ebenfalls durch Wahl desKoordinatensystems ( feste x-y- Ebene) beeinflusst

werden.
Wahle:
0.B.dA.:

<§2>o =0

Wir kénnen uns den Betrag des Erwartungswertes des gesamten Spinvektors ansehen und es zeigt sich :

<§ >t ‘- <§1>t2 +<§_2>t2 * <§_3>t2 - <SA_1>02 [COSZ(Z\Mt)+gn2(2\Mt)]+ <§3>02

Mit anderen Worten:

= const , der Betrag des Spins andert sich zeitlich nicht !

‘ 2

e

1
Der Erwartungswert des Spins prazediert also mit der Frequenz 2w, um das Magnetfeld.

Schrédingergleichung fir die Spinzustande ( Pauli- Gleichungen)

hw§3|a(t)) = ihﬂ—ﬂt|a(t)> Achtung ! Nur Spin- Hamiltonian !

Dabei muss der Zustand |a(t)> in der Spinbasis entwickelbar sein:

|at)) =ay(t)- ) +a2 ()] ")
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Matrix- Darstellung:

OGan(®o_., Tauo, - Way=2
U
Wigo 1£az(t)z it gaz(t)z W a, =a,

Die Losung lautet:

ay(t) = ape at

a,(t) = aye'™"

|a(t)) = ayoe it | - > +age! |_>

~

Nebenbemerkung: Hieraus gewinnt man <§j >t , l'so die Spinprézession wie oben !

4.3 Zustande mit Bahn- und Spinvariablen

Sei nun |n| mms> ein Zustand, der Bahn- und Spinfreiheitsgrade beschreibt:
[nimmg ) = |[nim){m)T Hg ™ Hg

Inim)T Hg

|ms)T Hg

Der Bahnzustand ist Element des Bahn- Hilbertraumes und der Spinzustand Element des Spin- Hilbertraumes. Der
Gesamtzustand erfordert einen Raum, der sich als DIREKTES PRODUKT der beiden Hilbertrdume zeigt.

Allgemein gilt fUr separable oder Produktzustande | n{Ny > = | n1>| N, > (‘&quivalente Sprechweise):

(mmy||rynz) = (mymy [ ng ) (mum; [ ng) = (my vy )(my )
Ein beliebiger Zustand kann nach Spin- Basis Zustanden | - >,| > zerlegt werden:

V) =IYa) |- ) I Ya) ] )

mit

|Ya >t = c‘)d3r|F><F||Ya>t In der Ortsraum- Basis mit dem Bahn- Zustand & =1,2

In der Matrix- Darstellung des Spinraumes ergibt dies:

_ Y1), 0 aér"Yl
évm eI 2

8¢Y1> 0

§ entsprechend 2 Spinkomponenten, also entsprechend | > | >
2>t 7]
Die Vollstandigkeit der Zustande | - ) =| Y- ),Ir =) =|r)[7)
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folgt aus:

(‘)d3r{[r-><r-|+|r_><r—_|}:1 T Hg Hg
Weiter:

(P YD = (v,
FIY) =),

einmal die Komponente mit Spin . Dabei gilt:

Also die Komponenten von |Y >t am Ort T, einmal die Komponente mit Spin - und

_ 2 _ 2
|<r - ||Y>t| :|<I’ ||Y1>t| ) o ) ) o

L ) _ ) entspricht der Wahrscheinlichkeit, das Elektron zur Zeit t bei I' mit Spin - bzw.
(I =frdva)
Spin  zu finden.

Schrddingergleichung im Spin- Bahn- Raum

Hamilton- Operator fir Bahn:

n 1 —

Hg =—(T3- eA\)2 +V (r) Elektron mit Ladung e<O
2my

Wirkt alleineim Hilbertraum Hpg

Hamilton- Operator fr Spin:

ﬁS:-hW§3
B
-t
My

H g wirkt dabei nur im Hilbertraum H g

Ohne Berticksi chtigung von I:I S:
Hg|Ya ), =ih— |Y ),
a=12

Also haben wir je nach Spinzustand schon 2 Schrédingergleichungen in Hg:
Esgilt (&guivalente Darstellung):

- T ~ (s _ .1
AelYa), =ing]Ya), O (He 1Y), =ing|¥),

a=12
Dabei
1 = Einsoperator im Spinraum -> Spin bleibt unberiicksichtigt. Einheitsmatrix fir beliebigen Vorgang im

S 1= A Oo
INnraum:
go 1;/)
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MIT Berticksichtigung von |:| S:
~ A |
(HB 1+HS)Y>t—|hﬁ|Y>t

In Matrix- Darstellung:

5 + AW 0 &Yy 0_ ihla¢Y1>t 0
(é 0 Hg - W §|Y2>t5 ﬂt§Y2>t5
U (|:|,B +hwl)Y1>t :ih%|Y1>t PAULI- GLEICHUNG

(F"B B hWI)Y2>t = ih%|Y2>t

Anwendung

- einfacher Zeeman- Effekt mit Spin. 1 Elektron im kugelsymmetrischen Potenzial ( Kern (H)oder Atomrumpf(Na))
und homogenen Magnetfeld B = B&;

A A, €1 [ —\ u, HhB ~
H=Hg 1+Hg=a— (peA) tV(I)g 1- 5—S3
&2Mg a  2m
Dabei wird durch H g~ lder Bahndrehimpuls Hamiltonian durch den Spinraum erweitert.

- ' _ 0, |48 -
H=Hg 1+Hsg =22¢—(ﬁ- A) +V(r)§' 1- %s—g

0
Ho|nim) = E,, | nim)

B (-~ N
Wie man sieht bekommt man durch den Korrekturterm |Ze|— (L3 "1+ 1S )ei ne Korrektur an die Energie.
Mo

Fur B=0 -> Eigenzustande mit Spin

(Ho~ nimmy) = E, [nimmg)
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Insgesamt 2(2 +1) fach entartet. Beim H- Atom: zusétzliche |- Entartung

Bt O

i) = i) ) -2 m,) 165 me) i}

L5 nim) = 7 nim)
S 3| ms) = 2mg| m;)
nB

H o[ nim)|mg) - |e| {(L3| nIm)) mg) + h(§3| ms>) nl m)}z gEnl - %(m+ ZmS)a nimmy)

e u

Das bedeutet:
teilweise Aufhebung der 2(2| + 1) - fachen Entartung

( sogenannter Anomaler Zeemann- Effekt !)

E = Ey - mgB(m+2my)
Dies gilt fuir PARAMAGNETISCHE Atome mit magnetischem Moment
my = mg (m+ 2my)

Dabei entspricht
2 vor msdem gyromagnetischen Verhdltnis, kommt also wegen dem Landé- Faktor g=2, auch wenn dieser leicht

von 2 verschiedenist ! ( Siehe oben).

Fiir dieses Beispiel wird die Energieverschiebung linear zu B am besten in Einheiten von Ng angegeben. sund p -
Orbital |assen sich folgendermalen in einem sogenannten Termschema skizzieren ( fur den anomalen Zeemann-
Effekt ):

L % o %

7 , -
\) 6 /f ba. \ ' ":1’ .Tl/:—& ;Z-‘rg(,&‘
&85, 0 7%
1-\-—'/4=B eiuaA >0 _/ -,/a

£,  £=0 &
0 /Jz /-I_/"_ .
a ) 0 -z

\E =&, .t /“BB(W*Z“&() ll

Das heif3t: die m- Entartung, die ohne Spin vollsténdig aufgehoben wurde, ist jetzt nur noch teilweise aufgehoben !
Dadie Aufhebung der Spin- Entartung die Energiezustdnde wieder so " weiterriickt", dass vorher getrennte wieder

zusammenfallen !
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Tabelle: Landé- Faktoren

Teilchen S g Q
Elektron 1/2 2 -e
Proton 1/2 5,59 e
Neutron 1/2 -3,83 0
Neutrino 1/2 0 0
Photon 1 0 0

4.3.a) Addition von Drehimpulsen( Veral. Schwabl)

Der Gesamtdrehimpuls kann folgendermal3en dargestel It werden:

~

(ST
|
wnp

+

Die Vertauschungsrelationen:

|_Lj , Sk J = 0 Beide Operatoren wirken in verschiedenen Raumen. Ware der Operator nicht Null, so wéren die

zugehorigen Eigenzusténde nicht separabel.
b 35,3 =10; .0+ 185, 8]
0.0, =ineyl

8;.5]=ine1d

b [3,.3]=ined

Drehimpuls Vertauschungsrelationen !

32,0 = |2+ 82+ 2058, 0y =25, [(,. (= 2in(S, 1y - $0,)2 0

Ebenso:

32,8 0

Also:

Die 2(2| +1) Produktzustande |Immg ) = |Im)| my) sind Eigenzusténde zu 12, |:3, s?, é3 aber nicht zu J 2, da

32,0, obaw. 32,82 0

2

wp

Ziel: Suche gemeinsame Eigenzustande zu j 2 , 53, |:2,
Dies muss moglich sein, da
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éj ézl;':él: +S 52
g gTge ">

Die Eigenwertgleichungen lauten:

32| jmyls) = n2(j (j +D)] imyls)
33| jmjls> :hmj|jmjls>

L] jmyls) = n?(1(1 +1)| jm;ls)

S| jmyls) = n%(s(s+1) jmyIs)

Durch Einschub eines Vollstandigen Satzesorthonormierter Eigenfunktionen, durch Einschub eines Projektors auf

diesen vollstandigen atz, also durch Einschub einer "1" kann der neue Eigenzustand | jm i |S> bezliglich des alten

Zustandes | Imsms> entwickelt werden:

|jmjls> = a |Imsms>(lmsms|| jmjls>
m

my=m;-m

Zu beachten ist: Eswird ausschliefilich Uber die Komponenten der alten Basis summiert, die sich von der neuen

Basis unterscheiden ( das heif3t: Nur dieser Teil der Basis wird transformiert) !

Dabei heil?en die Entwicklungskoeffizienten der neuen Basis beziiglich der alten Basisvektoren, also die Koordinaten

der neuen Basisin der alten Basis

Clebsch- Gordan- Koeffizienten !

<Irrsms|| jm; Is>

Dabei gilt:
_1 — m=-1
2 2 52
j=l+2 e =
2 ¢l+m +1€2 ¢l-m +ig2
é 21+1 + é 2+1 +
5 .
=1L 1 1
2 & - m, +292 §+mj e
-G - ¢ -
g 2 +1 + g 20+1 +
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J:|il
2
m; =m+mg
=-1,..,+
mS:-1,+1
2 2

4.4: ldentische Teilchen: Spin und Statistik

Betrachte: Systeme identischer Teilchen
Beispiel: N Elektronen im &uReren Potenzial V mit Coulomb- Wechselwirkung qui - Fj |)

Hamiltonoperator: I:I =
) die Wechselwirkungsnenergie der Elektronen !

0 A oa

V) 28 Wi -
g 2it]

: 1o A 2

Dabei beschreibt — qui - T
it |

N- Elektronen - Zustand: |a1,a2,a3,...,aN)T H" H H . H=HN

mit &; = Satz von Quantenzahlen, z.B. ‘jimjilisi >,| ni,li,mi’msi>°der auch |I’T,m5i>
Die Nummer des Teilchen bestimmt dabei die Stellungin |a1,a2,a3,...,aN >T H H H . H=HN

Schrodingergleichung:

|:||a1,a2,a3,...,aN> =ih%|a1,a2,a3,...,aN>

Ortsdarstellung

H|cy, Oz, G5 O t) =ihﬂ—ﬂt|q1ﬂzﬂs’---’qw 1)

g ° (7. my)
In den verallgemeinerten Koordinaten werden also Ort UND Spin der Teilchen zusammengefasst.
Dabei ist (]; °© (F, , My ) ein verallgemeinerter Ausdruck fiir einen vollstandigen Satz Quantenzahlen!

Mikroskopische Teilchen mit gleichen Quantenzahlen sind ununterscheidbar.
Oder: Zwei durch jeweils eine einzige Wellenfunktion beschriebene Mehrteilchensysteme, in denen die
mikroskopischen Teilchen i und j gegeneinander ausgetauscht sind, sind ununterscheidbar.

Definiere: Permutationsoperator: ﬁ(ij) , der i-tes und j-tes Teilchen tauscht:

f)(ij)|a1,a2,a3,...ai BT > = |hﬂ—ﬂt| a,a,83,.2] .., & ...,aN>

A

P(jj) st unitér und hermitsch.

Dabei werden streng genommen die ZUSTANDE der Teilchen Nr. i und j vertauscht.
Man konnte sich vorstellen, dass die beiden Zustande jeweils auf das entsprechende andere Teilchen "teleportiert”
werden.
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Wegen der Ununterscheidbarkeit miissen ALLE Observablen mit f)(ij) vertauschen:

(' Schliefdlich darf sich eine Wahrscheinlichkeit von Messwerten durch die Vertauschung nicht éndern. Es darf keine
Unschérfe geben. Das bedeutet: Die Vertauschung ist nicht festzustellen !

[F. By =0
Insbesondere

A, By =0

A

p(i i) ist also eine Erhaltungsgrofie und es existieren gemeinsame Eigenzustande zu JEDEM Operator und dem

Permutati onsoperator ﬁ(, i)

Wie beim Paritétsoperator gilt:
[bys)” =1

B Y) =14]Y)
;%=1

Die Forderung [f)(ij)]z = 1folgt aus der Ununterscheidbarkeit der Teilchen, aus [ﬁ(ij)]z = 1folgt jedoch
~ 2 2 2
|p(ij)Y (Q1,CI2---1CIN’t)| =Y (a1, 9o+ A 1)) :1:|| in(Q11CI2---aQNyt)|
2
b || ij|
P I

J
Dieser Eigenwert ist ein "ewiges' Charakteristikum des Zustandes !

1
=1

Speziell: 2- Teilchensystem

Sd |a,b> =|a>1|a>2einZweiteiIchenzustandT H H.
Dannist |a,b>s ::%(1"' ﬁ(lz))a,b>

Eigenzustand von P(12) zum Eigenwert +1
Dieser Zustand ist symmetrisch, denn:

- 1/~ ~ 1(5
Paaab)s = E(P(lz) +Puo?Jab) = E(P(lz) +1]ab)=|ab)s
AuBerdem ist |a,b>a = %(1- FA’(lz) ) a, b> Eigenzustand von FA’(lz) zum Eigenwert -1 und ist antisymmetrisch,

denn:

~ 1/~
Puzlab), =2 (Rur - 1]ab)=-[ab),
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N- Teilchensystem:

Alle Is(ij) kommutieren mit H, im Allgemeinen jedoch NICHT untereinander !
Is(lz) lf)(23)| a, b,C> = ﬁ(12)| a, C, b> = |C, a, b>
P(23) P(12)| a, b,C> = P(23) | b, a, C> = |b, C, a>

Daher sind komplizierte Symmetrieeigenschaften denkbar. Nicht nur symmetrisch und/ oder antisymmetrisch !

Dennoch sind in der Natur jedoch nur Zusténde realisiert, die bei Vertauschung zweier BELIEBIGER
ununterscheidbarer Teilchen symmetrisch | (j;y = +1 oder antisymmetrisch | (j; = - 1sind.

Diesist zu verstehen als die REDUK TION desHilbertraumes H™ H™ H~ ...H (Nmal) auf einen

symmetrischen H N+ und einen antisymmetrischen H;~ Teilraum ERLAUBTER Zusténde.

Symmetrie oder Antisymmetrie ist ein Charakteristikum der Teilchensorte und bleibt zeitlich erhalten wegen
CECELE

Bosonen

sind Teilchen mit symmetrischem Zustand, alle Teilchen mit ganzzahligem Spin ( s=0,1,2,...)

z.B. P - oder K- Meson, Photon, Phonon, & - Teilchen, Wasserstoffmol ekdll, ...

= Bose- Einstein- Statistik

Fermionen

sind Teilchen mit antisymmetrischem Zustand. Dies sind alle Teilchen mit HALBZAHLIGEM Spin S=

N
N W
N | Ol

z.B. Elektron, Proton, Neutron, Neutrino, Myon,...

= Fermi- Dirac- Statistik
An sich eine Erfahrungstatsache. der Beweis folgte jedoch aus der relativistischen Quantenfel dtheorie: Pauli, 1940

Pauli- Prinzip fir Fermionen:
Die Wellenfunktionen sind total antisymmetrisch.

=> 2 identische Fermionen kdnnen sich nicht in gleichen Einteilchenzusténden a befinden (Pauli- Verbot):

Denn:

1 A 1
a.8), =2 (- By Jad)=—(a.a)-[aa))=0
Beispiel:

2)=[nl.mm,)

Anwendung auf die Ortsdarstellung

Die Wahrscheinlichkeit, 2 identische Fermionen am gleichen Ort | F) mit gleichem Spin Mg zu finden, ist identisch

NULL. Das Pauli- Prinzip ist Grundlage fr den Aufbau des Periodensystems der Elemente. Gilt natiirlich NICHT
fur Bosonen !
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Antisymmetrisier ungs- Oper ator

Im 2- Teilchen Raum: A:Z%(l- F3(12))
A1y R
Im - Teilchen- Raum A= (- VPR,
r=l
Dabei stellt Is(r) die r-te Permutation von (1,2,3,4...,N) her.

Esgibt insgesamt N! Permutationen ( inklusiver=1 -> |dentité&t).
P, also der Exponent an -1 ist die Zahl der Vertauschung von je 2 Teilchen, also:

(— 1)p = +1fir gerade bzw. ungerade Permutation.

1} 2
Mit Hilfevon A:= N a (- 1) P Plr) 1assen sich quantenmechanische Zusténde antisymmetrisieren. Dabel gilt:

r=
|ag.8y,...ay), = Aay,ay,...ay)
Beispiel fur N=3:
|a,b,c), = %{|abc>+|bca>+|cab> - |bac) - |cba) - |acb)}
Dieser Zustand ist antisymmetrisch bei der Vertauschung von jeweils 2 Teilchen !

Symmetrisier ungsoper ator
~ 1 N
s_—a a0

|ag,az,..., aN) = Play,ay,...,ay)
Der Operator erzeugt einen Zustand der symmetrisch ist bei der Vertauschung von je 2 Teilchen.

AundS sind hermitesch und idempotent: A= A2 S? = S Dasbedeutet: Siesind Projektoren. Sie projizieren
einen Zustand auf den SYMMETRISCHEN oder den ANTISY MMETRISCHEN Anteil.

N=2:
S+ A=1. Diesentspricht einer Vollstandigkeitsrelation.
Nun kénnen wir deutlich sehen, was eine solche VOLLSTANDIGKEIT eigentlich bedeutet. Hier: der Operator

symmetrisiert oder antisymmetrisiert. Diesist genau dann vollstandig, wenn JEDE 2- Teilchen- Funktion entweder
symmetrisch oder antisymmetrischist.

Sprojiziert auf den symmetrischen Unterraum desHilbertraumes H ~ H . A dagegen projiziert auf den
antisymmetrischen Unterraum desHilbertraumes H ™~ H .

Fir N>2 ( Siehe oben, kompliziertere Symmetrien denkbar) projizieren S+ A auf einen echten Teilraum des

Hilbertraumes H ™ H .
N! N!
[o) - [) -
a (- 1) P Piryoder @ Py wiirden insgesamt, al's Gesamtzustand gesehen, einen nichtnormierten Zustand
r=1 r=1
erzeugen , der namlich aus N! normierten Zusténden besteht . Durch den Vorfaktor W wird die Normierung

garantiert!
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Wechselwirkungsfreie, identische Teilchen

A=4 H,
i=1
A 2

A =2+ v(R)
2m

Schrodingergleichung: H|a1,...,aN > = E| .. QY > 183t sich separieren ( keine Wechselwirkung, fur jedes
neue Teilchen wird der Hilbertraum einfach erweitert):
B an) =[a)|az),-{an)

|aj >k ist dabei der j. Satz Quantenzahlen, der dem k. Teilchen zugeordnet wird. Natrlich nummeriert man die

Quantenzahlensétze nach den Teilchen, auf denen sie Sitzen. Um aber den Effekt vom Tauschen von Quantenzahlen
zu analysieren macht man hypothetisch den Schritt, dass ein Satz Quantenzahlen , der dem 3. Teilchen gehért, nun

auf dem 4. Teilchen sitzt. Also wiirde man schreiben |a3>4

Dabei bezeichnet der innere Index den Quantenzahlensatz und der dulRere Index die Teilchen- Nummer.
Jedes Element der Schrodingergleichung wirkt dann separat auf den ihm zugeordneten Zustand:
Hila ) = Eila),

E=8 E

|
Fermionen : Antisymmetrisierung

2), [, - [a)y
|a1,...,aN>a :Aqa1>1|a2>2"-|aN>N)=%|a2>1 |az>2 |3-2>N
|aN>1 |aN>2 |aN>N

Der Antisymmetrisierte Zustand ergibt sich als normierte Determinante einer Matrix, der die Teilchen Spaltenweise
und ihre Quantenzahlen al's separierte Einzelzustande zeilenwei se aufgedréselt sind.

Diese Determinante heil3t auch Slater- Determinante.

Auf der Diagonalen sitzen die Teilchen mit denen ihnen nattirlicherweise zugeordneten Quantenzahl ensétzen.
Aulerhalb der Diagonal e treten die systematisiert abgeklapperten hypothetischen V ertauschungen von
Quantenzahlen auf.

Die Determinante verschwindet, wenn 2 Zeilen gleich sind, also 2 Teilchen den gleichen Satz Quantenzahlen haben !
Nur dann kénnen zwei Zeilen gleich werden. Oder aber, wenn 2 Spalten gleich sind, was man so verstehen kénnte,
dass man sich zwei Teilchen, denen man die Nummern 1 und 2 geben sollte, als gleich definiert und ihnen beiden die
Nummer 1 zuordnet ! , also alle Quantenzahlen fir 2 beliebige Teilchen gleich sind. Ein solcher Zustand existiert
einfach nicht -> Pauli- Prinzip !!
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Bosonen: Symmetrisierung

..... S(]al )laz2),- |aN>N)

Normierung
fur orthonogonal e und normierte 1- Teilchen- Zustande:
foa(ay,...ay |a,...ay), = (1(ae}-n(an)) AA(|a11|aN )
|a1)1 |a1>2 |a1)N
R 1 lla a .. |a
:fn2(1<al|"'N<aN|)A0a1>1"'|aN>N):f (<a1| N<aN|)|\||| 2>1 |2>2 |2>N
|aN)l |aN>2 |aN)N
@sfa);  o(@zfar), - wianfa)y
_ 21 ]a@la2) 2(@far), - wlan]az)y
TN
allan), 2(azan), - nianfan)y
1(a[|ar), =1
13 ||a> =0 it
afa), of2]a), - wfan|a)y 10 .0
b fnzi afaz), o(a]a), - nlan]az)y =fn2i0 1 . O:fnziw
N! NH... ... ... .. N!
1(a1||aN>1 2(a2||aN>2 N(aN"aN)N 00 .. 1
P f,=VN!
Nor mierte Antisymmetrische Zustdnde
|a1>1 |a1>2 |a1>N
) R 1 |la a .. |a
oy, :\/WAQal>l...|aN>N)=W| .2”>1 |f_>z |?.>.N
|aN>1 |aN>2 |aN>N
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Ortsdarstellung

Unter schiede zur klassischen Statistik _unterscheidbarer Teilchen (N=2)

_ __ 2 _ _ 2 _ _
Yo (.22 ) = (AR Jab)|” =[1(Filla),, (R lb),| = [Y 2 (@) Yo (@)’
Klassisch.

Dies stimmt jedoch in der Quantenmechanik nicht mehr. Vollsténdig wird die Relation, wenn man den resultierenden
M ehrteilchenzustand und seine Wahrscheinlichkeitsverteilung

|<Tir2 || ab>| 2 symmetrisiert, bzw. antisymmetrisiert:

2
‘<r_lr_2 || ab)s,a

Esfolgt:
o o 1, _ _ —
Yoo (o) =[G by &f” = Za{Fal, (2 15), #1 (Rl (ralB)

1 _ — _ ~
= §|Ya(r1)Yb(r2)i V(i)Y a(r2)’
Mit dem Austauschterm Y (r‘l)Y a (Fz) -> Grundlagen der quantenmechanischen Korrelation, Entanglement.
Spezialfall: 7; =T, =T

Damit ergibt sich fir Bosonen:
= N2 e 2 1 ,_ _ _ 2
Yo (7Y =|(rrab)sf” =Z[u(rla), (TlI), *1 (z]a),(T]b),

= LY ol Yo (Y =Y (Y )

Dieser Zustand ist der Zustand der Bose- Einstein Kondensation ( superfluides Helium beispielsweise).

2

Fir Fermionen:
N2 e 2 1y, _ _ 2
Y oo (1P =[P 8), | = Z]a(P s, F0), - 1 allahs, (7l

= ZIVa(FVulF)- Yol IYa(Ff? =0

Fur Fermionen betrégt die Wahrscheinlichekitsamplitude fir identische Teilchen am gleichen Ort also Null.
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Beispiel: ebene Wellen:

Ya(r) =€
Y b(F) = e-ikx
Klassisch folgt:

_ )2
Y (. ) " =1
Also: beide Teilchen befinden sich irgendwo, aber diese Wahrscheinlichkeit ist konstant, ortsunabhéngig !

In der Quantenmechanik dagegen ergeben sich je nach raumlichem Abstand der Ereignisse oszillierende
Wahrscheinlichkeitsamplituden:

Bose:
. . 2
Yo (772 )” =[5 4 e )" = 20087 k(- )

Das bedeutet, Bosonen haben einen rdumlichen Abstand derart, dass die Phasen bevorzugt O oder 180 ° verschoben
sind. An diesen Abstandeninterferieren sie konstruktiv und erscheinen uns als phdnomenol ogische Teilchen.

Fermi:
. . 2
Ve (7.7 =[5 - & MO = 280 7 k(g - )

Fermionen interferieren gerade an den Stellen konstruktiv und treten dementsprechend dort in Erscheinung, wo die
Wellenfunktionen um Vielfache von 90° phasenverschoben sind und somit den Sinus maximieren !
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5. Naherungsmethoden

5.1 Zeitabhangige Stor ungsr echnung (Dir ac)

Es soll die zeitliche Entwicklung eines Zustandes | Y > ;aus der Schrodingergleichung
A |
HIY) =ing|Y)
fit'

berechnet werden, wobei
H = Ho + Hy()

durch den ungestdrten Hamilton- Operator mit einer kleinen Stérung représentiert wird.

Die Stérung lasse sich als Potenzialstérung darstellen, die mittels des von Null verschiedenen jedoch kleinen
Parameters €

linear entwickelt werden kann:
H1(t) =€V (dabei kann die Stérung natiirlich explizit zeitabhéngig sein !)
Die Eigenzustande und Eigenwerte von Ho seien bekannt:

Holn) = Eq|n)
('ungestorte Problem)

Dabei gilt nattrlich weiterhin die Orthonormierung und V ollsténdigkeit des Basissystems:
(n[m) =dy

9 — 1 Annahme: diskretes Spektrum

a |n)n|=1 P

n

Die Entwicklung von | Y > i nach den Eigenzustanden des ungesttrten Systems liefert:

a [min]Y),=a caln)
n n

(n]Y ), :=ca()

Die Anfangsbedingung sei ein noch ungestorter Zustand | n0>
|Y >t=0 = | n0>

Damit:
<n|| n0> =¢n(0) =dpp,
a [n(nlY),=a caln)
Die Zeitentwicklung unter dem Einfluf? der Storung lautet ( Einsetzen von N n
(n]Y), =ca®

indie

Schrédingergleichung: :
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~ . ﬂ
Afv), =indv),

P & O =id =4 e ®(Fo+AlO) =& c®(E, +A®)n)

Charakteristisch fur diese entwickelten Probleme ist das Auftreten der Summe, wie hier zu sehen. Diese kann man

beseitigen, indem von links mit einem zweiten Zustand "herausprojiziert" wird):

inQ %cn(txm" nN=a cn(t)<m|(F|O +H 1(t))n> =4 ¢, (t)(m|(En +H 1(t))n>
=8 caO(mIE M)+ (MILON)= & ca®Endm +& ca®(mFAL®]n)

bing %cn(t)<m||n):cm(t)Em+6°1 cn(t)<m|l:|1(t)|n>:ih%cm(t)

Hilfreich ist die Definition eines
_FELO
— hog
Ch(t):=e © 7 Pg,(t)
mit Hilfe der Eigenwerte des Zeitentwicklungsoperators fir die ungestrten Zustande:
@ E 10
I +

e e h a

Man schreibt also eine Zeitentwicklung fir die Entwicklungskoeffizienten auf !
Somit kann die Differenzialgleichung fir die Entwicklungskoeffizienten umgeschrieben werden:

ih%cm(t) =cn®Em+a cat)mA*®)|n)

mit
2Eto
n9e @ =c E +e ¢ " g @
dt m m m dt m

Setzt man dies ein, so folgt:

BELO q
Cn®Em+e & " Fin—gm() = n(OEm + @ ca®{mH*Oln)

n
xeEto

P inSgn(®=¢f " 94 cy(®(mlAt0ln)

und wegen

2Elto

¢l—/=
c,(t):=e & " 2g (t)
also:

2(E-E )o
. d 0o g ) g ~1
ihrIm(® =2 e (m[H®)[mMgn ®)
n
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Die eigentliche Stérungsrechnung kommt erst jetzt:
Wir machen eine Sorungsentwicklung fur kleines €:

H,(t) = eV (dabei kann die Stérung natiirlich explizit zeitabhangig sein !)

Man motiviert dass bei kleinen Potenzial stérungen héhere Ordnungen von <m|l:| 1(t)| n> polynomial in €fallen,

was fur die Entwicklungskoeffizienten bedeutet:

— 0 1 2 (2
dn()=9n 7 ) +eg, P (1) + %9, P (1) + ..
Merke: Der entscheidende Schritt der zeitabhangigen Stérungsrechnung ist hier: die Taylorentwicklung der
Entwicklungskoeffizienten, in denen der Zustand entwickelt wurde.

I%abei gilt: o
a [nn[Y),=a c.®n)
(n]Y), =ca(®)

xeEto

cat)=e & 7 og (1)

Daaber die Differenzialgleichung fir unsere g, (t)

elE-E 0

. d o g ’ 3
n—om®=a ¢ " AmHO[nga)
n

ebenso beidseitig entwickelt werden kann:

. d
Iha(gm(o) (t) +®m(l) (t) +629m(2) () + )

a(Em_ En)t 9

=8 & 7 omAleno, O 0+ e, O 1) +e?g, @ 1)+ .

und diesfir beliebige e€gilt, kann an der Gleichung ein Koeffizientenvergleich in der Ordnung ek durchgefihrt

werden und esfolgt: K =0:
. d 0
ih—g, (Qt)=0

3 Im (t)

P gm(o) (t) = const &=dy,
Exakte Losung fur € =0:

e
Cm()(t):e g dmnO

Fur k=1
g g:(Em- E o
. [o] ~
o’ 0=8 ¢ " (mV|ng,”
n

Dabei wurde €X = el bereits beidseitig gekiirzt.
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Beim Vergleich der Ordnungen von €muss man auf passen.
Linksist die Ordnung des Entwicklungskoeffizienten gleich der Ordnung von €. Rechts dagegen hat man eine
Ordnung von €, die noch um eines gréfer ist al's die Ordnung des Entwicklungskoeffizienten, dajanoch

I:|1(t) =@/ . Also hat man formal in erster Ordnung von €:

g 2(E.-E ) q (B EJto

. [o] -~ . [} -~

|haegm(l)(t):a e 7 “<m|e\/|n)gn(0) b |hagm(1)(t):a gt 7 ’Z’(m[\/|n)gn(o)
n n

Wir wissen: gm(O) (t) =const :!:dmno

Somit:

g 2(E,r EJtO

ihagm(l)(t):é_ e " mpy| n)gn(o)
n

also:
@(Ep- Epo)to

.. d 1 ¢l ; ~

|ha 9P (t)=et " o(mV o)

und mit der Anfangsbedingung g n(l) (O) = Okann formal integriert werden:
&E(Em' EnO) 9

1 R Cl———+ A
0O = et 7 A(mVng)

Uber gangswahr scheinlichkeit

Per Definition die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit t den Zustand | n) zu finden, wenn zu t=0 der Zustand | n0> vorliegt.

2
(nlY), M) = fen(®)]” = |on O

AlsNa&herung wird nur die niedrigste, nichtverschwindende Ordnung betrachtet:

| 2

é Crr (t)(n)|

gn(t) = gn(O) :(jnr}:| :1 fir n=n0
und

In(t) :q;n(l)fUr ntng:
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Zeitunabhangige Stérunag: \7 =congt.:
(E EnO) 0

(En aoko

gn@a)—-'qme% " a(nN|ng) = - (nN|no) &

a-:‘I
fee 7 z_lﬁee h ﬂ-l'f,__

l
!
|
|
f bt

W= (En - EnO)
h
e 2 2(1- cosW) _ 1, 15y (2
: (t)‘ n|\/| >‘ W ‘<n|\/|”o>‘
4sn 2V—Vt
\/\/2712 =Dy (En B EnO)

(1) (t)‘ n|V|nO>| (En - EnO)

Die GroReW:=

Fiir die Darstellung der Ubergangswahrscheinlichkeit um die optimale Energie gilt ( grafisch):

2
oo
D; (0) =¢—+
ehg
"™ (D,(0)=¥
te ¥
. 2aElo
4sn29—+ 2
N ¥ e2hg 2t ¥ Sn“x
@Dt(E)-O¥ dE =2 =5 d 2
¥ dXsinzx_
Q X7z 7P
¥
= th(E):%t

® | =W n Y21 E
9, ®) =|(nM|n |
" |< |V| O>| i En - Eno |y: En - Eno

(En- Eno) oot s : .
———— = heil3t Ubergangsfrequenz. Und bezieht sich auf den Ubergang von | n0> auf | n) :
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Also:

D,(B) = 21d ()

lim _2p

(@ y D(B) == ~td(B)
Grafisch

D, (&)

~E
-ng 2(%

b [(n¥),|” =[gn ) :%<n|l—il|no>‘2><t>dt(En - Ey)

Fur t ® ¥ Energieerhaltung: E, - Erb =0

Fir t < ¥ hat D, (E) = %tdt(E) die Breite DE @4%""“
Damit folgt die Energie- Zeit Unschéarferelation:
DEt @4ph

Uber gangswahr scheinlichkeit pro Zeiteinheit ( von |n0> auf | n) )

Wono =l ),[” = 22| no)| ot (€, - Eq)

Mit dem Ubergangsmatrixelement

(n|H*no)

und einer quadratischen Sinc- Funktion, d; (E, - E”o) ( siehe obige Definitionen) die die
Ubergangswahrscheinlichkeit auf absorbierte Quanten mit einer Energie E, - Eno beschrankt, so lange deren
Abweichung von E, - EnO noch der Unscharfe gentigt ( DieWahrscheinliochkeit sinkt dann entlang einer Sinc2-
Funktionum Ey - Ej ab, fur Quantenenergien, dievon B, - E, verschieden sind. Diese " Distribution” wird

fur unendlich lange L ebensdauern zur Delta- Funktion !

Diesist Fermis Goldene Regel, abgeleitet aus der Stérungstheorie 1. Ordnung.
Dabei gilt:

d, ® d
fir t® ¥
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Har monische zeitabhanagige Stoérung

I:Il(t) =Fe ™ +F*e"™ hermitesch!
Esfolgt:

(En Enp- W) 6 5 (B~ Ethw) 6
g,t)=- —thee h <n|F|no>- —thee h < IF*|no)

ae(En Eno- hW)tO U g(En_ En!)_'—hw)t 9_1U

i i
. Cl b
fec o 1‘ fet 7 ey
b g,(t) =-(n|F F
9n (0 =-(n| |n°>: En- Eno- W (n |n°>: En - Eno+hW?/
f b f b
Somit folgt fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit von |n0) auf | n) :
(), =lanl* = <n|F|no>| td(En - Eno - AW)
| 2 EcBomis G B(E-Eomwry G
D e e IR = o gifet 1 e.qf
= [(IF *Ino)| td (Eyy - Eng + ) +(n[FF|m)* (m]F |no>_:_ e e I E e )
f bt b

| @ (B Egrvite i a?(E Ep iWte
. -lee h o _ 111 h o_ 11
ol o) (nlF e = Y T e
f bt b
WE = W+w = (En - Eno £ 1)

P [(n[¥),[" =lgnl* = ZKnlFl o) td €y - Eng - iw0)

+%|<n|lf+|no>|2td(En— En0+hw)+<n|lf|no) <n|F |no>i( IWtZ\A:;XV\Ith 1)2

(1 o) <n|F|noT( R 1)2

(n[FIno)* (nlF "no) = Ae'®
(nlF " ro)* (n]F[no) = Ae'®
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2 ~ 2
P |<n|Y>t| :|gn|2 :%|<n|F|n0>| td(Ep, - Eno - hw)
= i abiwt) o awt) ks
+27p<n|':+| n0>|2td(En - Epo + /W) + Ae"g_J,[_ (e lXe 1)9

i hPWHW t;
) AeiQ? (e(- iwt) 1)(e(th) ) 1)9
i nPww
Weiter gilt

ol (WO - gfelw) gl plelwt) Cqebw) gt 4

peraf E Aol f) e A - )
0 W' W b 0 hW'W h MWW

Fur w1 0,W? Osind diese Terme jedoch rein oszillierend. Fir t ® ¥ sind diese jedoch vernachlassigbar gegen

Terme ~td(E, - Epo + Aiw) =td (AW*)

Somit folgt fur t® ¥ :
2 2 A 2 - 2
|<n|Y>t| :|gn|2 :7p<n|':|n0>| td(E, - Eng - W) +%|{n|F+|n0>| td(E, - Eqp +7W)

Fur Zeit gegen unendlich kann man dann leicht die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen | n0> und | n) pro
Zeiteinheit, durch Ableitung nach der Zeit erhalten:

d 2 2 A 2 2 2 \2
W0 :a|<n|Y)t| =7p|(n||:| no>| d(Ep - Eno - hW)+7p|<no|F|n>| d(En - Enp +7w)

Die Terme lassen sich identifizieren:

A2
27p|<n|F| No >| d(E, - E,o - 7w) stent fiir die Absorption eines Quants der Energie 7w bei gleichzeitiger
Anregung des Ubergangs von | n0> auf| n) , was einem Energiesprung von E, - Egentspricht.
Das Quant wird also von Niveau | n0> auf | n) gehievt
7|<n0 |F 7| n>| d(E, - E,o + 7w) steht fiir die Emission eines Quants der Energie 7w bei gleichzeitiger

Anregung des Ubergangs von | n) auf| n0> , was einer Energieabgabe von E,q - E, entspricht.

Das Quant fallt dabei vom diesmal htheren Niveau |n0) auf das Niveau | n) herunter.
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Zusammenhang mit dem Wechselwir kungsbild

Fir t=0 stimmen Schrodinger- und Wechselwirkungsbild Gberein ( Siehe oben, S. 63)

Im Wechselwirkungsbild gilt:

Im Wechselwirkungsbild wird die Zeitentwicklung der Operatoren mit I—?O gewonnen, wahrend die Zusténde

mit le(t) evolutionieren:

. d A

in=lY by = A O] )

Die formale Integration fuhrt auf eine Integralgleichung:
Yl =Y}, (1=0)- —q dt (A ) Y ), )

[Y ) (t=0)=[no)

Fur kleine leliefert eine Iteration:

Mit
I~ | i~ i - L
o —HY&® ¢ - -—H% Q
—e h n 61 L Ndten lan =
Y)s®=e? |Y), (D»e - Qdte”  Hse no)
e a
und
SHA® o —AY ., --A% 0
eh %1- —@dt et Hge” :=U(t,0) Zeitentwickiungsoperator im Schrodingerbild
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Uber gangsamplitude im Schrodinger- Bild:

_lAO[% : '_"ot ~ o
cal®)= (]} = (U O] o) =(nfe * - %édteﬁH Hle 7
e

i
{

- I - —
b c,(t)=e e ann Q dten (nHs'ny)e 7
g

n

dnrb:gn(O)
i i
Lo FEL - E
- I—édt e" " (nHsngde " = ey,
e i ic. 6 i
Ef ; LE¢ . —Et Q9 -ZEt
cr®=6 7 Sy - L gter™ (g ne)e 7 F= 1% g
e ]

In Ubereinstimmung mit unserem Ergebnis von Seite 113 !

5.2 Induzierte Emission und Absorption von Lichtquanten in Atomen

Ein Elektron im kugel symmetrischen Coulomb- Potenzial V( r) eines Atomrumpfes hat den ungestorten
Hamiltonian:

~n2
Ho=P 4v (r)

2m

Es soll untersucht werden, wie sich dieses Elektron unter dem Einfluss einer el ektromagnetischen Welle mit
A(T,t) = Ay cos(KT - Wt) verhlt.

W= C|Iz| und es gilt Coulomb- Eichung:

N xA(F,t) =0
So wird:

E(r,t)=- ﬂ—ﬂtK(r,t) = - WA, Sn( kT - wt)
- WA =y
B(r,t) =N" A(F,t) =-k~ Aysin(kr - wt)

Analog zu S. 92 haben wir den Hamiltonoperator ( vergl. Magnetisches Moment und Zeeman- Effekt):

T,
11
T
3 IrD
|

ikf v 2 - e kv 2
e'krAOpe iwt %e ikr Aopelwt
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Gemal3 S. 116 haben wir die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit ( Differentiation der
Ubergangswahrscheinlichkeit):

A2 241 2
W =2 )4 - - hw)+a|<n0|p+|n>| 4(E, - Exg +i0)

W =P

nnO__

01 Sk a2 v

Bl<n|e'kerp|n0>‘ d(E, - E - hW) +‘<n0 &K A n)‘ d(E, - En +hw)g
I

DiQoInaherung.

Annahme: Die Wellenlange ( einige tausend Angstrém) ist deutlich grof3er als der Atomdurchmesser ( einige

Angstrém)

S ki <<1
e"F =1+ 0(kr)

Aulerdem: [I:| 0 ri] = EB und ef = Operator des el ektrischen Dipolmoments
I m

Damit wird das Matrixelement des Stéroperators

© {0 RyBno) @ 120 Ay(nlFiof - o] o) = 5 (En - Eno) Rl o)
_ E

w

e(n|“| nO) nnO

Mit den elektrischen Dipol- Matrixelementene(Nn|F{ny ) :=d g
Die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit ergibt sich gemaR

2
23 (E nO)
ho 4(hw)?
Kontinuierliches Einstrahlungsspektrum:

Woro = (Bo »oro f{d (B - Eno - 7w) +d(E - Eno +hw)}

EF.t)= (5 dwE, w)sin (k - wt)

¥ _ —
P WnnO :#(\3 d(hw)(EO (W) >dnno)z{d(En - EnO - hW) +d(En - EnO +hW)}

Dabei liefert
d(E, - Eno - Aw)einen Beitrag fur E,, > E,,o (Absorption) und

d(E,, - Eno +%w) einen Beitrag fir E,, < E,,q asinduzierte Emission. Die Wahrscheinlichkeit ist ~ E, (W)2

also proportional zur Energiedichte der el ektromagnetischen Welle.
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Die Ausfluhrung der Integration liefert:
Wiro =%Q¥ d (i )y (W) oo FLA (B, - Eng - W) +d(E,, - Epg +7w)}

Bemerkungen

1) Spontane Emission kann in der semiklasischen Theorie ( Atom wird quantenmechanisch beschrieben, das
Strahifeld jedoch klassisch) nicht beschrieben werden ! Hierzu ist die Quantisierung des Strahlungsfel des nétig
(Quantenfeldtheorie).

2) DieAuswahlregeln fir erlaubte el ektrische Dipol tibergange sind durch das Dipolmatrixel ement
dono = e<n|r_| n0> gegeben. Fir e<n|r_| n0> = QO konnen erlaubte Multipol tibergange ( magnetischer Dipol,

eJ_riEF

elektrischer Quadrupol etc...) durch die Entwicklung von in héherer Ordnung berechnet werden.

Diskussion der Dipolmatrixelemente:

Wir begeben uns wieder in den Ortsraum der Kugelkoordinatendarstellung:

Die ungestorte Wellenfunktion:

V(M =227 )~ R "(cosa)e™
) =] i)

o) =[nlm)
Kugelkoordinaten

V(0 =07 )~ R (cosa)e

X, =r dnJ cosj
Xp =rdnd gnj
X3 =T C0SJ

betrachte

X =% +iX, =rdnJe’

X* =X - ix, =rsnJe’"
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Einsetzen liefert:

V(M =227 )~ R cosa )

(n’l'm’|x:| nim) ~ @de dn2(3)R ™ (cosJ )R, m(cos\])(‘az'odj gl (m-m+1)

épdj ei(m i +1) ~dm',m+1

b (ril"ni[x] i) ~ & $n?(3)R ™ (cosd)R™ (cos1)

Q@ @ sn2(3)R™ (cosI)R™ (c0sI ) ~ s

p <n|m|x£| Nmy ~d ¢ ead ) 1

Analog kAann man ausrechnen:

(M * [nlm) ~dpy 10y 1

(N1 || nim) ~d g dy g

Also gewinnen wir die Auswahlregeln fiir Dipol- erlaubte Ubergange:

Dl =+1
Dm=0,+1

5.3 Zeitunabhangige Stér ungsr echnung ohne Entartung ( Schr édinger)

Betrachte zeitunabhéngige Schrddingergleichung:
H|Y)=E[Y)

muss berechnet werden, wobei

H=H, +HAl

durch den ungestdrten Hamilton- Operator mit einer kleinen Stérung reprasentiert wird.
Die Stérung lasse sich als Potenzialstérung darstellen, die mittels des von Null verschiedenen jedoch kleinen
Parameters €

linear entwickelt werden kann:
H, = €V (dabei soll die Stérung zeitunabhangig sein !)

Das ungestdrte Problem schreibt sich:
Holn) = E,|m)

Firr kleine @ sollten sich Eigenwerte und Eigenzustande von H entwickeln lassen:

Ek = Ek(o) +£k(1) +eZEk(2) +...
|Yk>:‘Yk(0)>+%Yk(l)>+ez‘Yk(2)>+...

Merke: Die Eigenzusténde und die Energieeigenwerte sollten sich entwickeln lassen !
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Also:

(H, +e\7)(JYk(°)> +<%Yk(1)> +e2‘Yk(2)>+..)= (Ek(o) reE, W +e’E D + ..)QYK(O)>+e(Yk(1)> + )

Die K oeffizienten lassen sich dann in der Ordnung ef vergleichen:

=0

|:|0 Y k(0)> = Ek(o)‘ Yk(0)> ungestortes Problem

f=1
(|:|0 - Ek(o) NY k(l) >)= (Ek(l) - VXYK(O)> 1. N&herung
f=2

(go - g )Yk(2)> - (Ek(l) ] \71Yk(1)> . Ek(Z)‘Yk(O)>

... -> Rekursionsformeln

Die Bestimmung der Energieeigenwerte und Eigenzustande kann erfolgen....

Ausf=0: ‘Y k(0)> = k)
Ausf=1: Storungsrechnung erster Ordnung maglich:
. . ) . M\ _2 @) .
Wir entwickeln nach der ungestérten Basis | Y a | n)<n| Y ™7 ) und setzen diesin
n

(|:|0 - Ek(O)NY k(1)>)= (Ek(l) - VXYK(O)> ein:
& (Ao~ BOJnn|vi®) (B2 - VK
n

(':'o - Ek(o))n> = (En(o) - Ek(O))n>

Skalarprodukt mit <| | ® <| || n) =d,, "projiziert" wieder die Korrektur des|- ten Zustand ( seines Eigenwertes und
seines zugehorigen Zustandes ) heraus:

E@- 5 L (£ - Ve - (N IK)

Somit haben wir fur 1=k
die erste Korrektur zum Energieeigenwert gefunden:

B = (kNV[K)
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undfur | T K ergibt sich die 1. Korrektur zum Eigenvektor:

<| ”Yk(1)> - <| |\7|k>

E, ©) _ E, 0)

(k” Yk(l)> wird durch Normierung festgel egt:

1==(Y, | Yy ) = <Yk(0) H Yk(0)> + e(<Yk(0) HYK(1)> +<Yk(1) H Yk(0)>)+e2(....

10 )1

Dadie Summe rechts aber fir beliebige Epsilon Null werden muss folgt:

(<Yk(0) HYk(l)> + <Yk(1) H Yk(0)>) 0
(..=0

Also fir die erste Ordnung:
<Yk(0) Hyk(1)> - <Yk(1) H Yk(0)>

() =% e - ()

Fazit:
(k|‘Yk(1)> =igmtgl R
Wegen

eled 5 1+ieg+ O(ez) andert der Term ~ gdie Phasevon|Yk>re|ativ zu |k>

in der Entwicklung |Y () =|K)(1+ieg) + ed |n><n|‘Yk(1)> +0(e?).

nt k

Die Festlegung erfolgt durch die Forderung :
(k[Yi)=1

P g=0
Im entartungsfreien Fall (keine Entartung) folgt dann:
v. @O\ - 2 (nV[k)

<)Fa -G - o
ntk B, - Ey

V oraussetzung: Ek(o) 1 En(o) (keine Entartung)

usw.. fur jede Klammer nach einer bestimmten, festen Ordnung von €:
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5.4 Zeitunabhangige Stérungsrechnung bei Entartung

Betrachte zeitunabhéngige Schrddingergleichung:
HIY)=ElY)

soll berechnet werden, wobei
H=Hg+H?

durch den ungestdrten Hamilton- Operator mit einer kleinen Stoérung reprasentiert wird.
Die Stérung lasse sich als Potenzialstérung darstellen, die mittels des von Null verschiedenen jedoch kleinen
Parameters €

linear entwickelt werden kann:
H, = €V (dabei soll die Stérung zeitunabhangig sein !)

Wenn wir nun annehmen, dass zur Energie E, ©) mehrere (orthonormal) entartete Zustéande gehdren, so miissen wir
das Problem anpassen:

Das ungestorte Problem schreibt sich dann:

Holna)=E,?na) a=1..,s

Damit bezeichnet & =1,..., Sdie Nummerierung der entarteten Zustande beim Entartungsgrad s. Bei diesem
Beispiel ware der N. Eigenzustand s- fach entartet !

Durch |:| 1= 9\7 wird die Entartung jedoch im Allgemeinen aufgehoben:

HIYi) = Ee|Yi)

Die Storungsreihe/ Stérungsentwicklung
|Yk> = Yk(0)>+4Yk(1)> +82 Yk(2)>+"'

ist unter diesen Bedingungen nur flr ein bestimmtes, geeignetes

‘Yk(0)> =¥ ca|k,a> méglich:

a

Wahle nun m |Yk>=‘Yk(O)> ( eindeutig bestimmt).
e® 0

Y k(0)> im ungestérten Eigenraum so, dass fur

Das Einsetzen in die Entwicklung der Ordnung ef liefert:

f=1

(|:|0 - Ek(o) NY k(l) >)= (Ek(l) - \7)& Ca|k,@) 1. Naherung

a
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Das Skalarprodukt mit (k, b| ® (k, b || k,a) =d,, "projiziert" wieder die Korrektur desjeweils entarteten
Terms der Nummer b heraus:

(kb[F© - EO) v, @) =§ . [k blka)E® - (k bN|ka)
a
=0

(kb - Ek(O))Yk(l)>

(k, b||k.a) = dpa
(k,b|V|k,@) =Vp,
Somit folgt:

0=3 Vba - 5 Pdp, )Ca
a

Diesist aber gerade eine Eigenwertgleichung fir die sogenannte Stt)rmatrix\?ba :

— 2 K7 1 — K7 1
0=a Q/ba - Ek( )dba)cd _6/' Ek()lk

a

cl cs
Vi cs cs
Die Gleichung heif3t auch " S&kulargleichung” zur Berechnung von Eigenwerten und bildet ein homogenes, lineares
Gleichungssystem.

Die Bezeichnung folgt in Anlehnung an die friiheren Anwendungen: Berechnung der astronomischen sékularen
Storungen.

Nichttriviale Losungen existieren genau dann, wenn die Determinante det(\7 - Ek(l)l), die sogenannte

Sékulardeterminante, verschwindet, also det(\7 - Ek(l) 1)= 0 also:

. . . .
1-° Ek( ‘ V12 VlS
7 7 1
V21 V22 - Ek( )
Va . Vg- EY
Fir den Fall V/ hermitesch folgt Vg = Vip *

Dann existieren reelle Eigenwerte Ek(l) und die Eigenvektoren zu Ek(l) 1 E ® sind orthogonal !

Bemerkung: Die Entartung muss NICHT vollstandig aufgehoben werden !
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Beispiel: 2 entartete Zustande

Sakulardeterminante

~ 1 ~
rll 'A Ek( ) Vi

=0
. 1
Vo1 Vp, - E

(Ek(l) )2 - (\711 +\722)Ek(1) + (\711\722 - \712\721) =0

A 2
ViV =

Vio
2U

=180, o) sV + 40
P Eyx —E__Vll"‘szi 11- Voo +4Vpo|

e u
Dies als Korrekturterm. Somit folgt flr ein Energieniveau der Energie E:

E=E@+e5 Y =EO + gg(\?n +\722)i \/(\711 - \722)2 + 4{\712

2

oc\C/

” ~ \2 ~ 2
Dabei gibt \/(\/11 - V22) + 4|V12| die Energieaufspaltung an.

E ist, wie angegeben die gesamte Energie in 1. Storungstheoretischer Ordnung. Die Aufspaltung erfolgt linear in €,
also linear zur Storung:

E__(o)

< AE ~ ¢
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5.5 Stark Effekt im H- Atom

Anwendung der Stérungsrechnung bei Entartung. Das H- Atom befinde sich dabei
in einem homogenen &uferen elektrischen Feld E .

Fir den Hamiltonian gilt:

= 2
A= ¢
2m  Adpegr

-eEF=H®

= 2 R
P ® _H0
2m  4pef

Sei das elektrische Feld parallel zur z- Achse:
- eE)i(:g = l"i @

Eigenwerte und - zustdnde von I:I (0) :
H (O)| nl,m) = En(0)|n,l,m>
1

E(0)=-RH—
n n2

n-1
Die Energieist im Bahndrehimpuls insgesamt n? = é (2 +1) entartet. ( zu jedem n gibt es n-1 mogliche
=0
verschiedene Bahndrehimpulszustande, die jeweils 2I+1 mégliche Einstellungen beziiglich der z- Achse einnehmen
n-1
konnen ( magnetische Quantenzahl m). Mit dem Spin ist die Entartung sogar 2n? = é 2(2l +1) - fach. Diesist
=0
leicht zu verstehen: Durch den Spin wird der bestehende Hilbertraum um einen zusétzlichen zweidimensionalen
Hilbertraum erweitert. Dadurch kdnnen alle vorherigen Zustande noch einen Spinzustand aus dem neuen
Hilbertraum mit beinhalten ohne dass sie ihre Eigenschaft, Eigenzustande zu sein, verlieren kénnen.
Die Zahl der mdglichen Eigenzustéande zu einem Energieeigenwert verdoppelt sich also !

Beispiel: n=2 (4fache Entartung)

mogliche Zustande:
12,00),|2.1- 1),[21,0),|21,+1)

(rlrim) =22y

Keine Knotenlinie
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Eine Knotenlinie

Y0 = \/% cosJ

r 3g 2a
(280)2° ™7
r
r —
Uzlr( ) _ 1 —re 2a,
3(2a0 )22
2 pe
Mit dem Bohr- Radius agy = h—z
me

Matrixelemente des elektrischen Dipolmoments d = €Xgmit (n’l'rﬁ|f(3| nlm> ~ 0 10y
Vergleiche Seite 121:

=n"'=2 1=0, m=0 =1, m=1 1=1, m=0 =1, m=1 a
I"=0, m"=0 0 0 d13 0 1
I'=1, m=1 0 0 0 0 2
=1, m=0 d * 0 0 0 3

13
I'=1, m=-1 0 0 0 0 4

Der Storoperator:
H® =-|gd

Wir haben also mit 03 das einzige nichtverschwindende Matrixelement:

d13 = <200|e5\(3|210>
X3 =rcosJ
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dy5 = (200|eXq| 210)

.
¥ & 0 %4 o
=eQ d’r? 2 —¢l- [ 26‘Or;sre 22 an di (§dJs'nJ1/icosJ4/icosJ
%> 28, g 2 4o 4p

(289 /3(2a9)2 2
r
Uzo(r) _ 2 r QEE
- =
r (ZaO)Eg 2a0ﬂ
r
uxn(r) _ 1 e 2
3
" BRag)za
1 0
— =Y.
fi =%
3 cosy =V
4p
D0 1 F _ 1
d dJsnJ.[—cos),.|—cos) =—
Q9Q \/; 4p J3
r r
b d13:<200|e§<3|210>:%§ d%rr2 2 Sgi- - o Ar— 1 re % =3,
3 (2a0)2 dog V3(2a)z 3,

Somit existiert ein Erwartungswert des Dipolmomentes

dy3 =(200|eX3|210) =- 3ea,

Dies entspricht einem PERMANENTEN Dipolmoment des H- Atoms, welches Konsequenz der |- Entartung ist !
Die charakteristische GréRenordnung dieses Dipolmomentsist @ , also die Ausdehnung der Wellenfunktion !

Stoérungsr echnung: Aufspaltung des Energieniveaus n=2 im elektrischen Feld
E:

4

(o]
Sakulargleichung: @ (— |E|dab - BEd,p )(‘fjl =0

a=1
Sakul ardeterminante:

-E 0 -|Edg O
0

-|E(|)dl3 _oE e 8 :OZEngZ—QEIdB)ZS
o o 0 -E

P E = 0 aszweifach entartetes Niveau und E = i|E|d13 = $3e|E|a0
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Der Stark- Effekt ist also proportional zur eingeschalten Feldstarke. Man spricht deshalb auch vom linearen Stark-
Effekt.

Daneben gibt es noch den quadratischen Stark- Effekt in allgemeinen kugel symmetrischen Potenzialen V 1 l also
r

ohne | - Entartung. Also existiert in diesem Fall gar kein permanentes Dipolmoment und Stérungsrechnung?.
Ordnung wird nétig.

Ausgehend vom Niveau EZ(O) (4~ fach entartet) erhalten wir das folgende Bild:

1feit

ML

'4-,{“‘; "*‘i) T
v

2 fedk

14eck

5.6 Homo&opolar e chemische Bindung des W asser stoffmolekiils

Hier haben wir eine Anwendung der entarteten Storungsrechnung auf ein Zwei- Teilchen- Problem. Dieswurde 1927
durchgefuhrt von heitler und L ondon:

Das Potenzial der Atomkerne, wenn diese als fest angenommen werden ist:

aY

&

\' 2

R

babd bezeichnen aund b die festen Atomkerne und 1,2 die bewegten Elektronen
Der Kernabstand R ist ein fester Parameter

Ungestortes System (.ohne Spin):

2 nicht wechselwirkende H- Atome:

ﬁa1|a>1 = E,|a), Elektron lamKerna

ﬁb2|b>2 = Eb|b>2 Elektron 2 am Kern b
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mit den Hamilton- Operatoren

R B2 o2
Hal = - -
2m  4peyry
=2 2
. =P2 __€
7 2m dpeyry,
a1 = |r_1 B ﬁa|
2 =|F2 - Ry

Die Schrodingergleichung, wir erinnern uns, fir dieses Problem, ist exakt |6sbar. Sie liefert ein Produkt ausLaguerre
und zugeordneten L egendrepolynomen als Losung fur die Eigenfunktionen !

A A

Eigenzustandevon H O=H_ +H,bw. H. O =H _+H,, 2 EQO =E_+E,:
a al b2 b a2 b1l a b

[Ya)=|a)/b),
[Yb) =|a),[b),
Es muss diese beiden Zusténde als L 6sung geben, da die Ansétze aus dem Austausch der Teilchen leben. ( Zweiter

Ansatz ist gleich dem ersten nur mit vertauschten Elektronen. Nach der quantenmechanischen Ununterschei dbarkeit
muss dies jedoch ein erlaubter Schritt sein, ohne dass sich die Physik &ndert.

Man spricht in diesem Fall von Austauschentartung der Energie E(O)
Die Entartung ist in diesem Fall zweifach. Zu beiden Varianten gehort die Energie E(O) :

1 — (@
Hap|Ya,0)=EQ|Yap)
Eine Stérung dieses Systems sind nun alle denkbaren weiteren Wechselwirkungen:

1 "12 5

& b
jo-. e ®1 1 1 10

a
dpeg glaz M M2 P

Mit dem Kernabstand R !
Merke: Die Storung sind alle zum exakt |6sbaren Problem hinzukommenden zusétzlichen el ektromagnetischen

Wechselwirkungen, die auftreten kénnen und demnach auch auftreten !

Genau genommen haben wir dann den Hamiltonian

~

Hop = Hap© +Hap® kuz: H=A©@ +H O
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Die Stérungsrechnung 1. Ordnung liefert
E» EO +g®

Y)» Y @)+]y @)

mit

‘Y(O)> = c‘a|Ya>+Cb|Yb> = c%l|a>1|b>2 +Cb|a>2|b>1

Bemerkung:

Dasich |a> und |b> auf verschiedene Koordinaten beziehen , sind |Ya > und |Y b> nicht orthogonal ( Nur fur R ->

unendlich !, also Trennung der Kerne).

(Ya || Yb> =1 (a|b)12<a|b>2 =TT"* 0
mit dem Uberlapp- Integral

T:= (ab), =0 Ya (W)Y, ()d’n

P T=¢d*R*y )™ Gad )Rt ()Y ™ Tp. b)

Daher erhalt man aus der Stérungsentwicklung

(|:| O, - E(O))QY(D»:(E(D ) |:|(1)Xca|Ya>+Cb|Yb>)

dann die Sakulargleichung, wenn man mit <Ya b | multipliziert:

0:(|:| (1)a,a - E(l))('a +(|:| (1)a,b - E(1)|T|2)Cb
o:(ﬁ W, . E(l)mz)% +(,q ®,, - g® )Cb

Mit

H®aa =(Y, [HO|Ya) = (al,(b|H Y |b),|a),

P Az = gdn g dnfYa (Vo) *HY =H O
Dies sieht man an der Méglichkeit, die Elektronen 1<->2in

I:I @ zu tauschen.
H (1)a,a =H (l)bb =: D sogenannte "direkt Coulombenergie" ( klassische Energie einer Ladungsverteilung)

Weiter:
HWab =(Y, [HO]Y ) =1 (8] ,(o]H®|a),|b),

b H®ap =0d3n 0 d3nY () Yo(f)Ye(R) Yam)H® =HOpa = A

A as sogenannte "Austauschenergie” ( nichtklassisch).
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Sakulardeterminante:

D-E®  A-E®|TP)?
A-EQ TP D-E®

2 2 2
(D- E(l)) - (A- EQ|T |2) =0=E® (1- |T |4)- 2E(1)(D- |T|2)+ D2- A?
Damit kann die Energieaufspaltung angegeben werden und es erfolgt:
DA

LTI
Die Energieaufspaltung hier steht fur die Aufhebung der Austauschentartung.

ED =

Ein Punkt hierbei ist, dass Zusténde von Natur aus moglicherweise sogar unendlich oft entartet sind. (Man kann ja
neue Unterscheidungen finden...) Man kann das Niveau jedoch so weit einschranken ( kein Spin, kein 2. Atom,
etc...), dass es nur einen Eigenzustand im gegebenen, beschrankten Hilbertraum gibt, der Eigenzustand zum
Energieeigenwert ist. Jede zusétzliche Stérung von aulRen aber, die auf die vernachlassigten Parameter wirkt, wie den
Spin, kann dann unterschiedlich auf unterschiedliche Eigenschaften der Elektronen wirken und demnach zu einem
Energieniveau verschiedene Zustéande zu lassen, die dann aber mit der auf3eren Wechselwirkung auch leicht
verschobene Energieniveaus bilden kénnen. Eswird also eine" Entartung” aufgehoben. Sprich: Auf der einen Stufe
der Energie waren ohne die Storung verschiedene maogliche Zusténde vereinheitlicht, weil die energetisch differenten
Merkmale erst durch eine Wechselwirkung hervortraten, diese Wechselwirkung vorher jedoch gar nicht vorhanden
war.

Dadurch bekommt ein bisschen ein Bild davon, wie durch die Aufhebung der Entartung quasi neue Energieniveaus
geschaffen werden.

Fir die Gesamtenergie des Niveaus gilt dann:

E.»EQ+E® =E_+E, s DA
) LT[

Die zugehorigen Eigenzustande sind zwei der Art, ein zwischen | a)| b> symmetrisierter und entsprechend der
antisymmetrisierte Zustand:

¥, Wﬁ@%m +|a),|b),)

Wie man sieht, hangt E, parametrisch vom Kernabstand R ab:
Man wahle |a), | b) a's Grundzustand der H- Atome.

Esergibt sichfur E, bzw. E. der folgende Verlauf der Energie:
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Die obige Energie gehort zu einem grundsétzlich antibindenden Orbital ( Zustand), die untere zum bindenden
Orbital. Im ersten Fall wirkt das Elektron immer abstoRend, im zweiten Fall gibt es ein attraktives Minimum !

Das Energieniveau E_ (R) wirkt dabei abstRend , wéhrend E, (R) ein attraktives Minimum besitzt. Es kommt zur
homoopolaren Bindung ( kovalent), einer sogenannten AUSTAUSCHBINDUNG, denn die Grundlage fiir die
Existenz dieses Niveausist die Austauschentartung, die aufgehoben wird. Dadurch kann ein Zustand entstehen, der
niedriger ist alsjeder der einzelnen Wasserstoffzustéande fur sich !

Die Bindung an sich ist nur quantenmechanisch zu verstehen, wie aber ja auch schon der gebundene Zustand eines
Elektrons am Kern.

Ber licksichtigung des Spin

Der gesamte 2- Elektronenzustand

|Y> = | Ort)| Soi n) muss antisymmetrisch sein bei Permutation von Spin und Bahn, da die Elektronen Fermionen
sind.

das heif3t, es muss einer der beiden Produktbildenden Zustande | Ort>,| S)i n> antisymmetrisch sein und der andere
symmetrisch.

2 Moglichkeiten:

1) der Spin- Anteil ist symmetrisch und der Bahn Anteil antisymmetrisch:

1.1
S=sg+s,==+==1
2 2 einTriplett- Zustand also !
ms =0,x1
Merke: Multiplett- Zustéande sind multi- fach entartet in dem Sinn, dass die charakterisierenden Eigenschaften der
Wellenfunktion gegeben sind und daraus die bestehende Entartung multi- fach ist.
Das bedeutet. Bei Spin und Bahndrehimpulsist das n. Energieniveau ein 2n2- plett, wenn keine Wechselwirkung mit
aulReren Feldern stattfindet. ( In Wahrheit sind jedoch auch diese Zustande nicht mehr vollstandig entartet, da schon
das magnetische Moment des Elektronenspins mit dem des Bahndrehimpuls wechselwirkt und die Entartung
teilweise aufhebt.
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Im Fall 1) wére nun der Bahn- Anteil antisymmetrisch:

Y. (©) , E. . Dieser Potenzialverlauf ist jedoch grundsétzlich abstof3end. Es kann nicht zur Bindung kommen. Das
Orbital ist antibindend.

2) der Spin- Anteil ist antisymmetrisch und der Bahn- Anteil symmetrisch:

S:S]_+52:1-1:0 ) ) ) ) ] )

2 2 Die beiden Spins stehen also antiparallel und der Zustand ist bindend. Es kommt zur
ms =0
Bindung.

Denn: Der Bahn- Anteil ist symmetrisch:
Y +(0) 1] E+

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen zwischen den Kernen ist erhoht.

5.7 Variationsverfahren

Diese Naherungsmethode von W. Ritz ist nitzlich, falls der Hamiltonoperator NICHT in einen ungestorten Anteil
und eine KLEINE Stérung zerlegbar ist, was den Abbruch der Stérungsreihe rechtfertigt.

Die zeitunabhangige Schrodingergleichung:

HIY i) = E|Y )

(Yn || Y > =d, Dbilden ein vollstandiges Orthonormal system

Dies sind die nétigen Vortaussetzungen zur Durchf ihrung des V ariationsprinzips:
Weiter seien die Energie- Eigenwert der Grof3e nach geordnet:

Eo £ E £E, £E;.....

Dann gilt fir einen beliebigen Zustand |Y ) , im Allgemeinen kein Eigenzustand:

<Y|F'|Y>=é’n1 <Y|l:||Yn><Yn”Y>:én En{Y [YXYn]Y)

E, 3 Eg

Pa En(Y[Ya)XYnlY)? Bod (Y[YnXYa]Y)=Eo{Y]Y)
WodSrch uns die Ungleichung geben ist:n

a En(Y [Yo)YalY)

S
AIso:A
w 3 Ey alsExtremal- Prinzi
vy p
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Naherung fur den Grundzustand:

1) Mache einen geeigneten Ansatz firr eine Testfunktion |Y ) mit verschiedenen Parametern, also Y (T,a, b,...).
2) Dabei sollten Symmetrien und Asymptotik beachtet werden.

3) Variiere dann die Parameter, bis m = E minimal wird:
(YY)

i E= l E=...=1=0

fa b

P ag,by,..

Damit ist eine Naherung fur die Grundzustandsenergie Eq » E(ag, by,....) .
Die Parameter in der Testfunktion setzen dann gleichzeitig eine Naherung flr den Grundzustands- Eigenzustand

YO » Y(r_,ao, bo,...)

Bemerkung

Die Naherung von Eg » E(ag, by ,....) ist besser alsdie Naherung Y o » Y (T, @, Dg,...) in folgendem Sinn:
Y (F,ao, bo,...) = YO +1 J

Wobei die gengherte Funktion Y (T,&q,Dy,...) die exakte, also Y gumdenTerm | j verfehle:

Mit

(i |[Yo) =0 Furkieine || |gilt, daE bei EqeinMinimum hat:

E@g, bp,...) = Eg +12A+...

Der Fehler geht also nur quadratisch ein. Die Energie ist besser genahert.

Naherung flr angeregte Zustande:
Ey » E(@g, bg,....)und Y o » Y (F,ag, by,...) sind also ndherungsweise bekannt.

Nun wahle man eine Testfunktion Y (F,a, b,...) mit <Y (r,a, b,...)”Yo) = 0. Dies muss natirrlich fur beliebige

Belegung der Parameter gelten !
Also: Man wahle einen neuen, beliebigen Zustand, der nur orthogonal zum bestehenden sein muss ! (und zwar fir
beliebige Parameterbelegungen !)

(Y|HY)
(YIIY)
Dann hat man eineNaherung E; » E und Y 1 » Y (T,a4,by,...)

Nun kann man die Parameter erneut variieren, bis = E minimal wird.
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Beweis:

. o . 3
(YVIRY)=a (YHVAIYa]Y) =2 En{YIYaXYa]Y)
n n

(Y|Yn)y=0fir n=0

. 3
P (Y[H[Y)=a En{Y[Ya)Yn]Y)
n=1

P E,®E

¥ ¥
Pra En(Y[[Ya)XYalY)® Eia (Y[Yn)XYn[Y)
n=1 n=1L

¥

v a EnY [Ya)Yn]Y)

b & E(Y[Y. XY, |Y)3 E(Y|Y)P E £5=
& En(Y[YaKYal¥) EY[V)P B =y

Weiter e Naher ungsmethoden

beispielsweise WKB- Naherung (, Wentzel, Kramer, Brillouin (1926)
sogenannte "quasikl assische Néherung”:

Gut, fallsdie De- Broglie Wellenlange viel kleiner ist als die Lange, auf der sich das Potenzial wesentlich andert.

Fliefbach, S. 155 ff.
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6. Streutheorie

6.1 Lippmann- Schwinger- Gleichung

Man betrachte Teilchen, diein Wechselwirkung stehen, jedoch keine gebundenen Zusténde miteinander
einnehmen:

Der Hamiltonoperator kann geschrieben werden als:
H=HO +[®
Dabei bezeichne

I:I ©) diekinetische Energie
und

I:I @ die Wechselwirkungsenergie.

Im Falle stationdrer Streuung erhalten wir:
H| Y > = E| Y > . |Y > beschreibt ein am Anfang einlaufendes Teilchen ( ohne Wechselwirkung), die
anschlief3ende Streuung und schliefdlich wieder auseinanderlaufende Teilchen:

Stationdr bedeutet hier: Das Gleichgewicht hat sich bereitseingeregelt. Der Prozessist zeitlich stationar, weil
jede Veranderung an einem Teilchenzustand 1 durch ein nachriickendes Teilchen, dessen Zustand sich in den des
ersten ( Zustand 1) begibt, aufgeftllt wird.

Die Schradingergleichung lautet:
(E- Rol¥)=RO|v)
Erster Schritt bei derartigen Problemen: Isolation der Stérung !

Die formale L 6sung kann angegeben werden mittels:
1 ~
Y)=|F )+ +———~H Oy
V) =IF )+ e R O)
1

(E-—I%):: (E- I:lo)-l

Die Division zwischen 1 und dem Operator der linken Seiteist dabei as Ausfihrung der inversen Operation zu
verstehen!
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| F > ist eine beliebige L 6sung der wechselwirkungsfreien Gleichung

(Fio- EJF)=0
Beweis:
(E- Ao)¥)=(E- Ao)F)+(E- Aph—rg RO Y)
E- Hp
. 1
(E_ HO) E- |:|0 =1

Die Gleichung | Y ) =|F ) + — H®|Y )ist dabei eine Integralgleichung, beispielsweisein der
- o

Ortsdarstellung:

Y)d 3 d3r

rr/><r/r

(P )= 7IF) + 00 (T X R

1
Berechnung des inversen Operators (—A) Hier: Greenscher Operator, sogenannte RESOLVENTE
- 0

(auch: Residuum !) der Schradingergleichung.

Methode: Transformation auf Impulsdarstellung ( Fourier- Transformation) und komplexe Integration.
Aber: die Lésung ist nicht eindeutig, je nach Wahl des Integrationsweges ergeben sich unterschiedliche
Egebnisse ( Integrationsweg in der komplexen Ebene). Dementsprechend ergeben sich verschiedene
Randbedingungen

Die Festlegung erfolgt durch Addition eines kleinen komplexen Terms i€. Am Schluss kann man dann
e® Ogehen lassen.

Damit ergibt sich alsLIPPM ANN- Schwinger- Gleichung

‘Y (+)>:|F>+mﬁm‘\( (+)>

Wesentlicher Vorteil zur Schrédingergleichung: Die Lippmann- Schwinger- Gleichung ist die im Vergleich zur
Schrddingergleichung komplexe Erweiterung mit reeller Polstellenfreiheit !

Mit auslaufender Welle ‘Y (+)>

Streuwelle (—)E ) |:|10 e I:|(1)‘Y(+)>

und einlaufender Welle | F > ( Lésung des ungestorten Problems)

Die auslaufende Welle ‘Y (+)> ist die Summe aus einlaufender Welle und Streuwelle!

Greensche Funktion desfreien Teilchens ( = Ortsdartellung des Greenschen Operators)

Gy (F.7) = 2 (F | ——m——|F)
T om Y e Ay +ie)
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Dabei werden zwei " Einsen” eingeschoben und wir gewinnen:

I I 1
G (1) =——d agd a(r] q)@lwlﬁxcfllf”)

Also: Das Problem wird nach der auslaufenden Welle aufgel 8st . Zur Polstellenfreiheit erweitert man komplex.
Dann isoliert man den Greenschen Operator und fiihrt mit diesem eine Fouriertransormation durch !

Der obige Einschub einer Basisist noch KEINE Fouriertransformation. Wir befinden uns dann immer noch im
Ortstraum !

Dabei bezeichnen T, T die Wellenvektoren mit der entsprechenden Impulsdarstellung 7 .

=2
Fur ein freies Teilchen, fur das der Hamiltonian direkt angegeben werden kann: Hg = ;—gilt:
m

2=2

(@Hofa) == —d(@- )

Somit also

2m

oy -—42 gl

E- H0+|e E. h4q rie
Asymptotisch gelte fur das einlaufende Teilchen al's Anfangsbedingung sozusagen

_ 272
p=hkb E= K

2m ( )

_ 1 _a_2m d{@-T 2m =
POl ————0)=—= >G.(@d(@- T

< |E- H0+ie| ) n2 k2- g2 +ih  n2 ( )
h :2_r2ne

h
= 1 ar
(rla)=——¢"

(2p)2

Damit folgt dann als angektindigte Fouriertrafo:
- 1 . ~ v idlF-F
G (F,F) = —30d%G, (@€ 7
(2p)

= 1
Ci(M=—m———

k?- g +ih
Also: Wir fuhren die Fouriertransformation durch und gewinnen alsFouriertransformierte

~ 1
C,(@=——=——
kZ-g%+ih

Die Riicktransformation liefert die gesuchte Greensfunktion G, (T',T") , die mittels Residuensatz aus der

bekannten G, (Q) = durch Fouriertrafo gewonnen werden kann !

k?- g2 +ih
G, (T,T") hangt also nur von (7-7) ab !

Berechnung von G, (T - T") := G, (R) in Polarkoordinaten { erfolgt mittels Residuensatz
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= 1 1 igR
G (R)= 5 0d 0 ———e™

(2p)3 k2 _ a2+ih
Dabei lege man
R=T- T entlang der z- Achse, so dass zwischen R und 7 gerade der Winkel J liegt:
=Y 1 N 1 2P q2 igqRcos)
G,(R) = dgQdcosd g dj ————¢'?
+(R) (Zp)gg a0 Q d 2 g2+ih

iqR -igR
— 1 ¥ o, f-e
Gi(R)=—5—Qdaa” —
%R k2~ g2 +in)
Dies kann man leicht weiter zusammenfassen, indem im zweiten Term einfach q durch -q ersetzt wird:
1 ¥ e'dR

dgg——-———
4p2iRQ‘ pabe g2 +ih

G, (R)=

Die Integration erfolgt mittels Residuensatz in der komplexen g- Ebene:
Dazu ist es nétig, die komplexe Zahl g in Polarkoordinaten umzuschreiben:

q=rxf
OELfF Ep
dg=r>eFidF
Skizzenhaft:
Im g
o
ql .
Req
q2

Dadie Integration im Unendlichen ( Halbkreisbogen) verschwindet kann man das Integral von Minus bis Plus
Unendlich auch gleich als Ringintegral schreiben. Wesentlich ist dann: dass es nur Beitrage aus den Polstellen

der Funktion gibt. demnach mussen diese gesucht werden:

Die Pole desIntegranden:

__r

k?- g2 +ih

Jy2 =t E2+ih » %4—&9
e 2ZXKg

Genau genommen muss noch gezeigt werden, dass das Integral Uber den Kreisbogen fiir Radius gegen
Unendlich verschwindet:
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2_irRcos e rRsinF

lim elaR ¥ eldR im o e rl
\ _—: A d _—+ dFle iF _ :
r®¥@qqk2-q2+ih Oy qqk2_q2+ih r® ¥ 2. 2.2 +ih

Aber:
lim , 2_irRcos - "RsinF
SaFie?r L= ° -0
re ¥ ke-r“e” +inh
da
lim _rRsinF
e =
r® ¥
b lim Q\jj eiqR ~ ¥ ] eiqR

Mittels Residuensatz ergibt sich dann

y gldR & _ @& giR &
Q.{ qqkz_q2+ih pg g;kz_qz_'_ih..qzoa

Diesist der Beitrag vom oberen I ntegrationsweg, weshalb das Residuum an q=g1 ausgewertet werden muss.

Ebenso hétte man den unteren I ntegrationsweg nehmen kénnen. Dann wére das Residuum eben an g=092
auszuwerten gewesen.

Dawir die Polstellen des Arguments des Residuums gefunden haben kdnnen wir umschreiben:

_RES qei gRrR

- ?/EZHh- q$ 4/E2+ih+qﬂqom

qeiqR

RE
k?-g?+ih

k?+ih=q =-0q,

RES qeiqR ‘ = lim (q_ ql)qeiqR - qleiqR
&k +in - [k +in +qg o >l - a)a- az) (a- a2)
qo-fke+ih
ei1/E2+ihR
=
lim o k2+ih R ol kR
he@o 2 2
_ y eiqR
Also hat man ein Ergebnisfir G, (R) = "), dgg—=———-——, man erhét
+(R) 4p%iR qqkz-a2+ih
kR
G.(R) = ——20RES |, =2
Ap?iR G

Wesentlich: G, (R) = G, (T - T)erfiillt die Differenzialgleichung fiir die Greensche Funktion:

[D+K2)e,(F- F)=d(F- 7)
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d(r - 7) = (F|F) =6, (r.7) =(FE- ﬁ0+ie)m|r”)
oo (m)' )=l ol e

Ortsdarstellung der Lippmann- Schwinger- Gleichung

(T ) =)+ el gl 1 )

iK(F-1

_ )
. 2N\ 3ee (F. FVElb Ly @) = ok 4 2m, 3.- € 21 v (+)
—rF+—err-rrH‘Y >—e d— H‘Y>
(rIF)+ 23 o, (- K] R T
Mit der durchlaufenden freien Welle <F||F>=e K
=11\ () 2m 3 - e|k|(f' F’)| (+)
undderStreuwelIe—c)d r'G, ( )<I’ |H ‘Y >:+h_20d rm< |H ‘Y >

Zusammenfassung

Aus der Schrédingergleichung

Die Schradingergleichung lautet:
[E- Aol¥)=A®|Y)

Mit dem linearen Differential operator (E -H O)Y > und der Inhomogenitat H (1)| Y>
kann man formal 19sen:

Y(+)>: = 1 H(l)‘Y(+)>
‘ F)+ ‘E H0+|ej

m:(E o) "

eine Form der Lippmann- Schwinger- Gleichung mit auslaufender Welle ‘Y (+)> Greenschen Operator (auch

1
sogenannte RESOLVENTE) E I:l — und durchlaufender Welle ( freie einlaufende Losung) | F >
- +ie
0

Die Berechnung der Greenschen Funktion desfreien Teilchens:

A

1 n o\~
AlsOperator: G, = = erfillt \E- H =1
P Agrie) o (B o

Ubergang in die |mpulsdarstellung:
A e L 2M 2
(q|G+|q>=7G+(q)d(q- a)
Mit

A 1
G,(Q) =———75——

+(q) k2 _ q2 +|h

= Mittels Fouriertrafo erfolgt der Ubergang in die Ortsdarstellung:
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. B2 ol KF- 7|
Gi(T- M= ——(F|G,(@)|7) =- ——

* 2m< G+ ) 4p|T-T|
Dieser erflllt dann eine Relation des Impulsoperators in Ortsdarstellung ( orts- Differeniationsrelation):
[D+K2)6,(F- F)=d(F- )
(diesist die skalare Helmholtzgleichung !)

Potenzialstr euungen

I:I @ sei ein Potenzial, das die Wechselwirkung mit einem schweren Teilchen als STREUZENTRUM ( Target)
beschreibt. Allgemein: Beschreibung im Schwerpunktsystem

Hier kann man als Schwerpunktsystem naherungsweise den Schwerpunkt des schweren Teilchen annehmen

In Ortsdarstellung schreiben wir:

s
b YR =l - 203 S
h? 4plF - 7

H Oy ) =v )y D)

ik|r- 7

V(MY ()
Diesist die Lippmann Schwingergleichung fur eine Potenzial streuung.

Diese Gleichung ist vollig aquivalent zur Schrddingergel eichung mit Randbedingungen.

Als Randbedingungen sind in der Streutheorie prinzipiell die asymptotischen Wege fur r gegen Plus oder Minus
UNENDLICH zu verstehen .

6.2 Streuamplitude und Streuquer schnitt

lim ,
Voraussetzung ‘® ¥V(r ) = 0 HINREICHEND RASCH !
r

Ansonsten versagen die Naherungsmethoden, die hier gemacht werden.

das Potenzial muss also eine endliche Reichweite haben.

Zum Integral der Lippmann- Schwinger Gleichung tragt dann fur r-> unendlich der Integrand nur mit

I'<<r bei.

r" kennzeichnet das Gebiet des Potenzials. Wenn dieses viel kleiner ist und man sich vor allem fir die
Fernfeldldsungen interessiert, so kann der Integrand in diesem Fall geschickt genghert werden, was die Integrale
|6sbar macht. !

Wir kénnen also

A oK
G,(F-F)=-——— furr>>r entwickeln:
4p|T-T|
. \ P> <) — ,..26 o
R S i 0 o .
IF- FlE/(F- F)2 :\/(rz- OFF +T ):r G- 2—2+8§;9 o1 [Cl- 2T - T8
r° ergy; Ve r’g
s _ T
T
Somit
A~ eik(r-?é)
G+(F'F’)@'
A
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ol

Dabei bezeichnet ei K(r ) die Streuphase, die uns die Information tiber die Richtungsverteilung des

Streuprozess liefert !

1
—— ist die Streuamplitude, die sich wie eine Kugelwellenamplitude verhalt !

Dabel wird in der Amplitude der Greenschen Funktion stérker gendhert alsin der Phase. Diesist gerechtfertigt,

das uns die Streurichtung mehr interessiert als die Streuamplitude !
. gkr
Gi(r-r@—e's
4o

Diesist der fur grofRe Abstéande genaherte Greensche Operator ! ( Daessich bei dieser Art der " Greenschen
Funktion" eigentlich um einen Operator handelt, ist es besser, von einem Greenschen Operator zu sprechen !
Das Asymptotische Verhalten der Lippmann- Schwinger- Gleichung fur r- > unendlich kann also angegeben
werden:

ikr

lim 2me

Y Oy =ek - 22 §ddre MRy ()Y O
r- >¥ ) 12 4o O ()Y ()
™ Y= ()
r- >¥ r

Diesistim Limesfir r- > unendlich eine exakte Ldsung !

e'¥" als durchlaufende Welle
ei kr
—— als auslaufende Kugelwelle

Dabei besitzt die auslaufende Kugelwelle die Streuamplitude
_ 2m 1 | 3. ik, —
f@E)=--—pd¥e ev(r)y™ ()
he4p

Man sieht, dass die Amplitude dieser Streuwelle, eine Kugelwelle, von der Beobachtungsrichtung

P
€, =— abhéangt:
r

Die Streuung ist elastisch !

r~8,
k
k elastische
— = | StremungV >
durchlaufende Welle
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Wirkungsquer schnitt

Macht Sinn als Definition entsprechend einer Streuung eines Teilchenstrahls an einem undurchdringlichen
Streuzentrum.

Dabei ist definiert:

Zahl (gestreut)/sec.  _ S

Zahl(ein- fallend)/sec. ~ Srahlflache
Strahlflache:= Flache, auf die der Strahl trifft

S : streuende Flache

F
'\.|ﬂ'
- ||O

z.B. harte Kugel

Die Definition 183t sich verallgemeinern auf weiche Streuzentren:

Mn spricht dann vom Wirkungsquerschnitt ( wie vom Streuquerschnitt) S

a Zahl (gestreut)/ sec. _ Zahl(gestreut) / sec. om?
* Zahl(ein- fallend)/sec./cm?  Zahl(ein- fallend)/sec.

Man muss aber, um Probleme behandeln zu kénnen, den differenziellen Wirkungsquerschnitt betrachten

ds _ Zahl(gestreut)in dW(&, ) /sec. _ Zahl(gestreut)in dW(é,)/sec.sz
dW  Zzanhl(ein- fallend)/sec./cm? Zahl (ein- fallend)/sec.

rodg
x
r
H 'do
e
ds :—(JTS)"Tr 2dW
|Tel
dwW:=9nJ dJ dj

Zur einlaufenden Welle:

Ye(M)= 'K genort, wie bereits abgeleitet wurde, die Stromdichte:

Je :Zl(Ye* NY - YeNYe*):KYeYe* :K|Y|2
im m m
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Zur Streuwelle in Richtung €, =

kr
dsor Y (r) = f(e)é—

gehort die Radial komponente der Stromdichte:

= | =

26@ ikr ﬂ e|kr ikr ﬂ e-ikr

- h 0 _
(Js)r aeY Ys YsﬂﬂrYs*g:.—| &%

- Ao 2@ ek 1o, €Maeik 19 0 ~
P (Js)r =—I|f (&) (;.—-—2—:e'kr-—g-—-—2—:e'krT:_|f( )|
2im er r?g rér r2g 5 onr

Somit ergibt sich die einfache Form des differenziellen Wirkungsquerschnitts:

Und der totale Wirkungsquerschnitt folgt zu

\ — |2
Stot = OdV\“ (& )|
Mit der Streuamplitude

2m 1 (3. e ey () (o
f (g )—-— dor'e V()Y ()
4100

Bornsche Naherung

Die Bornsche Naherung ist eine stérungstheoretische Naherung fir grof3e Einfallsenergien

72k 2
2m

>>V/(F)

In diesem Fall kann H @ () alskleine Stérung betrachtet werden

Fur die erste Ordnung Stérungsrechnung der Lippmann- Schwinger - Gleichung setzt man an:

Y @) =|F)+G.AOF)
Das heif3t, man nimmt an, dass das Streupotenzial auf die freie einlaufende Ldsung wirkt !

Man nennt den Schritt
‘Y (+)> =|F)+G,H @ |F) auch ERSTE BORNSCHE NAHERUNG

In Ortsdarstellung schreibt sichs dann:
YO =Y )+ 208 A3 G, (M- PV ()Y (F)
e 2 (@) + e

Ye(F)= eiEF

gr‘ﬂrr rﬁ
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Esfolgt fur die Streuamplitude in erster Bornscher N&herung

f@E)=- S5—drV(r)eR"
7 2 ap 0
K:=k- kg
heobhachtet
__ Impulsinderung
K durch
Streuung

é/’
einfallend

Dasheildt, in erster Bornscher Naherung ist die Streuamplitude proportional zur Fouriertransformierten des
Potenzials V (T)

Das Problem kann fiir Kugel symmetrische Potenzial wieder gut durch den Ubergang in Kueglkoordinaten gel st
werden: V=V(r)

Dann kann wieder & durch J,j parametrisiert werden !

|

—= z-Achse
k

‘#E

K =[k - Ke,| =/k? +Kk? - 2k cos = 2ksin I}

Dielntegration ()d 3v (I‘_')ei K™ erfol gt in Kugelkoordinaten um die K - Achse:

K= Kr'cosJ

heohachtet

einfallend

Aus Symmetriegrinden hangt f (&) nicht von] ab:

fQ)=- —ES r'2drV(r“)éld(CosJ')eiKr’cog'QZp g
h
i(eiKr, - e'iK"):M

< A Krcos”
d(cosJ’)e =
O ( ) iKr Kr’
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Somit:

f(J)—-Z—m(s F2drV (7 )SmKr :-Z—mié‘rdr\/(r )sin Kr’
n2 h

K = 2ksin
2

Somit kénnen die Wirkungsquerschnitte angegeben werden:

ds 2
—=|fJ
W|()|

= od Z—mi(a r'drvV(r)sn Kr’

2m1

= Old (cosd )Q dj

Anwendungsbeispiel ist die Rutherford- Streuung.
Diesist die Streuung eines Z1- fach geladenen Teilchens an einem Z2- fach geladenen. Das Potenzial schreibt
sich also gemafi

7,7 ,€°
4peyr

Mit diesem Potenzial bekommt man allerdings K onvergenz- Schwierigkeiten.
Einzige Losung ist das
YUKAWA- Potenzial

V(r) =-

Ilm a -kr

V(r) = —
(") kKk® Or

Al ds _aezlzze 0 1
gmm\/ @ dn %9
€<y

ergibt sich dann die entsprechende Formel aus der klassischen Mechanik.

Rutherford hatte hier Gliick, dass sich durch die klassische Rechnung in diesem Potenzial zwei Fehler gegen die
Quantenmechanik gegenseitig annulieren. Somit erhdlt man die quantenmechanisch korrekte L dsung schon aus
der ERSTEN BPORNSCHEN NAHERUNG !!

Nebenbemerkung:
) - ds : -
Fir J ® Odivergiert dT\Iwegen der unendlichen Reichweite von V(1)

Auch S divergiert in diesem Fall.
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Systematische Storungsentwicklung

- Man kann eine Bornsche Reihe Bilden. Diesist die Iteration der Lippmann - Schwinger Gleichung:

‘Y(+)>:|F>+F§1Y(+)>
R:=G,H!?

Esergibt sich:
‘Y(1)>:|F>+|Q|F>:(1+ﬁe)|:>

R:=G,H*

Erste Bornsche Naherung

‘Y (2)> = |F>+ FAQ‘Y (l)> = (1+ R+ FiFi)F) Zweite Bornsche Naherung

Y )= (1+ R+R*+R3+..... )F> Bornsche Reihe
Die Bornsche Reihe konvergiert fir kleine V

6.4 Drehimpulsdar stellung und Streuphasen ( Schwabel)

Annahme: Kugelsymmetrisches Streupotenzial V(r )

Erforderlich ist die Umrechung der Impulsdarstellung | IZ> in die Drehimpulsdarstellung |Im> freier Teilchen.

Ziel:
Entwicklung nach Kugelflachenfunktionen mit kleinem | als Naherung fir KLEINE Energien

272
E= a

klein

2m

Die auslaufende Welle schreibt sich dann entwickelt:

& 1
Y(F)= é —U; (r)R (cosJ) (Mit denLegendre- Polynomen B (cosJ))
r
=0
Es konnen die Kugel fléchenfunktionen genommen werden, die von m, also ] unabhangig sind wegen des

kugel symmetrischen Potenzials -> es treten nur Drehimpul seigenfunktionen mit m=0 auf !

Einlaufende ebene Welle

Qox
= |k

Y(M) = gkl = glkreos) U (r)R (cosd) dieeinlaufende Welleist also ein Legendre- Polynom

0
vom Grad |

Esgilt die Orthogonalité: éldXH )R- (x) = A1 2+ 1dll'

Dabei taucht der Entartungsgrad 2| +1alsinverser Normierungsfaktor auf. ( Der Betrag der Legendre-
Polynome ist also indirekt proportional zum Entartungsgrad !)
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Aus der Orthogonalitétsrelation erhélt man mit Multiplikation mit B (c0SJ) und Integration dX dass:
2041 1 . i 1
—CHdxe™ ™ R (x) ==u(r
5 O e R () = (1)
ei Kix .— u
R X):=v
im asymptotischen Verhalten I ® ¥ gewinnt man ( Striche eingespart) durch Wiederholtes Anwenden der
partiellen Integration:

2I+1|1.,X +1 1 ki - AL 1 X e AL T

" |( )= “ H(X)]-l' (ikr)z[ek R (X)]-1+(ikr)3[ek R @()]1+IV)
Mit
RO=1
RED=(1)

m 1 2A+1 1 [ ke | ikrl_ 20411 }"Er 2§ "Er'pth
I’®¥?|()_ Zm{e -(-)'e }TW; e L/

l

M Luo=(@ ) e 1B

Zusammenhang mit der freien Schrddingeraleichung

d 1
Y(M)= é —U; (r)R (cosd) ist Lésung der freien Schrédingergleichung

=0
2 0
h—D EXY.=0
2m p
272
Mit E = K
2m

Separation in Kugelkoordinaten erlaubt:
L2Y|m:O - h 2| (I +1)Y| m=0

Y™ ~ R (cosJ)
Esfolgt die Bestimmungsgleichung fir die radialen Funktionen:
. (1 +D)0
w0+ & - 0%, =0
e r (7]
mit Vergl. S. 84, 83.3
U (O) =0

Voraussetzung ist die REGULARITAT: (V) < ¥
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Die Ldsung nach Schwabel Seite 278 lautet:

—u| (r)= ( N j|(kr) Also die spharischen Besselfunktionen !

= Dieradialen Loésungen fir das Streuproblem ( Entwicklungsterme fir die einfallende Welle) sind die
sphérischen Besselfunktionen

Asymptotische Streuphasen

Wieder entwickeln wir in Kugelflachenfunktionen. Diesmal jedoch die asymptotische Streuwelle:

lim |kr
C® ¥ Ys(F) = f(J)—

Esfolgt:

¥
[o]
f@)=a fiR(cosJ)
=0
Setzen wir diesin den Wirkungsquerschnitt ein, so folgt fur den totalen Wirkungsquerschnitt

Stor =AW T (A )|2
aul3erdem

QldXFT )R- (x) ——du

¥
[]
P Stot_Od\Mf(J)| —2|oa |f|| =a S
=0
Man spricht in diesem Fall von einer Entwicklung nach PARTIALWELLEN , 1=0,1,2,3...
_ P 2
si = o—|fil
2 +1
Die f| miissen dabei noch bestimmt werden:
lim ” eikr
Y (7)) =€ + §(3)—
oy’ ® (9)—

im 3 Ype=4 i(2I +1)is'na?<r- 1P, I—ker (X)
r®¥5 r ! | } kr Q 29 ! IV)
Dieser asymptotische Verlauf muss sich jedoch auch in der Form

im o

U| _ . P 0
—PX)=C sna?(r- |=+d =
r®¥a|‘ r 1 (X) ' 8 2 'g

darstellen lassen. Dabei findet sich in SnZkr - 1 2
e

d| der auslaufenden (freien) Partialwelle gegentiber der einlaufenden freien Partialwelle.

+d —dle sogenannte asymptotische Phasenverschiebung
(%]
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Der Koeffizient C; muss durch K oeffizientenvergleich bestimmt werden:

D i&ePad & L i&eiPag 20 ] 1 €i®PY FjRoU u
C_l}elg r 2 'y o Ig r-1—+ |ﬂ§/:%(2| +1)|_: Ig r 2g_ o Igf 2gl;l+ fleikr;,/
2i f b i 2i kg ld b

|
Der Koeffizientenvergleich erfolgt Gber den separierten Vergleich der Terme mit eiri I(r:
o ikr . o _(2 +1)ileid|
Tk
T 1S
eikr:icle 12t = (21 +1)|_e 3, f
2i 2k
Damit folgt:
aP
f o= 2 +1i'e_”5(ei2d' i 1): 2l +1(ei2d| ) 1)
2ik 2ik
+1 iy .
p f = 2 Leid gn d
Kk
Mit der Streuamplitude f|und der Streuphase d; der I-ten Partialwelle
Esfolgt:
b s, _4p(2| +1)sn?d,

= k_2
Speziafall fur | =0ist diesogenanntes- Welle.

Diese st isotrop wegen Pp(X) =21und damit nicht mehr von J abhangig.
Ihr Streuquerschnitt lautet

SO =I1—4§)S-n2do

Im Prinzip wird d| aus der Schrodingergleichung mit dem Potenzial V(r) bestimmt.

Bemerkung
n2k?
Bei geniigend kleinen Energien E = > werden nur die niedrigsten Partialwellen ( fur kleineI) gestreut.
m
Denn:
in

S :éS| :é. i’—;(ZI +1)§n2d|
| I

tragen nur die | mit | £ kabei.
Dabei ist a die Reichweite des Potenzials!
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Grund ( aussemiklassischer Betrachtung):

b StoBparameter

Streuzentrum

|-

Esfaleein Teilchen mit P = 7k ain:

Dabei:

an

ikz

fir die Streuung einer ebenen Welle €

iKkr

o -
X (D)
£ )
a - =
+ 8
= z -~
28 =
—_ A S »
7 - 3%
: [¢}]
= a 2 T
(] —
< « = m
I ) 8 0]
< tleB £
< -~ =
T m 3
Q 8 N o N
o 8 o ¢ 2
n s S e}
— @ o] c )
e S g 2 °
- £ < &
L £ g8 8 35
n g el 2
qmm g @ d
= A0 n o e

einem abstolfenden Potenzial.
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Hier ist der Verlauf der Streuquerschnitte S| der jeweils I-ten Partialwelle zu sehen:

5
.00t
/l:O
| -

do
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7. Relativistische Quantentheorie

Vergl: Messiah, Band 11

Bisher:

Schrédingergleichung mit Hamiltonoperator ausgedriickt. Dies ist nach dem Korrespondenzprinzip aus dem
Hamiltonformalismus abgel eitet. Der Hamiltonformalismus hier ist jedoch der der klassischen ,
nichtrel ativistischen Mechanik.

Die Gleichungen sind Galilei- Invariant:

F=r-vt
t'=t
Dies gilt nat. nur fr geringe Geschwindigkeiten

Nicht erfasst sind alle Probleme der Wechselwirkung zwischen Licht und Materie, die im Rahmen der
Quantentheorie natlrlich auch streutheoretisch behandel bar sein miissen !

Jetzt: Lorentz- Invariante Quantentheorie

Schwierigkeit: Die Aquivalenz von Energie und Masse E = m02 kann die Teilchenzahlerhaltung
VERLETZEN.
Die Teilchenzahlerhaltung gilt nicht mehr !

= esist einerelativistische Quantentheorie erforderlich !

= Hier wird jedoch nur die Quantentheorie eines relativistischen Teilchens in einem ansonsten klassischen
elektromagnetischen Feld behandelt.

Dabei gilt:

Haben die relativistischen Teilchen im klassischen Feld den
Spin Null:

So gilt die Klein Gordon - Gleichung

Haben sie
Spin 1/2:

So gilt die Dirac- Gleichung

7.1 Kovariante Schreibweise der Relativitatstheorie

Grundpostulat der speziellen Relativitétstheorie:

kein Inertialsystem ist gegentiber einem anderen ausgezeichnet ( es existiert kein Ruhezustand)
Einstein, 1904

= Eine Bewegung ist vom Ruhezustand nicht zu unterscheiden, so lange sie nicht zu einer anderen Bewegung

in Relation gesetzt wird !

Die Lichtgeschwindigkeit cist in jedem Inertialsystem gleich !!

Also: F2 - c?t? =7 2-¢c%?
Kugelwellen mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ sind Lorentz- invariant !

212



Formalisierung

Der raumzeitliche Abstand
(ds)2 = (Cdt)2 - (dF)2 ist in jedem Bezugssystem gleich, bleibt alsoinvariant bei Transformationen
zwischen Inertialsystemen ( Lorentz- Transformationen !)

Man kann (ds) 2 als Skalarprodukt von Vierervektoren mit 3 Orts- und einer Zeitkomponente schreiben.
Diese Vektoren leben im Minkowski- Raum V ( Spannen diesen auf).

V ist natrlich nicht euklidisch. Sonst wiirde ja Pythagoras gelten !

Dann benutze man den Formalismus der LINEAREN ORTHOGONALEN Transformationen, unter denen das
Skalarprodukt invariant ist:

Def.: Alskontravariante Komponenten des 4-Zeit-Orts-Vektors ( Vierervektors) bezeichnet man:
x? = ct

x* a=123

Zeitkomponente und kartesische Komponenten des Ortsvektors I”

esschreibt sich
2 2 2 2
(ds)? = (dxo) - (dxl) - (dxz) - (dxs)
Def.: als kovariante Komponenten des 4-Zeit-Orts-Vektors ( Vierervektors) bezeichnet man:

Xg = X°

X, =-x%a =123

Der kovariante Vektor ist Element des dualen Vektorraums \7
V ist der Raum der linearen Funktionalel, die V auf R abbilden:
V ={lineareFunktionale 1:V- >R}

es schreibt sich
(ds)2 = dx%dx, + dxdx, + dx2dx, + dx3dxg = dx! dx
Nattrlich mit Summenkonvention tber i=0,1,2,3,...

Wenn ein Index oben ( kontravariant) und ein Index unten ( kovariant) steht.

Verallgemeinerung

Fur beliebige 4- Vektoren ai gilt:
a, = a’

a, =-a% a=123
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Lorentz- Invariante lassen sich al's Skalarprodukt a; a' schreiben:

Der d’Alemebert-Operator

2
p-p. 21" T T
c? qt? %' 9
Mit
7 &7 1

— _9_—,—9=:ﬂi kovariant
% ecTt C g

= Die Eigenschaft der Kovarianz wird spéter aus dem Transformationsverhalten begriindet !

= -> Die Eigenschaft der Kontravarianz wird spéter aus dem Transformationsverhalten begrindet !

Also;
b #=-11
Vier er geschwindigkeit
ds
1
Y 1 ¢ = 2002
dsz(dx'oqu =(c2dt2 - (dr)2)2 = cél- géﬂg G dt
g ecdigp

ds:=1- bzﬁdt =§dt

Dabei gilt:
v 1|dr
b=—==
c c|dt
g:= !
1- b?
Also
W:g
u2 :gva :iﬁ
c c dt

Mit der Eigenzeit

t
dt =— DieEigenzeit ist als die Zeit im momentanen Ruhesystem zu verstehen !

: I dx.
wq:dx?'
ds

= 1ist nicht vom Bezugssystem abhangig, alsoinvariant !
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V|erer|mpul

p' —mocu
p p Pi :mozczuiui :mozc2
po :Lz = m(V)C = pO
1- &0
eCg
pa :M = m(\/)\/a =- P,
1 29
eCg

Physikalische Bedeutung von p0 :

Mit der 4-er Kraft: K' := « p' folgt die Leistungsbilanz:

k'u; = E(;jt (mocu )Eu

Mit Hilfe des Energiesatz kann dies umgewandelt werden zu

k' I:_Oci(u' I):
2 dt alsolorentzinvariant !
uiui =1
AuRerdem qilt:
i d d g géd —_U
k' =—(p° g +k?uy =g—(p°|+=k3v, == z—(cp°)- kv;;=0
i dt(p)JO a gdt(p) C a CSdt(p) H

(cpo): Energie
kv = Leistung
Somit jedoch folgt eine Bestimmungsgleichung an (po) =

relativistischen Teilchens.
Das Skalarprodukt des Viererimpulses liefert lorentzinvariant

Also folgt an die Energie:

- mOZC4 +CZp

Diesist die relativistsiche Energie- Impuls- Beziehung
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M athematischer Formalismus zur_Tensor r echnung:

Fur Tensoren zweiter Stufe gilt:

Aik
i
Moglichist: .
A
Ax
Esqgilt:

A% = 7% = A=A,
A = ALy =- AO = A
All=_ A= Al=A,

USW...

Die Spur eines Tensors ist dagegen wieder allgemein:
pA= Alj = A

4- er Einheitstensor

dki = d K wie beim Kronecker- Symbol 1 fiir i=k und sonst Null, also symmetrisch
gkak = a
USW..

di kakl - a|I

Der_metrische Tensor

g =d*=d'x firk=0
g" =d* =-d'x firk=123
2 0
ik _ 4k _¢ -1 .
9 =d _é -1 j_glk
_1;
gka, =dka =a firi=op a =a
k  =a TUrl a =a
g%a, =d¥a =-a firi=123p -a =a

Also:

gikak :dikak =a firi=0123

Man spricht auch vom heben und Senken der Indices durch die Metrik !
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Lorentz- Trnsformationen (linear, homogen) S® S

X'=U " kxk
&d -bg
%
ui, =6 P9 9
¢ o 0
é 0 0
furv||x1
Somit;:
7 b0
Uk _ng g o0
'T¢
0O 0 1
éo 0 O
) 1
Wobei g Y

o r»r O O

06

0-

0:
15

0=
O+

lg

Damit &1t sich die Invarianz des Skalaprodukts leicht zeigen:

a'l=U'ak
b'i:Uikbk p b'i:Uikbk :Uikbk

a’i b’i:U ikUilakq = akbk

asop:

U, =d,

U ist also eine orthogonale Trafo

Umkehr- Transformation:

a'=u,'a

k

a; =U |‘ia'k

Denn:

U uka =dia =a

In Matrizenschreibweise:

e
g
o

Uk —é
UikUk|

g
bg
0
0

o r»r O O

06 eg bg O
0= K _gbg g O
of Y'T¢o 0 1
15 €0 0 o
0 0 00 &8 O
- b’g?+g® 0 O;_go 1
0 1 0. %0
0 0 1y §0 0
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Transformationsver halten desVierergradienten

-k
X
ii:: i:i,kﬂ_izukii,kzukiﬂ'k
X X" X X
Mit der Identitéat
-k
T[X__:Uki
)¢
Das heil3t jedoch

i. transformiert sich wie @, , also kovariant

X!
Analog kann gezeigt werden:

J g T W _y i T

= = a0 K o
X% ™k 1% Xk
ﬂi transformiert sich wie ai , also kontravariant. ( PRUFEN !)
X

7.2 Klein- Gordon- Gleichung

Die nichrelativistische Schradingergleichung

Al
It
folgt aus der nicht relativistischen Energie- Impuls- Beziehung

ih—Y =HY

H =—(ﬁ' Af +V
2m

N I
Uber die Ersetzung p ® —N in der Ortsdarstellung
|

Forderungen an einerelativistische Formulierung in der Ortsdarstellung:

1) DieBeschreibung der Zustande geschieht durch Wellenfunktionen

Y (qg,t) wobei g Bahn- und Spinvariable enthalt

2 |Y(a) ? st die Aufenthaltswahrscheinlichkeit zur zeit t

3 dieDynamikistlinear: LY (q,t) = 0 wegen des Superpositionsprinzips. Das heift, wenn Y 1, Y 5 Lésung
der SGL, dann auch 8;Y1 +a,Y 5, fir beliebige komplexe Koeffizienten al, a2

4) DieDifferenziagleichung ist erster Ordnung, damit Y (q,t) ei9ndeutig aus der Anfangsbedingung
Y (q,0) uber ih%Y =HY bestimmt ist.

5) Die Physikalischen Observablen werden durch hermitesche Operatoren représentiert.
6) DieMesswerte sind die Eigenwerte dieser Operatoren: N a) = a| a)
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7) Der Erwartungswert reprasentiert den Mittelwert der Messungen:
(Y[AY)

8) Es gibt vollstandige Sétze vertauschbarer Operatoren A mit gemeinsamen Eigenzustanden |a1a2 ,)

AAIso:
Alaay,...) = a|aay,...)

Mit Orthonormierung:
(3, 4q@,..) = gy Danay
Mit Vollstandigkeit:
|a1a2,...><a1, az,...| =1
8,8,
Mit Entwickelbarkeit beliebiger Zustande;

[o]
IY®)= & cdaay,..t)aa,,...)
8,8,
Die Wahrscheinlichkeit, im Zustand |Y (t)) die Messwerte al,a2,... zu messen ergibt sich durch das

Betragsquadrat der Entwicklungskoeffizienten des jeweils zugehdrigen Basi szustands:
c(aay.....t)* = [(aaz.. | Y(t)>|2

Die Relativistische Energie- Impuls- Beziehung:

E=\/mOZC4+C2ﬁ liefert mit E® 1 h% und p ® E
[

ih%w(t)) = Jmy?c* - nZcD|Y (1)

Das bedeutet:
Heuristisches VVorgehen: Ersetze alle Variablen, die im relativistischen Ausdruck fir die Gesamtenergie
vorkommen durch die nétigen Operatoren und behandel e diesen Ausdruck als neuen Hamiltonian:;

A =g

Diesist jedoch nicht akzeptabel, da \/m0204 - h%c?D einenicht analytische Funktion eines Operatorsist !

Ausweg:

= my2c* +¢2p
liefert

m?- |Y(t)) [mo2c? - #2e2D) v (1))

Also:
2
gD-i'"—-Y(t) =HY (t) = 8"‘&- Y
C ﬂt g (%]
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Klein- Gordon- Gleichung

Ist Lorentz- Invariant, falls Y ein Lorentz- Skalar ist.
Dies liegt einfach daran, dass #= ﬂiﬂ' Lorentz- invariant ist ( Skalarprodukt eines Vierervektors)

Einwéande gegen die Klein- Gordon- Gleichung:

1) der Spin ( der in dieser Gleichung noch nicht enthaltenist !) kann nicht berticksichtigt werden ! Denn: Der
zusatz H ® H - AB ist nicht mehr Lorentz- invariant !

2) Klar! B 145 sich nicht als Skalarprodukt einesVierervektors darstellen !

Durch die schwierige Interpretation von \/m0204 - h2c®Digt die Klein- Gordon- Gleichung dann
Y (F,0)
letztendlich eine DGL zweiter Ordnung. Das bedeutet jedoch, Es sind die Anfangsbedingungen q

ﬁY (r,0)

noétig! an muss also schon zu Beginn etwas Uber die Dynamik der Wellenfunktion kennen !

3) Am schwersten wiegt jedoch, dass die Klein- Gordon- Gleichung eine Stromdichte als raumliche
Wahrscheinlichkeitsdichte produziert, die nicht mehr als sinnvolle Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert
werden kann, da das Ergebnis nicht mehr strikt positiv ist !

Die Lorentz- Invariante Form der Kontinuitatsgleichung ( Wahrscheinlicheitsdichteerhaltung) lautet:

73" =0

Mit der Vierersstromdichte J'

go= 1 =11
0
Mittels T ¢t schreibt sichs:
ﬂ :l
a ﬂxa
11 .0 a
—J J° =0
ct *a
M1,3% =div]

1

Dadurch ist jedoch —ﬂ—ﬂt JO+ Ta J2 =0 eine Kontinuitatsgleichung. Also hat J Odie Bedeutung einer
C

réaumlichen Wahrscheinlichkeitsdichte !!

Aus der Klein- Gordon- Gleichung dagegen:

folgt durchc.c.:

.2
DIVEES
e 1]
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2
Dabei kann man ﬂiﬂiY = gén_o_ Y mitY *und ﬂ TY*= gﬁn_o_ Y *mitY multipliziert

1%} 2

werden.
Nun subtrahiere man die beiden Gleichungen und man erhélt:

.2
YUY - YOy =80 (vry - vy H) =0
eh g
Somit kann man folgern:
(Y =9y - Yoy )=
Alsoist zulassig:

(Y*ﬂ'Y YﬂY*) J! ®ﬂ(Y*ﬂ'Y Yﬂ'Y*) ﬂ,J'—
Also

(v 90y - vooy #)=30 =1y« v - yv )
Cc
Aber 1(Y *Y -YY *)kann nicht al's eine raumliche Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert werden , da
C

J0 negativ werden kann !

Statt dessen kann man , bzw. muss man J 0 als eine Ladungsdichte ansehen !

Losung der Klein- Gordon- Gleichung fiir freie Teilchen !

Ansatz: ebene Welle:
Y =Y, e(pi{kF - wt}

In Viererschreibweise:

kr-wt=- &Yt - krQ=-k xJ =-kix
eC [1]
KO=W_k
mit C 0
k& =-k,

Wenn man derart die ebene Wellein die Klein- Gordon- Gleichung einsetzt, so ergibt sich:
Y =Yg expi{kF- wt}: Yo exp{- ikaj}
eingesetztin

- 1Y ?ﬂg =ikjﬂiYoexp{-iijj}:kjij g‘“ﬁQ

7] 7]

.2 2

i ABVO 2 _aNgCOo

P klkjo(;—v -k = _OT

ecyg eh g
%ern u
b VV2—02 0 +k20
@e o A

Also kann man die Energie ( Eigenwert) angeben zu

E=hw= ic\/grrbzc2 + (hE)Z a
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Der nichtrelativistische Grenzfall kann leicht durch Entwicklung der Wurzel fur kleine Impulse angegeben
werden:

W27 A _\ 2
oY e - (nk)°U
E=+myC T U=témyc +2 u
g & L

Grafisch;
=
my®
> k
w,ct
rd

E>0 entspricht einem Teilchen der Ruheenergie m0c2

E<0 dagegen einem Teilchen mit der Ruheenergie - I‘rbc2 . Dies entspricht jedoch einer negativen Masse !

Dies wurde von Dirac derart interpretiert, dass alle Zusténde mit E<0 im Grundzustand besetzt sind.
Der Raum, dessen Zustande mit negativer Energie alle besetzt sind, erscheint uns als Vakuum !

Die Einstrahlung einer Energie E > 2m0c2 ermdglicht dann die Teilchen - Antiteilchen- Erzeugung !
Aus dem Vakuum!

Durch diese Einstrahlung erzeugt man einen Lochzustand im unteren Bereich ! Es erscheint ein Teilchen aus
dem Nichts. Denn: es wurde aus dem Zustand negativer Energie angehoben, hat dann positive Energie und
erscheint unsin diesem Moment als positives, reelles Teilchen. AulRerdem ist fur uns nicht der vollbesetzte
untere Zustand zu erkennen, sondern nur das L och. Dieses Loch im Vakuum ist nun ein freier Zustand mit
negativer Energie, der uns alsAntiteilchen erscheint. Ein Loch im Vakuum. Also: Lécher in den Zusténden
negativer Energie &uf3ern sich als Antimaterie !

Antimaterieist also das fehlen von Teilchen im vollbesetzten Grundzustand des Vakuums !

Das Loch entspricht dem Fehlen eines Teilchensmit M < 0 und der Ladung q.
Demnach &uRert es sich uns als Antiteilchen mit der Masse M > Ound der Ladung -q:

222



Anregung eines Lochs im Vakuum- Teilchensee

reicht die Energie nicht aus, also E < ZmOC2 , S0 kommt es gemdl der Energie- Zeit- Unschéarfe zu spontanen

Anregungen virtueller Teilchen, die im Rahmen einer Zeit, die die Unscharfe erfillt, wieder zerfallen.
Dieskann in diesem Fall betrachtet werden als eine " Boltzmannverteilung" der Zusténde negativer Energie.
Durch die Fluktuationen bei niedriger Temperatur, die aber zweifelsohne vorhanden sind, kommt es zum
Boltzmann- Springen der Teilchen zwischen negativen, vollbesetzten Zusténden und kurzzeitig besetzten
positiven Energiezustanden. Die positiven Energiezustande zerfallen jedoch gemaf3 der
Rekombinationsgeschwindigkeit ( Rate der spontanen/ induzierten Emission !) und man bekommt als
Wahrscheinlichkeit der Vakuumpolarisation die Boltzmannverteilung !

7.3 Dirac- Gleichung fur_Elektronen

Die zeitliche Entwicklung soll durch den Anfangszustand Y (I",0) eindeutig festgelegt sein.
Man benétigt also eine DGL 1. Ordnung in der zeit:

ile =HY

qt
Aufgrund der Lorentz- Invarianz( Auch Lorentz- Kovarianz), der Symmetrie der Raumzeit, muss jedoch die
Gleichung auch 1. Ordnung in ﬂi sein, da die Asymmetrische Auszeichnung der Zeit sonst inakzeptabel ist.
Dies motiviert das Konzept g
H =cap+myc?b = 7 ean + myc?b
Alsofolgt als verallgemei r:erte Diracgleichung

in Ly = g@—caﬂ + n10c2b9Y
9t el 7]
mit

ax =alf, +a?q, +a’(;=a™,
infloY =8§—10amﬂm +myc’bdy
el %]
Aufgrund der Isotropie des Raumes kénnen al,a2 , a3 keine Zahlen sein. Ansonsten ist H nicht drehinvariant.
Statt dessen sind al,az,a3 Matrizen ( Operatoren !) und somit ist auch D eine Matrix

Wegen der Lorentz- Kovarianz kénnen & und b nicht auf die Bahnvariable T einwirken.
Sie miissen auf einen zusétzlichen Freiheitsgrad wirken. Dies motiviert, sie al's Spin- Operatoren zu verstehen !

Esqgilt:

YT H=HgAHg
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Die Wellenfunktionen leben also als Produktzusténde im aus Spin- und Bahn- Hilbertraum zusammengesetzten

Hilbertraum !
Die Darstellung des Spin- Freiheitsgrades erfolgt durch einen n-dimensionalen Spaltenvektor.

Diesist der sogenannte SPINOR !!
&Ylg

Y :g _—
& no

al,az,ae’ und somit auch D sind also nxn Matrizen !

Dabei vertauschen die al,a2 , a3 mit dem Impuls:
[@.p|=0

Fazit:
Da die gefundene Gleichung Lorentz- Kovariant sein soll, miissen die sogenannten " Spinoren” eingefihrt

&Ylg
werden: Y =G =

&Y n g
Hermitizitat

A

H, fi sind hermitesch
H*=cp*a® + myc?b* =cpa* + myc?b* =ca*p+myc?b* =H
Somit sind auch al,az,a3 und somit auch b hermitesch:

F*

I
o 9

b+

Die Diracgleichung |6st durch den genialen Ansatz das Problem des unverstandlichen Operators

\/m0204 -h 202 D . Iteriert man die Dirac- Gleichung nun, so kann man die Eigenschaften von &, b durch

Vergleich mit der Klein-Gordon- Gleichung erkennen;
A (IR gy 2
ih—Y =\cap +myc by
qt
2

- h2111Tt_2Y :(can+n1002b cap+ rrbczb)Y

2
p a2y = (Cz(a_p)(a_p) +moc(@pb + bap) + m02c4b2)Y

fit?
2 ® 3 3 0
b -hZﬂ—ZY :(;CZ é (aman pmpn)+ mocgé @mb+bam)pm+m02c4b2:Y
it mn=1 mel 7}
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AuRerdem weif3d man aus der Klein- Gordon- Gleichung, dass:
2 17 2.2 2 4
-h —Y:[c p +moc]Y
>

SO 38 2 4p.22 2.2, 2.4
P c” q (ama” pmp”)+rrbc a @mb+bam)pm+moc b=7Y =|c*p +my“c®|y
mn=1 m=L ']

Diese Gleichung kann aber nur allgemein Gbereinstimmen, wenn:
g 2
mon . m.n |
a % app )— Y
mn =1
2
b mf =1
a™" +a"am™=0firnt m
a™+ba™=0
b? =1

Dabei gilt insbesondere obige Relation a b + ba™ =0unda™a" +a"a™ =0 firn ! nohne
Summeation.
Aus dem Vergleich der iterierten Dirac- Gleichung mit der Klein- Gordon - Gleichung ersieht man also, dass

man fur fermionische Quanten unter Berticksi chtigung relativistisch korrekter Beschreibung im
Quantenformalismus Antikommutatoren einfihren muss.

Sowohl die verschiedenen Komponentenvon &, also & unda" antikommutieren, wie auch a™undb :

am,a“}:o
am,b}:o

Matrizendar stellung von @ ™undb als nxn- Matrix

Eigenschaften

Die Eigenwerte von @ undb sind+ 1

v =ca™ istzu interpretieren als " Zitterbewegung" des Elektrons

Beweis: Die Eigenwerte von @undb sind+ 1:
a™=Ivmtl T R

2
(am) v=12%

2
(am) =1p 1%=1
Pl =%l

Weiter gilt: tr%m) =tr(b)=0
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tr%m) = tr(bzam) = tr(ba mb) wegen zyklischer Vertauschbarkeit.
Durch die Antikommutatorrelationen gilt jedoch auch:
tr[ba™) = trlb- bam) = - trlo2a™ = tr[b%am) = - trfam) = trfam) =0

Weiter e Einschrankungen:
n
tl’t’im): é I P = 0
i=1
| P = +1
Dies bedeutet jedoch, dass n gerade ist.

Diskussion: n=2:

Ist nicht méglich, daesnicht , wie erforderlich, 4, sondern leider nur 3 hermitesche, antikommutierende und
spurlose 2x2- Matrizen gibt !

‘Pﬁn
O
S

L2 @ -0
o

g3 @ 00
§0 - 15

trs™=0

Diessind gerade die Pauli- Spinmatrizen ! Zusammen mit der Einheitsmatrix bilden die 4 Matrizen eine Basisim
2 A P2
R“AR

n=4

Ist also die minimal erforderliche Gréfe der Darstellung. Eine mogliche spezielle Wahl in Blockmatrix-
Darstellung wére:

&0

és -| M (4x4)

ada 00.

b= =l M(4x4
- (4x4)
Also schreibt sich der Zustand
10
(; -
Y :QYZ'—a Ys(F,t)e
QYS; s=1 >
& .5
a0
¢
8 = gl__' lan s- ter Selle
§.5
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Bemerkung:

In der nichtrelativistischen Quantentheorie gentigt ein zweikomponentiger Spinor !

Erst die Lorentz- Invarianz erzwingt einen 4- komponentigen Spinor.

Dadurch dann entstehen weitere Freiheitsgrade, wie die Wahl von Teilchen und Antiteilchen'!

Kontinuitatsgleichung

iny =-inca™],.Y +myc?bY

iy = incla™y )+ moc?(by)*
(by)"=Y*b

(am"mY)Jr :(ﬂmY+)"im

Durch Linksmultiplikation mit Y ¥ bzw. Rechtsmultiplikation mit Y gewinnt man :

inY Y =-incY fa™,Y +myc’Y *by

SRV HY =inda™ Y )Y +mc? (oY )Y

Und durch Subtraktion der Gleichungen:

in(y ¥ +¥ v )= incly *a™(1,Y )+ (1 * R™Y)
(Y+Y +Y+Y):1t(Y+Y)

(v *am(,.y )+ [,y * Ry )= 9,0y amy)

P ihﬂlt(Y*Y)+ cﬂm(Y +a"‘\(): 0
P (Y+Y): r

im
b (Y+am\():‘T

Diesist eine Kontinuitatsgleichung mit der zu interpretierenden

4
Wahrscheinlichkeitsdichter = (Y Y ) = é Y g5 Y g2 O (glicklicherweise positiv definit)
s=1

und der Wahrscheinlichkeitsstromdichte | m— C(Y amy ) n=123
In Viererschreibweise einfach als Kontinuitatsgleichung

ﬂkjk =0 mit

4
j9=cY*Y =c§ Yg Yg=cr

s=1

jm:C(Y +amY):c§1 Ys*agYg m=123

S,S
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7.4. Der nichtrelativistische Grenzfall

a) Ldbsung der Diracgleichung im Ruhesystem:

ih%Y = Mec?bY  nur Ruheenergie
@ 0
g —-—

H =myc?b = moczg

¢

a0 @Y1 0
Yo+ Y, =
Yy=¢"2"p py=¢ 27
§Y3 T G- Y32
Yig -Yag

Also lassen sich die folgenden Differentialgleichungen ableiten:
Ly = moc2by
it
b |hYl'2 = m0C2Y1'2
P inYg, =-mec?Ygy
Die Richtung der Vektoren ist dabei leicht |0sbar:
i

- —m,ct
Yiopue?n

lmoc2t

Yaap €
Das heil3t, es lassen sich 4 unabhangige L dsungen angeben, die die folgenden Eigenschaften aufweisen:

Y,=eh" e Spin: Ruheenergie>0
ct ] )
Yy=el e Spin- Ruheenergie<O

i—rnjczt
Y,=e" e Soin: Ruheenergie<O
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b) Ankopplung an das elektr omagnetische Feld:

Die Ankopplung erfolgt Uber die Potenziale K, F (ber dieLadung e

Klassisch wissen wir:
pP® p- A
H® H+eF

In der Diracgleichung kénnen wir nun so einfach die bereits angegebene Energie, den Hamiltonoperator

erweitern und angeben:

ih%Y = (CE(E- eK)+nb2c2b+eF)Y

Dabei setzen wir fur
_  he
P ® —N den kanonischen Impuls

|
und fuhren den kinetischen Impuls ein gemal3

P = Pyn = P- €A
Als L ésungsansatz wahlen wir
L0
Y :g i
Ybo

Wobei Y 4 zwei Komponenten haben sollte und ein Teilchen mit E 3 O bezeichnet.

Auch Y , besitzt 2 Komponenten fir die " Antiteilchen" mit E£ O

20 s™ %agzg %

1§9m O:Qp Yoo m a (ésmp Yaﬂ
_a O('_iaé(agzaeYag

T 18,5 & Vos

apy =

7 Qow

Damit zerfallt die Dirac- Gleichung in zwei gekoppelte und jeweilszweikomponentige Gleichungen:

3
inY, =cg s ", +('Tb02 +eF)Ya

m=1

. 3
inY,=ca s"p"Y, +(— rrbcz+eF)Yb

m=1

Als Ansatz wahlen wir

5t
g al_ e—lmoc gga
Yo b

Also Zerlegung in

fur E3 O

QI-I-0:

,t
C a—
" als schnelle zeitliche Oszillation und

e
0

g Talslangsam zeitabhangige Funktion !
bo
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Esfolgt:

3
i a=cQ s, +eFj o

mel

3
inj'y =cA s"P" 4 - 2mec?  +€Fj b

m=1

Nichtrelativistische Naher ung:

E- myc? <<myc?b j, »0
eF <<myc® P eFj, »0

j'p»0
eFjp»0

3
p Cé s " Q- 2mOCZj p»0
m=1

(5P) o

jp»
2m0C

eingesetztin

N 1 v .

17) aZZ_(Sp)(Sp)l ateF]
Mo

Man kann zeigen:

(sp)sp)=p*+is(P" P)

P (5P)(sp)=p? +is(p” p)=(p- A - ensB
Die verwendeten Identitaten sind dabei natiirlich zu zeigen ( Ubungsaufgabe!)
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Also folgt die Bewegungsgleichung fir | a-

ée1 _2 ., _ U el _ —\2 1 = U

' = 6o p? +iS(p" P))+6F {f o = 6o (p- €Af - ——eiSB +6F
©e2my 0" em 2my 0’

h
diesist die nichtrelativistische Pauli- Gleichung fur Spin + E (verdl. S. 102, Kapitel 4.3) mit dem richtigen

gyromagnetischen Verhdtnis g=2:

iehs_ - Crs. gi§ Vergl. S. 94

2m, my 2 my

Inter pretation des vierkomponentigen Spinors:
&, (F.)0
v (10
& (F,t)g
ng‘(r_’t)fa

Teilchen- Freiheitsgrad: Y 5 =
Antiteilchen Freiheitsgrad: Y |, =

Spin- Eigenwertproblem in 2x2- Matrixdarstellung

&, (06 _ad 0, D6 &Y, (M) ¢
gva—(r—,t);_go -1%Ya—(r‘,t)g_ - Y (P

Spin- Operator in 4x4 Block- Matrix- Darstellung
S = _x
0 Sy

25 0¥ .0_aYa0
éY-go S_ﬁYbB gs—YbEJ

Ableitung der Spin- Bahn- Kopplung fir A =0und symmetrisches V( r):

S3Ya =S3

Bahn- Drehimpuls:

_ a4 006
L
2
e al 09 .
Mit I P aus dem Bahn- Raum und gO =ausdem Spinor- Raum
2

Gesamt- Drehimpuls

= — h=_ _, &8 00 n=~

J=L+=8§=7"Dp =+—§
2 0 1p

2 :

A 06 ¢ 1 -

"o 15 Pe 1 -

¢ 5
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Dabei ist

[j,H]:[E,H]+g[s:,H]:O

[C.H]=irca” p
[s:, H]:- 2ca’ p
= Diesist leicht zu zeigen !

= Wichtig: L™ist keine Konstante der Bewegung

Entwicklung der Dirac- Gleichung fiir E 3 Obiszur ersten Ordnung in

a0 Et o]
liefert mit g = e h ga:
bﬂ b@

( Vergl. Schwabl Seite 215 ff.)

& 4 2
gp " . h dV1‘|1+

9 a —+V(r)-

§2my 8me%c?  4my2c2 dr r r

Also eine Spin- Bahn- Kopplung von

_h dvi1_
o= iz o *
my C

Das Wasser stoffatom

2myC

h dVl

Amy2c? drr

In einem rotationssymmetrischen Potenzial haben wir alsDirac- Hamiltonian:

H= ( cap+myc ’b +V(r))

=

pr ::?(p Ih)
1__
a, .=-ar
r
1Q = b(ST +1)

Dabei sind P, ,&, ,%Q hermitesche Operatoren

Man kann den Hamilton- Operator schreiben as:

H :8%ar p, + Ir—car biQ + moczb +V(r)9
e %]

— h= _, &
J=L+ ES =r go 1—+ —S eine ErhaltungsgroRe. Denn es kann gezeigt werden:

6
S a
@

mit €:= E- myc?
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a,p, + arth_arng(m' Ih)+:—b2(§L +h)§
b2 =1
=2 (p+iT) = lar)m) + areT)

Esgilt weiter:

[hQ, H ] =0. Somit existieren gemeinsame Eigenzustande zu H und 7Q
Eigenwertevon 7Q:

(hQ)2 = b(§L_ +h)b(§f+h) = b2(§L_ +h)2
i

b? =1

b (1Q)? = (ST)EL)+2n(SL )+ n?
ET)sT)= 2 +is(T" L)

(C° C)=inC

b (SL)SL)=12- ns(L)

Somit:
- ~..2 2
(1Q? =12 +#ST+n2 =& + 259 . 1-
e 2 9 4

h=o — =
mit &L +252 =12+ 480 + &2
e 2 g 4

§2=3

h"‘“ _
g;L—+—s_9=J
e 2 g

Schlief}lich also

2_32, 0%
(Q)* =3%+=
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Die Eigenwerte von J 2 sind jedoch bekannt, namlich hj (J +1) mit ] =l £s=

N |-
N W

.
QU1 1) =210+ + T 3=+ 1)
a

1o o
(j +§) =q
Somit:

(nQ) j) = (na) i)
q=x1%2,...

Esbleibt dasradiale Eigenwertproblem fir

H =&a, p, +Za, hgb +mycb +V(r)
& r 2

Geeignete Darstellung fir a :

(a,)? =—(z¥)(z¥)=i2a”a” X" =2i2(ama” +a”am)xmxn
r r

Far
da 00 a8 -10 +
b= = kann diesdurch die Darstellung &, = g. =mit &, =a, erfullt werden:
%o -1y I Og
ab=a@ '
B
ba. _x&0 -io
"T& i 0g
Esqgilt
1, .
pr:F(rp'lh)
[‘_:;:Ll_rl
9
P, :E@rl_ |h9_-|hwl+£9



Also
10 chqa® 10

H hC — - — +my C
gl @ﬂr rg gl Og gO
Ansatz fur den Radialanteil

aﬁe o 1&F(r)o
be " &G(Ng
Eingesetzt in die Eigenwertgleichung fir H:
[r /1§
p& 1o_ g ire
gGlrQ, gG/r,'-o-
folgt:
2
h_Cd_G-@ + MoC |:+X|::EE
rodr 2 r r r
2
hedF g Mpe” V. _ G
rodr 2 r r r
2
v=-_%1
4pey 1
Also
(E- mee?- VJF+nc8C+ PG =g
dr r
(E+mo02-V)G- el e =g
r r
2
v=-21
4pey
Skalentransfor mation:
24 E
al:L
fic
rTbC -
a =
2 hc

a= /alaz = —W

Fuhrt man des we|teren en:
r.=ar

e? 1

g e —
4peyhc 137

Also einen skalierten Radius und die Feinstrukturkonstante,
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wodurch sich auch das Potenzial vereinfacht zu:

vy_.9

hca r

ed 90 @@ 90 _
a rg ga rg
ed a8 @ 9% _,
dar rg ga rg

Randbedingung:;
F(r),G(r)regularbei r ® 0

F(r),G(r)® Ofur r ® ¥

El<myc® P a;,a, >0
Betrachte| | Mo 1192

al R

also gebundene Zustande

Asymptotisches Ver halten:
r® ¥

pGe=22F =3¢
a a

b G'=G, F'=F

P G=e'" =F=G=e"'

weil €' divergiert !

r® o0

bc+Ic+I9F =0
r r

F-9Fr.89G-=o0

r r
Ansatz:
F(r)=for!
G(r) = gor'

b (I +g)go+do =0
(I - a)fo- @o=0

Es existieren nichttriviale Losungen fg, gg, falls (I +q)(| - q)+g2 =12. q2 +92 =0

Also | =+4/q%- g? >0 undregularbei r ® O
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Ansatz:
F(ry=r'e " f(r)

G(r):r'e'fg(r)
P g- g+ g ga ——f_

f-f+| qf_%‘l gO

0 =0
b Ta
Die Losung erfolgt iber einen Potenzreihenansatz:
s ¢ ¢
f(r)=Q fur“p £(r) = kfr 1= § (k+1) fipqr €
k=0 k=1 k=0
g k , éé k-1
gr)=a okr P g(r)=a kgr
k=0 k=1
¥ f ¥
f) a fir =2+ 3 far”
' ko F k=0
usw... wird dies ebenfalls fur g"(r), g(r )aufgestellt

Koeffizientenvergleich liefert:

oy
Og—gr(l +0)go +do=0 (I - q)fg- =0
rg

P f5,90
bis auf Normfaktor

a
O(rk):(l +q+k+2)0ys1 - O + G - ffk =0

a
(I -gq+ k"':I-)fk+1' fk +®k+1 - glgk =0
k=0,1,2,.... Rekursionsformel !!

€ a u €
ag(l +q+k+1)gk+1' Ok +gk+l' ?2 ka' a23(| - q+k+1)fk+1' fk +ng+1-

b [al +q+k+1)+a0]g =[ay(l - a+k+1)- ag]fy.

Verhalten fur grof3ek:
a
akgk+1 » azkfk+1 b fk » — Qg

2
Dies kann man einsetzen in

a
(' +q+k+1)9k+1' Ok +* k- ffk =0

&
_g Ve
a “H

u

=0
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und esfolgt:
(k +1) g1 » 29,

b M»
Ok k+1

b g(r)~e”
b f(r)~e*

2k+1

P Ok »mgo

Falls die Potenzreihen

¥ ¥ F —rlar f
f(r)= é fi 1 k,g(r) = é Ok r K nicht abbrechen, so divergiert (ry=r'e (r) exponentiell
k=0 k=0 G(r)=r'e"g(r)

firr ® ¥pb F(r),G(r)~e'
Diesist jedoch ein Widerspruch zu den gesetzten Randbedingungen !

Also musseseinen Abbruch bei K =nT N geben:

fri+1=9n41 =0
Setzt man diesin die Rekursionsformel ein, so folgt:

a
- gy - ffn:Ob af, =-ag,

a
B fn’ - Zlgn' =0p afn’ = - &0y

Diese beiden Gleichungen stimmen jedoch fir allef,g tberein, da
A _a
a a
Setzt man @,y =-ag,in [a(l +q+k+1)+ayg|ge. =[a(l - q+k+1)- ag]f,,;ein, sofolgt
mit K+1=n":
all +g+n)+a,g_ [a(l - a+n)- ag]
a o a,

| + +n'+2 +| - +n'+i =0
q ag q a g

2
2 %
24l +n'):?' azigzil_Eg
a, s C
22
ap
2
2 N2 _ BT o
a®(l +n) -hzczg
Weiter gilt:
, mlct- E2
a e
n%c?

p (m0204 - EZ)(I +n)? = E%g?
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L 6st man dies nach den exakten Energieeigenwerten, die sich damit ergeben, also nach E auf, so erhdlt man die

Feinstrukturformel:

moc®

1+f;5;e 9 0
&l +n g
Mit der Feinstrukturkonstanten

g))

E =

137

\/ ——'9
.13 ~
=—,—,.,Nnl N

J 5" 0

j=l*s

entwickelt man die Energieeigenwerte nach der Feinstrukturkonstanten bis O(g4 ) so folgt:

_ € 1z g o 3aeg 0 6\
ST g 28 +rip B8 +ng +O(g)lé
mit

3@02 e 13@02@ 4
(@) Hlalyf1- = =lald- Sgcs a+0lg*)
dg 8 2 4o {

1 L2 1
éae 2 = +O(g4)
el +ng ¢ 1ap? O

a+|al- 262 S

8 2& 0l 74
n =+
n=012,.
o1

= — = 2
| j+>=12
2l 9 15 laeg2%@_2+o(9“)=i§.+

|q|: j +1:| iS+1
2 2
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Setzt man dies in die exakten Energieeigenwerte E ein , so folgt:

é ® u
é 20 gt &
E=myc’d- gegzi' gegs:g 11' i—+0(g )u
§g2ngg2n%j+_4: 0
é 2 ) g
n=123
j =13 n- 1 wegenn=n+j +=
2121-'-1
j=lzxs
Diskussion
O(go): E= rrbc2 Ruheenergie
2 6
O(gz): DE(® = - myC g‘ezg T=- R—'; nicht rel ativistisches, entartetes Energiespektrum
n n
6
&g’ 0‘? 1 3;

- = Feinstruktur- Aufspaltung. Eine Aufhebung der j-

2n® %14_ :

Entartung durch Spin- Bahn- Kopplung.
Dabei bleibt die Freiheit der Ausrichtung der Achse des magnetischen Moments, also die 2(2] +1) - fache

m - Entartung+ Paritét !

O(g)DE(4)— mcé

Spektroskopische Beziehung der Feinstrukturterme: nl i

n=1: jzl:lsl n'=
2 3
1 .
n=2: j==:28; 2p; n=1
2 3 3
j:g: 2p§ n=0
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