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1. Materiewellen

1.1 Beziehungen von de Broglie

- Lichtelektrischer Effekt - Hallwachs 1888
- Lenard 1900
- --=> Lichtguantenhypothese von Einstein

Comptoneffekt 1923 -> relativistischer, inelastischer Stofd zwischen Elektronen und Photonen
Far Licht gilt:

E =hAw
p =7k
DeBroglie, 1924

Auch fir Elektronen gilt:
E =hAw

p=rhk
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1.2 Partikel und Welle

Nichtrelativistischer Grenzfall:

E+eV =92 = pw+ev

N

(p+eAf = m?9? = 1k +€A)?
Dispersionsrelation

.2
w =w(k) :i@+fﬂg Sy

2me h g h
= Wellentheorie fir Elektronen

Ansatz fir ein nichtrelativistisches Wellenfeld
Y (F,t) = A(F)ellSD- ]

w =w(k)

k :=NS(F)

Bei ebene_n Wellen:

S(F) = kF

Gruppengeschwindigkeit



- v I
Vg = gradw (k) _ﬂ_EW(k)
Satz

Aus der De- Broglie beziehung fir das Wellenfeld:

Y (7,t) = A(F)ellSD- ]

w =w(k)

E =Aw

p = hk

folgt durch Identifizierung der Gruppengeschwindigkeit des Wellenfeldes mit der Teichengeschwindigkeit:
_ .o dr

oOvV=—

g ot
Damit folgt eine Bewegungsgleichung fir das Teilchen:

mg:-e[EHT B]

1.3 Schrédinger - Gleichung

Satz:
Ein Wellenpaket

Y(FH=9 Bk)elrly3g

w =w(k)
Das der Differentialgleichung

| 1 &

h—|Y) =H|Y ———N+eA—Y - eV|Y
ing V) =AlY), =& [Y), - ev]Y),
genlgt, erfiillt die Dispersionsrelation

.2
wik) = F+2R% - &y
om& h g h

Somit ergibt sich die Dispersionsrelation aus der Schrodingergleichung kombiniert mit der De Broglie-
Beziehung.

LaRt man in der Schrodingergleichung 7 gegen Null laufen, so folgen die HAMILTON- JACOBISCHEN
Gleichungen

Satz: Genlgt ein Wellenfeld der Schrodingergleichung, so gilt eine globale BILANZGLEICHUNG:

i@ Y[Pdv =-g), Txdf

Mit
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Fir G® RsabgeschlossenesS\/staﬂ:




j = Oweit drauRen
® QG j xdf =0
® Q Y|dV = const

Annahme: Y'Y * I Massendichte
= Widerspruch zur Dissipation des Wellenpaketes, wahrend die Massendichte nicht dissipiert.
= DasWellenpaket kann zu to um xo lokalisiert sein ( Delta- Artig).

= Durch Dispersionsrelation kommt es dann zur Dissipation und die Wellenfunktion, beispielsweise eine
Gauldglocke im Betragsquadrat verbreitert sich um xo zu t1 > to
= keine Massendichte

Spaltversuch
Interpretation:

2
|Y| ist Wahrscheinlichkeitsdichte -> Bornsche Deutung:
g(r,t) =Y (F,0)Y * (1)

® R(G)=Q o,V

mit der Normierung

Qg g(r,t)dv =1

1.4 Grenzbedingungen

Q Y EDY * (7 0av =1

Also: Quadratintegrabel. Aber: Sie sollen im Unendlichen verschwinden

Satz:
Die Normalkomponente der Wahrscheinlichkeitsstromdichte J_ geht stetig durch Unstetigkeitsflachen des

Potenzias

(j®- j@)a=o0
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Satz
Ist Aander Unstetigkeitsstelle von V stetig: K(l) = K(Z)

sosind Y ® =Y @ ynd asNOY =7 xN@Y hinreichende Bedingungen fir die Stetigkeit der
Normalkomponente der Wahrscheinlichkeitsstromdichte.

Beispiel:

e Vvevs

a

. .
- ] +Uj =E

2mJ ) |
Mit
U=V, x30
U=0 xX£0
)
52
%i “=E j,=AsSnkyx+ B, cosk;x

2 2mE

=

1)
n2 .. o
%J =(E- Vo) | 1 = Apsnkyx+B,cosk,x
2 = 2m(E - V,)

h2
Stetigkeitsbedingungen:

10)=] 1 (0® B =B,
j 170 =], (0® kA =k,A, > Somit: kein Eigenwertproblem !



Vorlesung vom 18.10.
Wiederholung:

De Broglie -> Dispersionsrelation <- Schrddingergleichung

é 5 _..2 u
n Ly =6 #R4+erl - eviy = HY
qt éZmel [} g
V(X,t)
A(X,1)

Loy vav=- g jof

a(t) fla(t)

j= 1 SY*E@—N+eK(+\( - Y@N+eﬁc+\(*'
2mg el 2} el 2}
Bor nsche Deutung:

o C

r(x,t)=Y*(x,t)Y(x1)
Hinreichende Grenzbedingungen:
Al = A2

yl=v?

ALY =RxN2Y

2. Observablen

Physikalische Grundar 63en

E® H
Man sucht nun Ubersetzungsvorschriften

In der Klassischen mechanik

r(x,t)
of (Xt)av =M

Mi or (x.t)av =1

T vy
M

2.1.1 Ortsoperator

Schwerpunkt:



R(t) = ﬁ Of (Or (x,t)dv
« R) =Y * (&)Y (Xt)dv
(der Einteilchengesamtheit)

mit dem Ortsoperator

F(t) « (1)
Allgemein:

X,t)

F() :(‘)f(r_,t)%dv

« F(t) =Y * (R t)FY(x,t)dv
Reine Herleitung, ein Programm, um Operatoren zu finden mit
F=F@.t,N,91,,D)

2.12 Geschwindigkeitsoper ator

Schwer punktsgeschwindigkeit:

R(t) = Mi% OO (F.t)av = % Ol (7,t)+r®[r (7.t)+ r (7R =7(F,t)]av
Mit der Kontinuitétsgleichung folgt:

[r (F,1)+r (F,OR=(F,t)] =0

Also:

R(t) = Mi Qo (7. t)av

fur die Schwerpunktsgeschwindigkeit
Welche Bedeutung sollte jedoch F(t) in der Quantenmechanik haben ? Schlie}lich gibt es keine Bahn in der

QM !

Als Quantisierungsvorschrift / Quantisierungsaxiom betrachten wir deshalb die Forderungen

Somit gibt es nur noch eine Zeitableitung

R(t) = Mi OlF®r (F,t)lav

In der QM damit als Quantisierungsvorschrift:

R(t) = oY *F(OY +Y *F())Y]av

Mit Hilfe der Schrddingergleichung:



1

Y == HY
1h
Y'*z_-iH *y ok
1]
b R(t)= (‘)g LromH*y *rey +Y*F(t)—HYHdV

Behauptung: Esgilt:

Y * (X, )H] (%,t)- ] (X t)HY *(%,t)

= Ry - (ROEN - A (1)) (xR A (g =70
2mi 3 el 7} |

Speziell:

i (xt)=Y(x1)

Y (MY (%,1)- Y (ROHY * (x,t) = ’fm ]

_ 1 ‘! d &ﬁ_,, T8

i %%Y (, t)g, N - ch\((xt) (Xt)gi N+qu (x t)%

R(t) = 3 FOR xjlav

FON ) =R ])- TNF@)

Nr) =1

b R = ¢y RArt)lav +gyjav

O Kofrct)flav =- ¢y [r) xjldf =0

fr abgschlossene Systeme !

Also:

R(t) :(‘)J_ :021 éY (X t)f?l—N quY Xt gl Kv)dV
1y, hi ~ <\l oy« (= *_—_l',]
%%Y (%, ) NY (x,t)- Y(x,t)i—NY (x,t)- 2y (x,t)qAY(x,t)t\;dV

Dabei wurde bereits der Feldoperator
A=A eingefihrt

Mit Hilfevon
(‘)‘iv * ()‘(,t)?NY()‘(,t) +Y(>‘<,t)iﬁNY * ()‘(,t)g 0_ R{Y * (=, 1) (x,t)dv =0

( DasIntegral ist vom Gaul3schen Typ, kann als Oberfl&chenintegral geschrieben werden und verschwindet dann
fr abgeschl ossene systeme

kann man zu R(t) eine Null addieren und schreiben:



RO = o= | Y * (KR - A% (% t)jjav
m7 el 2 %
Ein Vergleich mit dem Forschungsuaftrag von Born

Ft) = of (F t)r(Xt) av

« F(1) =Y * (X%, t)FY (x,t)av

zeigt uns, dass wir den geschwindigkeitsoperator gefunden haben.
Er lautet:

N 1 - ~
v(t) = —gé_—iN - qu

mel [}
Die Veranderung des Schwerpunktesist nun gerade als Erwartungswert des Geschwindigkeitsoperators zu

verstehen:

R() = {Y * (X, tN()Y (X, t)}dv

2.13 Der zeitableitungsoperator ( Kringeloperator)

F(t) = oY * (R t)FY (x,t)av

Existiert nun ein Kringeloperator der Form
F(O) =Y * (R tF Y (x,t)av 2

chhtlg
F ist nicht die Zeitableitung des Operators F sondern, er ist der Operator, dessen Erwartungswert die
Ze|table|tung des Erwartungswertes von F liefert.

Dasheifit: F erzeugt die Zeitableitung F (t) auf der linken Seite

F(t) ——OY * (%,t)FY (X,t)aV = o(ﬂt [Y * (%, t)FY (X, t)]+ Y * (%,t)FY (%, t)N ><\7)dV
V=0

b F(t)= (‘)(‘Ht [Y * (%, t)FY ()‘(,t)])dv

= oy = ®OEY ® O+ I * ®OMEN & O]+ Y * (= )P, (%))

Yz_iHY
I
viz- THeys
in

Betrachtung des ersten Gliedes:

- ollH Y * (=AY (x)lav

AllY * (O)HEY (. fav



Also:

O[Y* (%, t)HFY ( xt] [(FY xt)H*Y* ]dv

Mit

Y * (%,tHj (%,t)-j (X, t)HY *(x,t)

h o] e =0 (o 4+ ah Yy * (W= Ry or

= ——Roq Y * (RN - gAT (R,1)- ] (RSN +0A%Y * (= t)k;- N
2mi 7 &i g el 2 !

Folgt dann

ollY * (x,t)HFY xt] [(FY )H*Y*xt]dv gydf ® 0

flr abgeschlossene Systeme

Diesbei Addition von

AllY * (RO)HEY (x.t)av

: o[(HI* Y+ (®%O)EY (% Bfv = - glv * (R HEY (.)av

Also:
F(t)_ogé{; ZHry*(R0)%
= Y * (%t )a?[F+F

F(t) = QY * (%, t)aq[ F +—[H F]

“<°
B_’
<

Also haben wir den Kringeloperator:

A

F =1,F +_i[H, lf]
/]
Der Ableitungsoperator

Vorlesung 23.10.02

Wieder holung

Von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik:
Ubersetzungsvorschrift:

TRy (%,t)Y (%,t)

M



Ft) = of (7. =% S’t)

dv
« F() =Y * (X )FY (x,t)av

Der Ubergang erfolgt mit Hilfe des

REYNOLDSCHEN Transporttheorems und mit der Annahme:

it)=0

Nz =0

d .

— =T +VXN =
p” Tt P!

Sowie der Schrddingergleichung

dy-Ty-v

dt Tt

d d aefr § oefr _

ZF@M) = 2V +5— K wav

ar U= 0g Sy v rogy

N>z =0
d 1.2 d 1.0 \ aad 0O - ., \0

b oFt)=—F S f+fLr2v=gr *E & +f(vy*+vy v
a0 M T VT Ty T ( )g

b —F()= ‘®*8‘£ng+ 1& Ly sy L v« Zav
L % edt g & 7 h %

Zeitableitung fur eine beliebige Funktion f !

Beispiele:

f(ry=r
= Der Geschwindigkeitsoperator ist ableitbar, falls



> H :%mvz +qV

Teilchen im E- Magnet. Feld:

~ 1 . A

V= —gezN - qu
mel g

Masse: m

Ladung: q

Beweis:

Lagrangefunktion aufstellen -> Ubergang zur Hamiltonfunktion

oder (‘historisch): Lorentzkraft finden -> Erstellen der Hamiltonfunktion als Verallgemeinerte Form der
Gesamtenergie:

F=maU p:-m
fiq
Wichtig:
in der QM gilt:
~ 1ab. —8 1~
\7=—8‘*ZN-qA91—|—o
mel g m

Nicht wie in dert klassischen mechanik !

Wichtig : Die Operatoren der QM hangen nicht zusammen wie ihre Erwartungswerte, also wie die Observablen
der klassischen Mechanik

Ebenso ist der Zeitableitungsoperator nicht einfach die Zeitableitung des entsprechenden Operators ( bei uns: °)

E) :%(‘)Y *(ROFY (R )V = gy * (REY (%, t)av

Ifoz‘ﬂtlf+%[H,lf]

Nebenbemerkung
Hamiltongleichungen der Mechanik:
X=Hy:=N,H :1H
LS
ﬁ:' Hx
F(X,P.t) = o Fk+ Fop = F +FgH oy - HyFy =LF +{F,H}
1p1 _ﬂt X pp_ﬂt x''p X p_ﬂt y

Diesist die bekannte zeitliche Anderung von Observablen aus dem Hamiltonformalismus der mechanik:

1l

F(X,p,t) =—F +{F,H

xpD = +{F,H}
Anwendungen:

H(X, pt) = H +{H,H}=1H

Tt Tt



Fir die Elektrodynamik:

Beweis: Anwenden auf Testfunktion:
—[H x]Y h(HXY xHY)
1 o N -~ Cedht

HRY = — &R - GATZN- gAY +qVRY
2mei el 7]

:ia@—N qAQQdILYNx+ xNY - qAxY +qVXY
2mei i 7]

Dabei ( wie schon ei nmal oben) muss vorsichtig vorgegangen werden, da

NX hier als eintensor zweiter Stufe und nicht als N XX zu verstehen ist !

iaé_-l—N- qﬁ%@YNi +E>Q<NY - gARY 9+quY
2mei @i | @

& g1 Av R&- qh ARRY +q2A2xy 2+ q\7§<Y
e %)

Weiter:

e

~An 1 ~ h2onn A oA = 20n B ~n
xHY =—& n2kDY - q— ARNY - q—XNEAY 2+ q2A%%Y 2+ qukyY
2me [ i a 2

Weiter:
qVRY = grVY
Wegen

‘O

& .



[k x]=0p [x.5"]=0p V,3|=0
Denn:

Alle Potenziale sind in einer Potenzreihe des Ortes entwickelbar !

Somit folgt nach langlicher Rechnung:

i[~ ~ 1 Ao, on h_~ = ~20
ARl = =52y R+ 2Dx - 20AY Rk 2
h[ ] omE” | i GAY NX=
KX =1
Dx=0
b LAy =22R- A% =y

/) mel 7]

In diesem Formalismus werden grundsétzlich ):( und t als verschiedene Grof3en behandelt.

Somit: 1 X=0
It
Impulsoperator:

p(t) = Or 89\7+iﬁ%v
e M g

Klassisch:

Somit Ubergang zur QM durch Ubersetzungsvorschrift fiir die Dichte/ Masse
und durch Ersetzen des Restes durch Operatoren:

B g8
pt) = MY *&F + L A%y aqv
0 8 M g
M=m

2l h~

. q < 24
)= MY * & 2R LA+ LAY av
P = oMY "¢ TN- | p

o) = oY * ER Sy av
el g

Somit:

p=2K

|
Der Impulsoperator

Alternative / andere Vor gehensweise:

Annehme einer typischen ebenen Welle:
Yy = ¢ (k¥ - wt)

De Broglie- Beziehung:
p =k



Schrddinger gleichung

inY = HY =hAwY
b E=hw

So gewinnt man die Dispersionsrelation und die Energie




22 2 _1 Falal 2 2 |z
IV ’Vj]-Vi[Vi’Vj]“L[Vi’Vj]Vi

ESEN ~el h =0 el h & = 02 1
[Vi’Vj]:'ViQ_ZQ._eijkNiAj - ¢— d-&iNiAj v =—-q
ém? i g ém’ | g m
B=N" A
E=-JA v
qit

SUMMENKONVENTION !

Fazit: Die Beschleunigung im elektromagnetischen Feld ist die Lorentzkraft

mit
A qﬂAj 1 él ~o~u 1I[~2] _
Pbb =-"—+—zZmv-,v; ,+—|qV,V, 12,3
i m it ne2 iH h[q J]J
> b = +3f5 8)- 9]

V ertauschbarkeit im Kreuzprodukt:

2, 2 A A A~ ~ ~ A A~ A~ h A~ A
(X p)i =€mi X Pm = €imi PmX +e|mi[xl’pm]_elmi PmX +elmdeIm = €mi PmX|



VORLESUNG 25.10.2002
F() = oY * (% t)FY (x,t)av

F(t) = oY * (R t)F Y (x,t)av

F :'"t'f"‘.i[H,lf
1h
p="r
i
ol 1eé’t~ —0
V=—Cc—-N- gA~+
mgi g 1]
I—Alzlmv2+qv
2
b= =, 4 3]
mw n
o262 ibo
m 2m
i,ﬁzlh
X,X|=0
B.pl=0
i,ﬁ]z-ihlﬁ
ip
£ 3=inLF
Ix

Drehimpuls



Li =):(kf%| - >:<|Aﬁk, ijk zyklisch
i.>:<,]=?ﬂ—l(§<kﬁ, - >:<|ﬁk):0
L.pi|=0

L% :?%(ﬁkﬁ - ):(Ika):' ?%
Ewﬁk]:'?ﬁl

il!;k]:):(k?ﬁi - i?ﬁk:?ﬁ
t22]=0

Satz

Esgilt die Energiebilanzgleichung
W =-R>§ +e
Mit der Energiedichte

und der Energiestromdichte

h A . N o . N s
s= &2 md + vER- AY -
2mi 4 el 7] el a

und dem Energie- Supply:

éd e q2

. . i
e=eocqv+ I ATy *y - L AR «figy oy ]
édt 2m A

A 2m e |

Satz: Der HAMILTONoperator ist der Energieoperator
W= gwdV = )Y *HYdv

2.2 Diracsche Schreibweise

2.2.1 Skalar produkt

(u|v) - Bilinearform
(ulv) = (v]u)*
(uluy> 0
(uuy=00 u=0

dt[j
=

8

Ry *2
4]

1-0:



F(t) = Y * (Rt)FY (x,t)dv
t)
tIF (&) =(¥|F)

2.2.2 Entwicklungssatz

FY (x,t) =F (%,
P F®)=(Y(x

Komplexe Schreibweise der Fourier- Reihe:

oK

f)=a ci n(x¥
n=- ¥
I

Ch =@ n () F (x)dx
-1

Orthogonalitét:
I

Ch = (\) n ¥ () (X =d
-1
Dirac:
s
|f>: a Cn|l n>
n=-¥
o ={ ol )

¥

[f)=a lin)inlf)
n=-¥

a lin)Xinl=1

n=- ¥

( Vollstandigkeitsrelation)

Vorteile der Schreibweise werden besonders an folgendem einfachen Beispiel deutlich:
¥
)= & clin)
n=-¥
§mlf)=a e mlin)=cm
n=-¥

( mli n)=dmn



2.3 Axiome

2.3.1 | - Messger it

Sei ein System in verschiedenen Zustanden, so mége ein L- Messgerét die moglichen Eigenwerte | | der
Zusténde messen:

Gesamtspektrum:

A7 =8 ol -1,)+d™0)
k

qk|F>3 O

q|':>(| )30

1) DieMessgrofie ist messgeratspezifisch
> | - Achse, wie Energie, Drehimpuls, Ort,...

2) AUftretende | - Werte sind systemspezifisch, jedoch immer reell
3) Intensitatsverhaltnisse sind zustandsspezifisch

a0 )

¥ ¥
(‘)Q|F>(| ydl =1=§ qk|':)+ bq|':>(| )d

-¥ k -¥

VORLESUNG 30.10.2002



v
\
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qkl F>, q| F) (I') sind die gemessenen Intensitéten (im diskreten bzw. kontinuierlichen Teil des Spektrums)

¥ ¥
0Q|F>(| ydl =1=§ qlF!+ c‘)q|F>(| )dl ( Diskreter Teil + kontinuierlicher Teil)
vt k -¥

Axiom |

Jedem System werden durch Messgeréte (| , I7,...) Operatoren (I:, M ,) genannt Observablen zugeordnet, so

dass die Eigenwerte dieser Operatoren (I 1,| 5,...,m,My,...) mit den von diesem System erzeugten
M esswerten ibereinstimmen.

Diese erzeugten Messwerte heil3en SPEKTRUM
Li ()y=11]i @)
MY (m) =Y (m)

far den kontinuierlichen teil des Spektrums



Ui k) =1 kli &)

MIY)=m]Y,)
Fur den diskreten teil des Spektrums

Dabei sind alle Eigenwerte, ob aus dem diskreten oder aus dem kontinuierlichen teil, grundsétzlich reell
Axiom 11

Dasvon einem L- Messgeréat ausgeblendete ( der teil, der gemessen wurde und dann durch eine Blende
hindurchgelassen wurde) Teilspektrum wird in einem 2. L- Messgerét unverandert entworfen, falls beide
M essgeréte hintereinander egschaltet sind !

Idealmessung: Immer der gleiche Eigenwert wird gemessen !

F)=liv)

in

¥
1=8 ol + 3d7()d
k -¥
bei I dealmessung:

¥

od ) ()d =0
-¥

1= q||j I)

Reiner Zustand

Es wird immer die Intensitat q||j '> gemessen. Die Intensitét des ausgebl endeten ( durchgelassenen) Teilsist
zeitlich konstant. Das heif3t: Die Intensiét des Eigenwertesist immer die gleiche.

lej ) =dy

ist reell und nicht negativ und alleine durch die {j )} darstellbar

Wie kann die Intensitét qklj )= d,, dargestellt werden ?

Vorschlag der Intensitatsdarstellung ( = Wahrscheinlichkeit desAuffindens eines Teilchens)
i) =46 i\ =
ad 7 =G 1 [i ) =dy

Diesist jedoch nicht gut, daes sich nicht verallgemeinern [aft !
Beispiel:

al™ = (Fli o)
fir den Einfall von |F)

qle ) = <F |J K ) ist jedoch ein komplexes Skal arprodukt und deshalb nicht notwendigerweise reell oder nicht
negativ.

L 6sung



al v =Gl ki) =da =[] «)
Mit

ad™ =(Fli k) «|F)

& ad™ =(Fli i «|F)=(F|F) =1

k
Notwendige Forderungen fiir diese Interpretation als I ntensitaten / Wahr scheinlichkeiten
s

a lin)in|=1  (volistandigkeit

n=- ¥

<F |F> =1 (Normierung)

[o} . .
Diese beiden Forderungen konnen als Definitionvon |J n)(] n | und <F |F > verstanden werden und
n=-¥
ergeben sich als Bedingung aus dem Messgerét.

Interpretation:

o] . .

a |j n><] n | =1 - Was am kontinuierlichen Spektrum ausgeblendet wird muss vollstéandig sein
n=- ¥
<F |F ) =1- die Zustéande im Messgerét ( die |F > sitzen im Messgerét) miissen normiert sein

1=3 lej '>=<J a i k><J klin)=dw=(li)y=1
K k

('Nur diskrete Werte ( keine Operatoren mit diskretem Spektrum))

Beispiel fir diskreten teil des Spektrums:;

ql390) =& & (a1l 0 e )
| |

=8 o*c il r)=a c*gdudy =c* o =|C|<|2
Ly L
also reell und stets positiv !

Beispiel flr kontinuierlichen teil des Spektrums:;

a0 W Ny =y di " e (1) )i ()i (MG (Mi (7))
G )i mYi mi @ )=d(~md(m-17)
qc*" ) () = e (mye(m)

Betrachte



(Yili «)=dy
P Aj)=ali)
AY)=alY)

a Yiad «l
k

mit

(Y1]i «)=dy

Diesist dasEigenwertproblem des Operators A = é | Y )ak(j K |
k

Das Eigenwertproblem kann auch auf Bra- Vektoren angewandt werden.
Oftmalsist es guinstiger, die Eigenwerte nach rechts auszuwerten ( z.B. bel Produkten aus Operatoren).

GJA:@GN

Adjungierter Operator

A =4 i a* (Y|
k

b A" y=a*]i)

(Y1 |A" =2 *(Y,|

Ausdem Eigenwertproblem kénnen dann grundsétzlich die |J I > gewonnen werden:

Ui «)=awi «)
ergibt:
a, und|j ) alsErgebnisse

Linearitat

Lli )G «]=ali k) «|.falls Llinear ist. Dies muss bei Observablen so sein'!
A=

k

= Diese Schreibweiseist nicht unbedingt ganz allgemein !

é |Yk>ak<j k| ist linear angeschrieben !

Sei L nun linear:



P LA ik kl=a ai k)i k|:|:
k k

PL=3 | )ad «l
k
L' =& i ac*{ «|
k
Falls L observable sind die Eigenwertereell. Dasheif}t: @, * = ay .

Indiesem Fall gilt: L = L™ ( Hermitizitét)
Observablen sind grundsétzlich sel bstadjungierte Operatoren.

Sel bstadj ungierte Operatoren haben reelle Eigenwerte und es gilt:
L=8 i ia(Y]
k
P Yy=ik
Behauptung
(YIE ) =(Cv i)
fiir jede Observable L folgt damit:
(Y IEf)y=(Cv i)
Hermitizitat:
Falls:
(YIBj y=(BY]i )

b B hermitesch
Jedoch konnten die Eigenwerte noch imaginar sein !

Also: selbstadjungierte Operatoren sind immer hermitesch !
hermitesche Operatoren sind nur mit reellen Eigenwerten selbstadjungiert !



Vorlesung 01.11.02

Aus der |deal messung wissen wir:

QKU Y =dy
ad™ =(Fli k) «|F)

Qk‘%qj '> =Cy * ¢ :|Ck|2
g WO ) = ¢ (mhe(m)
G a9 my=d(-m)
(ki 1)=dg
A=3 |Yidak( «|

k
A" =4 i act (Y]

k

~ ~

Observablen sind selbstadjungiert: L = L*
Fir den Fall dassL hermitesch:

OV IC ) = [l )= (v 1 )

hermitesche Operatoren représentieren Observablen, falls sie auch linear sind.

Die Spektraldarstellung von Observablen lautet

L=& [+ dfi @G )
k

2.3.3 Vollsténdigkeit

Entwicklungssatz:
F)=aa) )+ Q, do)li 1)

G lF) =8 i)+, dret) li 1))
6l =0
P {«F)=c

Skalarprodukte aus dem diskreten und dem kontinuierlichen teil des Spektrums verschwinden stets!
. o . . N . .
§ (m|F)= a9 (i mli)+q, de®)j mfi )

G (i (1)) =d( - m)
P (m]F)=c(m



F)=4 i AF)+Q, di () ()]F)
1=(FIF)=& [i )i ]+, i O) )
k

VOLLSTANDIGKEITSRELATION
Axiom 111
Die Eigenfunktionen einer Observablen bilden ein vollsténdiges Orthonormal system.

Die Intensitaten im Spektrum sind

al® =(F i kX «|F) = e = ol
d™ @) =(Fli )i 0)]F)=[eq )
& /7 +g, ddi)=1

k

2.3.4 Linearitéat

Bisher wurde I: nur auf seinen Eigenfunktionen definiert:

Ui k) =1 li «)
L ()y=11]i 1))
Betrachte

L=8 O ) wl+, @i 00 0
k
=& i K]+, a0 )
k

L ist ein linearer Operator. Auf den Eigenfunktionen unterscheiden sich I: und L nicht!
L) =t 5) =14l 5)

Lli (m)=L]j (m)=nij (m)

Man nennt L auch die lineare Erweiterung von |: .

Ist das eindeutig ?

Annahme:
$L,L” LT L mit

Ll )=t i)=LT )
Lli (m)=ndi (m)=L7j (M)



Entwicklungssatz:
o | . ¥ . .
F)=a i «IF)+g, dli ()X O)]F)
k
LIFY=8 Tili )i el + @, 1l ) ()]
k
Lli k) =L7i «)
Hi () =L (1)
LIF)=& L7 ) k|+5‘¥ d L7 (1)) ()]=L]F)
k
P L=L"
Der Operator I: wird nun durch seine eindeutige lineare Erweiterung ersetzt !

L =L

a) Alle physikalischen grundgréen sind lineare Operatoren
b) Die Schrédingergleichung ist linear in H

Axiom 1V:

Observableist linearer Operator, der auf alen Zustéanden des physikalischen Systems definiert ist, reelle
Eigenwerte und ein vollsténdiges orthonormiertes System von Eigenfunktionen hat:

Spektraldarstellung
Orthonormierung
Vollstandigkeitsrelation

Observablen sind selbstadjungiert.

(=& 1 R+odIPt)=891pP()
K |

Pe =i k)i «]
P(I)=1]i (1)) ()]

Beispiel: Stern - Gerlach- versuch

- _____._;{.yls Qi T
\(P) s i\ .‘“'(47\?54:«5 | | i,




|:|J )= ili k) k=12
<J j||j k) =dy
Qk|F>:<F"j X klIF)

a Qk|F> =1
k

F)=li )
ol = i )G 2l 2)
6l = 4i 2)G 2l 1) =0

Nun: Auftretende Zustande in der Basis des verwendeten Hilbertraums entwickeln:

[F) =1 o alF)+li 2 2flF)

LF) =14l )i IF)+12li 2)G 2]F)

(FIEIF) =12(F Il )G 1IF)+1 o(F i 2)§ 2[IF)

(Fli 1) 1 F) =)

(Fli 2 21F)=a,l™)

B (FIUF)=12(F i ) 1]F)+1 2(F i 2) z||F>=% ™)

Also: der Erwartungswert desL-Operators, im Allgemeinen selbst gar keine Messgrofeist als Summe von mit
den Eigenwerten gewichteten Intensitaten zu verstehen !

Der Erwartungswert muss keine Messgrof3e sein, so liegt eer bei diskreten Eigenwerten im Allgemeinen
zwischen zwei diskreten Werten:

Erwartungswert
Definition:
Der Erwartungswert <F| F)> der Observablen |f im Systemzustand |F ) ist der mit den Intensitéten gewichtete

Mittelwert aus den Messwerten ( Eigenwerten) von F :



() =8 alr

0£q/) £1

& ql7 =1

:

(Fir) = & L IF) = (FIR Il lF)=(FIFIF)
ék i)kl kl=F

Vorlesung 05.11.2002

Beispidl:
Y (x,t) = 9AK)e W dk
w =w (k)
1. iku
d(u) =— e Udk
2 O
Nun:
O Y *(x )Y (x DAV = 3 A* (k) WA KXWk dkav
= 900 A* (AR e (K- KI%er 10 W)t dicgv
OOA* (AR (k - K)e 1"t dic

30 A* (K)A(k)e™ '™ Wt gic

(@Y

=(2p)30 A* (K)A(K)dk =1=1
1

(2)°

P O A* (k)Ak)dk =
HY =inY

Y =- § iwAK)e (% i

E=(Y[HY)=-in000 A* (K)e Wik )AK)e & WO dk dkdv

OO0 A* (K) AR e K- R i@ Wity ()i dicdv

=h(2p)> ¢ A* () Adw (k)dk

Weiter:



W muss eine glatte Funktion sein.
Damit : ( Mittelwertsatz der Integralrechnung)

$k
P E=(Y|HY)=1(2p)*w(k")® A*(k)AK)dk
N |
A* (K)AK)dk = ——
0 @)
P E=(Y|HY)=nw(k")

Impuls

(P)=(y |‘F%Y =(Y |‘ENY>
Ry IkA(k)el(kX Wt)dk
b (P)=h(2)3¢) A* (RIRAR)K = (k)

2.5 Symmetrie

<F|'E|Y>:ék Flioh el lY)
(FF |Y>:5?(1 (Flih G lY)

(FF|=|FF)*

(FE[Y) =(FEIY)

b F ist Observable

Beispiel: Symmetrie des Impulsoperators

—N

'U|>

_h
[

(F|‘5Y>:(F|‘_ENY>:0 F*ENYd3r=c‘) hN(F*Y) -0 YhNF*d r

o) hN(F*Y)d r=GauB= g (F*Y)df:o
b (F §Y>:-C‘)Y}?—NF*d3r=<ENF |Y):<5F hv)
| |

Somit ist der Impuls eine Observable und wird durch einen hermiteschen Operator beschrieben !



Interpretation:

O F*Yd®

entspricht dem Anteil von Y , der parallel zu F liegt.
Im Unendlichen verschwindet jedoch die Wahrscheinlichkeit bei abgeschlossenen Systemen :

(F*Y)df =0
f

3. Unitarer Raum

3.1 Motivation

Gesucht: L dsung der Schrddingergleichung:

2
| lahy 0 5
Ih—|Y> =—¢-N-0gA= |Y>+ qV|Y>
it 2mei 2
Diesist einelineare DGL ( 1. Ordnung in der zeit) und 2. ordnung im Ort !

Bekannt sei
Y (X,t0) =] Y),

O [Y(xb)|%dv =1<¥
Die L 6sungen miissen superpositionierbar sein ! Sie mussen bestimmten Differenzierbarkeits- und
Integrierbarkeitskriterien entsprechend

- Normierbarkeit
- zweifach diffbar in ort und Zeit

Weiter:
<F || Y > muss existieren -> das Skalarprodukt muss definiert sein

= esexistieren bestimmte Funktionen, die diesen Forderungen gentigen. bestimmte Funktionsklassen. Mit
diesen lassen sich dann Raume definieren.

Alleine Schon die Existenz des Skalarproduktes sticht ein paar Eigenschaften heraus, die den Raumen und
Funktionenklassen mitgegeben werden. Dadurch wird so etwas selektiert wie ein Hilbertraum etc...

3.2 Vektoren

3.2.1 Linearitat

Def.: Eine Menge L von Elementen <F |,|Y>,| C>,|F> heif3t linearer Raum, wenn gilt:



"IY)LF)T LB |Y)+[F)=|Y +F)T L
[Y)+IF)=[F)+[Y)

Y +F)+[c)=[Y)+[F +c)

$01 L,"|F)T L:|F)+0=|F)

"|F)T LYY)T L:|F)+|Y)=0

2)

"|Y)|F)T Labl C

lay )T L

(aF |=a*(F|

aY +F)y=4dY)+4F)

|aF)=4F)

(a+b)|F)=a[F)+blF)

1F)=[F)

Elemente eines linearen Raumes werden V ektoren genannt !

3.22 Skalar produkt (linear im 1. Eingang), antilinear im 2. Eingang

Definition: Ein linearer Raum U mit Skalarprodukt heift UNITARER RAUM
Definition: Ein linearer Raum H heil3t normiert, wenn gilt:

lI:H® R

DIy )® oF)=00 |F)=0

2IF)+ Y NENFN 1Y

IalF)| =laf|F)| "al c

Satz:

Ein unitdrer Raum ist mit ||| F )” = \KF || F > stets normiert

Dabei bilden die ﬂF J>} ein Orthonormalbasis, also:
(Fi ||F j>:dij
"|F;)P (F|F;)=0p |[F)=0

Damit folgt Vollsténdigkeit. Es handelt sich derart also um eine andere Form der Vollstéandigkeitsrel ation



|F>:§lk IFFlF)

(FIF) =& (FIF (P iIF)
FI =8 FilF)’

Par cevalsche Ungleichung:
2 2
[FI*= & |(FlF)
k
mit
2 2
[FI*>& [FllF)
k
Falls
|F ) nicht vollstandig!
Schwar zsche Ungleichung
2
KEIYO £IF Y]
Definition

ein vollstéandig normierter Raum heif3t Banach- Raum
ein vollstandig unitdrer Raum heif3t Hilbert- Raum

Vollstandigkeit ist quivalent zu:
jede Cauchy- Folge konvergiert gegen ein Element des Raumes

3.2.3 Konvergenz

Def.: ein linearer Raum heif3t metrisch, wenn gilt:

d:-M" M® R

“f.ah:

)d(f,g)=00 f =g
2)d(f,g)£d(f,h)+d(g.h)
3)d(f,g)=d(g, f)

Definition
Eine Folge {fn}l M ist konvergent gegen einf ausM, also

lim
fo=1f .fals
nN® ¥

lim
e ¥d(fn,f)—0



Cauchyfolgen konvergieren dabei gegen Elemente des Raumes.

Eine Folge {fn}i M heiRt Cauchy- Folge, wenn gilt:
"e>0$nEe)l N"k,m3 ne) mtd(f,,f,)<e

Vervollstandigung eines nicht vollstéandigen Raumes

= definiere Aquivalenzklassen der Cauchyfolgen !

= ->Der Raum wird vervollstandigt !

Lineare Rdume -> haben keinen Rand !

=> definiere Folgen, dieimmer ndher an den Rand herankommen, jedoch selbst gar nicht konvergieren.
<-> Lineare Hille!

Diesist dann &quivalent zur sogenannten "linearen Hille "

Also:

unitar -> normiert -> metrisch

unitér:

G 1Y)
normiert:

i 1=G i)
metrisch:
d(u,v):=|u- v

Beispiel: der Ortsoperator ):(

Xj (09) =% ()

Lo
e

H

[F(zrn),i]:’,f’—%F(iﬁ)
vergl.: 2.1.9
F||f><‘>%j (%) - (F|%T )(x)>_ X ||T6< (%)
FITER &)= (TR)” FHXJ () = X(F [ ()
p (7(+X)<F||‘fx >:<> (x)>

(R+x|TR) (o) =HTE) ()

U—|>

Somit: Eigenwerte von )i( beliebig, da X beliebig



§ CO)% () =%§ <)i ()=xd(x- X)
G O% ®)=(x i (0)=xG @i (x))=xd(x-X)
b Xd(x- X)=xd(x- X)

3.3 Lineare Operatoren

Axiom 4: Observablen sind lineare Operatpren
Definition: H sei Hilbertraum; Asei Operator
MI H

A:M® H

iY® Ai)

A heif3t linearer Operator:
<->

"|Y)|F)T M,abl C
AaF +bY)=aAF)+bAY)

Def . A,élineareOperatoren<->
M,LT H

A:M® H

B:L® H

A, B heif%en gleich, falls:

M =L

i)Aj ) =8l )

"I M=LIH

Def . A+’é heift Summevon A B, falls:
,L,NI H

‘M® H

:L® H

'N® H

+B=C
=M CL

Z >0 m 2

>

(A+B)i )= A )+8j )
i) N

Def.: Aé hei3t Summe von A, é,falls:



Aselbstadjunglert: A:é |J k>| k<j k|
k
Also:

AN = a |J k> k(J k”] ) <JI||J m>| m<i m|

- >nDelta- Funktionen

> A =3 "G
a i) k|<j =a i k>elk<j k|
k K

3.3.4 Unitdre Operatoren

Def.: U auf H heift unitar: <> U U =UUJ * =1
unitdre Operatoren sind isometrisch:
)=(Fli)

(FIo*0li ) =(F]i ) =(U

Beispiel:

A= A" B:=e

(% e ”]>:§ Fl el )G )= )
Also:

eiA

isometrisch

g%qu —eAp §|Ao oA =1



Also:

e A unitérer Operator

3.4 Eigenwertprobleme

Det.: Einenichttriviale Losungj (1 )T Mvon Aj (1))Y=11j (1)) i (1)]|=
heiRt EIGENVEKTOR zum EIGENWERT | :

E_rwartungsmert:
Ay =G0 OIA )=
Def.:

Ein Eigenwert heil3t ENTARTET, falls es mehr als einen Eigenvektor zu diesem Eigenwert gibt:
RS —1 i k ; —

Ai <)) =1]i*)) )=

k :1,..., k|

Dann spannen die ‘ (I )> den Eigenraum zu | auf.

Die Dimension des Eigenraumsist durch die Maximal zahl der linear unabhangigen Eigenfunktionen zu diesem
Eigenwert gegeben ( := Entartungsgrad)

/S{J' k(l )>=I RNONIOE
b )i () o) =2

Dann:
b () =elo()
ist Phasenfaktor !!

Die Eigenwerte selbstadjungierter Operatoren sind reell. Eigenfunktionen ( Eigenvektoren) zu verschiedenen
Eigenwerten sind zueinander orthogonal .
Zum gleichen Eigenwert kann immer ein vollsténdiges ONS gew&hlt werden.

3.4.3 Vertauschbar e Oper atoren

A= A+ , Ié = L3>+, Aé = éthne Entartung
dann gilt:

A=A" B=B", AB=BA

BA{J ()=18i()=8)=28)

Also

|_5>|j (I )> ist wie |j (l )) Eigenvektor von Azum Eigenwert |

aiso: Bl (1 )y=ali (1))



2.5 Dynamik im Schrédinger- Heisenber g- und Wechselwir kungsbild

Betrachte die zeitabhéngigen Zustande| Y > ¢
Yy, =HIY)
qt
Die zeitabhangige Schrédingergleichung kann formal gel 6st werden:

, -
¥) =€ Y}y =U@OY ),
Definition des_ Operators U geschieht Uber eine Potenzreihe:

|
LI, i~
Uto=e?” = é lg? R Zeitentwicklungsoperator
n=0 ne 7 9

Setzt man diesin die Schrodingergelichung ein, so folgt:

Ihlé ia;5‘Lt9nHr'|Y> :|—A|é¥ ia?l_tgan|y> :ﬁg = __tgn-lHn1|Y>
Tt =0 e o ° = nE 7o o . Zn 1 7 5 0

H*=H
Klar' ¥ "
U*=§ 1€atOH b U*U=1
on'e 2

Dieadjungierte Schrodl ngergleichung lautet:

(Y],H =-in_ <Y|t
Mit der formalen Losung
%l—it .
(Y] =(Ylpe"  =(Y]u"t0
Der Erwartungswert eines Operators, der auch explizit zeitabhangig sein kann, z.B. Uber K(t) ergibt sich fir

= = If(f',fj,t):
'f>:<Y |t|£|Y>t

S{FY =S (Y[ FIY),

—

O, B, 2 vy, (v FERLY)

0
t @
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d/~\ _d - F oi[x -
_<F>:_<Y |tF|Y>t :<Y |tﬂ_+_[H’F]|Y>t

dt dt Mt =

Ein nicht explizit zeitabhangiger Operator ist grundsétzlich zeitlich konstant, wenn er mit dem Hamiltonoperator

vertauscht.
Fir einen nicht explizit zeitabhangigen Operator gilt folglich:

[i.F]=0p S(F)=0

Klassisches Analogon: Poisson- Klammern

- inder klassischen Mechanik finden wir analog die Poissonklammern:

Sé F(T, P,t) eine klassische Observable und H (T, P) die klassische Hamiltonfunktion, so gilt:
S &#F (T, P . IF@ DY

—F(q p,t)——F t)+ag 1 Qi o, p,
| i ﬂ
d ., _ _ _'ﬂ @TF(QE,t)ﬂH 'ﬂF(C_Iﬁt)'ﬂH _
CF@ B =L F@ Bt T e@o+{H.F
G F@PD=CF@P )+a§ " W e @ p.t)+{H,F}

Also gilt in der Quantenmechanik die anschauliche Relation:

{H,F}®%[I:I,If]

Definiere:
Observable" zeitliche Veranderung von F (T, P,t) " als Operator:
R F i[~ -
Fe= = +—|H,F
Tt =

~

Fundamentalbeziehung der Dynamik der Quantentheorie, aber keine Differenzialgleichung fir F , daim
Allgemeinen:

|f°1£
dt

Der Operator der zeitlichen Veranderung ist lediglich Gber seinen Erwartungswert definiert:

(#)= 27

Speziell gilt, analog zu den klassischen Hamiltonschen Gleichungen:
z | a oz
= —[H ,r]
/]
il | [ -
(o] - H
p 7 p

Merke dazu ( Ehrenfest- Theorem):
1,7=0
tp=0

-> die partiellen Zeitableitungen verschwinden. Die Operatoren fir Ort und Impuls sind nicht explizit
zeitabhangig !

Mit der Allgemeinen Hamiltonfunktion fur ein Potenzial, némlich
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H=T—+V(F)
folgt:
ﬁ,ik]:.ﬁﬂl:'
I TPk
A n TH
H,p|=-——=
[ pk] x
Also
FoB
m
pe=- v ()
Denn:
|:|,)2k _Eﬂ:zf(k"p AO:T“:' :£
i D i  m
A ATH .. TH s
H P l=-———b p°=-——=-NV(X
J= = W)
Merke
d

das heif3, die Erwartungswerte quantenmechani scher Observablen gehorchen den klassischen
Bewegungsgleichungen

Bilder:

Dadie Erwartungswerte invariant bei unitéren Transformationen U sind, sind Operatoren und Zusténde nur bis
auf UNITAR- AQUIVALENZ festgelegt:

[Y)®[Y)=U]Y)
F® F=UFU"

Fir verschiedene, zeitabhangige U erhdlt man sogenannte verschiedene "Bilder":

A

F
Im Folgenden gelte 111_'[ = 0, a'so keine explizite Zeitabhéngigkeit !

Merke: Hat man ein Bild gefunden, so kann man die Zusténde und Operatoren durch eine beliebige unitére Trafo
"verdrehen" und man hat ein neues Bild !
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Schr édinger bild:

Operatoren IES (r:, 6) zeitunabhangig
Eigenvektoren | n) zeitunabhangig
Aber: Allgemeine Zustande, Zustandsvektoren: |Y ) zeitabhéangig ( Die Zeitabhangigkeit wird dabei durch die
Schrédingergleichung beschrieben):
ingtlY), =AY
It

Veranschaulichung im R?:

1%,

afto
, (4>
1D € ‘pavehtor

Eigenvekiot (‘-"‘ HO,JP\’C\CL\‘@Q)

%2

A

Ts

Unitére Transformationen, wie die Zeitentwicklung, sind IMMER Drehungen im Hilbertraum!
Im Schrédingerbild werden somit die Zustdnde im Hilbertraum durch unitére Transformationen gedreht !

Im R2 entspricht lfs einer 2x2- Matrix, definiert eine symmetrische, quadratische Form. ( Ubungsaufgabe !)
Die Eigenvektoren des Systems sind Hauptachsen und die Zeitentwicklung des Zustandes folgt:

¥), =V,

Das Heisenber gbild

(Fs)=(Y | FslY), = (¥ | ,U T COFL O] Y ),
U™ (t0)FsU(t,0) = Fy (1)

In diesem Bild sind die
Operatoren Fy (t) zeitabhangig
und damit Eigenvektoren |n> zeitabhangig

Aber: Allgemeine Zustande, Zustandsvektoren: |Y> = |Y> zeitunabhangig:

0

Veranschaulichung im R?:

Im Heisenbergbild werden folglich die Operatoren und ihre Eigenvektoren ( zwangslaufig) unter unitaren
Transformationenim Hilbertraum verdreht ( als Zeitentwicklung).
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Aus

A L
FH (t) = eh Fse h

folgt:

i i i~
d —Ht . -—Ht  —Ht .

—IfH(t):i—ﬁeh Fse 7 +eh Fsggll-]: i
dt h e h

5
S| —

[N

Also:

d - i[~ =2
a Fy () = % [H , FH ] ( Operatoren im Heisenbergbild gehorchen der Von- Neumann-

Bewegungsgleichung)
Somit folgt fur dasHeisenberghild:

Eo, =%ﬁH (t):%[lfl,lfH]

Insbesondere gilt:

d .~
—H H = 0

dt

also die bildunabhangige Darstellung

H H = HS =H

Merke: Der Hamiltonian ist grundsétzlich bildunabhangig.

W echselwir kungsbild

~ A

sé H=H%+H!
mit dem ungestérten Hamiltonoperator H O und der Stérung H L
Es gilt die Zeitentwicklung des Operators F fiir das Wechselwirkungshild:

. Thet . -LAw
Fwt)=e" Fge?
Somit gilt wieder die Relation

%ﬁw(t) :%[F’O, 'EW]
Also:

EHAO:O
at



Somit ist auch hier der ungestorte Hamiltonian H® = H g = H |, bildunabhangig.
Aber:

(= [40 A =[]
—Hy () =—[H",Hy |=—|H",H" |1 OimAllgemeinen
5w (® = wl=2

. . L T L L B L
(Fs)=(Y | oY), =(¥ e 3 e+thF ei eh |y)

+—HY . -—H% .
el Fge =Ry(t)
Ly

oY) =Y w

e
(Fs)=(Y L Aw O]Y )y
Bemerkung: Die Erwartungswertblldung formal gilt natUrlich fir ale Bilder.

i _ino 7H°t %Htl
b OIt|Y>W_hH e |Y>t+e ﬂt|Y)t
i
1 1 1.~ -—H
i T sl = Hse Yy
d 1
p SV )y = [ AT +AwlY), )
wegen
L L
e’n Hseh :HW
Tha
e 1Y) =[Y)y
Aber:
HW:F|0+|:|1
d _ 1
b <V = AYY),,
d 1~ 1
P E >W_EHW |Y>w

d e i[10 &
—FRw () =—|H" Ry
dt h
Merke: Die Zeitentwicklung der Zustande erfolgt hier tber den Stdroperator im Hamiltonian:
| A

V) =6 1), 0

Zur Verdeutlichung des Wechselwirkungsbildes soll auch der Hamiltonoperator einen Index erhalten.
Dies bedeutet: Operatoren, Eigenvektoren und allgemeine Zusténde sind zeitabhangig.

Operatoren IEW (t) zeitabhangig, Abhangigkeit gegeben durch ungestérten Hamiltonoperator I:I 0

und damit Eigenvektoren | n> zeitabhangig, ebenso durch den ungestérten Hamiltonian

78



Aber: Allgemeine Zustande, Zustandsvektoren: |Y >W zeitabhangig mit gegebener Zeitentwicklung durch den

Stéroperator le :

2.6 Der_harmonische Oszillator

Anwendungsbeispiel der abstrakten Darstellung im Hilbertraum: der eindimensional e harmonische Oszillator

2 2

~ MW~ .

H :p—+—X2 AlsHamiltonoperator
2m

Esgilt die Vertauschungsrelation

~ A1 _h

[p.%]= T

Besser:

A A h
(6. %] = Tdkl
Definition eines Operators, des L eiteroperators ( nicht hermitesch !!)

1 . MW

p-i X
A/ 2maw P 2n

a-=

p? + ™s2 1+ (k- p)= p2+ Mgz, 1[5 4]
2mhw 2h 2h 2maw 2h 2h

p aat = 1 r)2+nwf(2+l:iHA+1
2mhw 2h 2 hw 2

Merke:
Ausgangspunkt unserer ganzen Uberlegungen ist eine Definition, namlich die Definitiond er Leiteroperatoren:

a=—1 p-i|™¢
- J2maw 2n

at = N p+i e
 Af2miw 2h
Ebenso:

+._ 1 o mw.o i
aa= pe+ X< - X —
2maw 2h 2h 2maw 2h 2h
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H :%hw(aa+ +a+a)=%h a+a+1+a+a):hm€%+a+ig
é

20
Merke dazu:
+ 1 >, mw, I fon 1 > mw,o 1. -
aa” = + X+ —(pX- Xp) =———p“+—X"+—|[P, X
2rnhwp 2h Zh(p p) 2mhwp 2n 2h[p ]
Somit:
zl—h[ﬁ, )A(] asverantwortlicher Term fir die Grundzustandsenergie:
1
Eo ==hw
° 2

Also: Die Grundzustandsenergie folgt direkt aus der Unschérfe !
Weitere Vertauschungsrel ationen:

(aa*)azil—]a+£a
hw 2
=a(a+a):iaHA - 1a
nw 2
P [a,l—]]:al-]- Ha =/wa

Ebenso die adjungierteVersion:

- la*,l—i] = (al—] )* - (I:Ia)* =hwa’
Verallgemeinerung
SRS AR,

Beweis: Vollstéandige Induktion:

Sei éa, (a*)naz ( +) = ﬂzj* (a*)nfurn 31
ga’(a_,_)mlg: ( +)n+1 (a+)n+1a_ ( +)n+1_ (a+)naa+ +(a+) g’ ( +)n+1a
p ga,(a+)n+1;:§a a")nga+ +(a+) [a a*]

Adjungierte Version:

+ Jn[— n1_ T n
[a ,a]—-n(a) —-%(a)



Somit gilt fur beliebige, in Potenzreihen von Auf- oder Absteiger entwickelbare Funktionen f:
b rla = L rfe)

fa
la*, £ (a)]=- 1;1_& f(a)

Eigenwerte von H

Sei | E> ein normierter Eigenvektor von H mit |:|| E> = E| E)
So gilt:

wEla” el E) = (E

(Ela"d E)=(Y[Y)2 0
Das bedeutet:

Es W
2

1o IWey e MWy g W
H-7E>—<E|E 2E> E-=

Das Energiespektrum ist also nach unten beschrankt und gleichzeitig vernichtet der

AW -~
Es —-U dE)=0
Absteigeoperator den Zustand mit der niedrigsten Energie

Behauptung

a| E) ist Eigenzustand zu H mit dem Eigenwert E - Aiw:

Also: Ha|E) = (E - iw)lE)

Beweis:

HalE) = (ai - ~w)aE) = alfi - 7w E) = a(E - aw)|E) = (E - iw)a|E)
Dabsi gilt

HalE) = (aH - nwja| E)

wegen

EIEE

Durch wiederholte Anwendung kénnte man Eigenzustande | E> 1 O mit beliebig tiefer Energie erzeugen, wenn
hw
nicht E 3 7 gelten wiirde.

Daher existiert ein m1 N so dass am| E) = QOaber am'l| E) 10
Also definiere man einen Grundzustand:

|0):=a™!|E)

Vorsicht | Dieser ist gerade nicht ein NULL- KET,

sondern: Der Zustand zur Quantenzahl n=0

A)0) :hv\;&*a+%go>:%th0>

wegen
a0)=a"|E)y=0
Also:

_Iw
Eo =
a0)=a™ME)=0
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Weiter:
I:Ia+|0) = (a*H +hv\a+)0> = a+(ﬁ +hw)|0) a+8é1lv+ hwq0> —Bh—vva+|0>

Der erste Schritt gilt wieder wegen der Vertauschungsrel atlon

~

[aJ',HJ:-h\/\a+

i + . 5 ' 3aw
Das heif3t nun aber, dass a |O> der Eigenzustand von H zum Eigenwert T ist.

Vollsténdige I nduktion
AL\ A 1o +\n
AlaTlo) = g+ 2% o

Dann:

Al

10)=a* A +va” fa* o) =a” (A + awfa ')
H+hw( ) 6%\Ngn+——+hwg )|0>
b Hla )”+1 H+hw)( )|o>=hw8n+1+%g(a*)”+l|o>

n
Normierung der Eigenzustédnde (a*) |O>:
Der Grundzustand sei normiert:

(0]0) =1

Dann folgt fUr den n-ten angeregten Zustand:

|n> =a, (a+ )n| O> mit Normierungsfaktor &, :
121={n|n) = fa,*(0fa"a *)”|o>
©a(a*f10)= (0™ e V'a+ o i)

wegen

e i)

Somit:

(O (a' 10 = (0™ e V'a+ o) i0) = (0™ a""al0) +nlofa™la") o)

(0" *{a" J'40) =0
b n(oa™ a’ [ 4/0) = nln- o™ 2(a" )" 2o} p

Dieser Algorithmus wird n- mal angewendet:

b (oja"(a*)"a0) =n(0]0) =n

Somit folgt bis auf einen willkurlichen Phasenfaktor:

1 n B
|n) = (a*) |O) fir NORMIERTE EIGENZUSTANDE des harmonischen Oszillators

N
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und diese gehdren zu den Energiewerten

Quantensprechweise:

1 . 1 .

E,-Ep1= hwg:?l +=9 hwg;n S1+29= fivvist die Energie eines " Schwingungsquants'. Man sagt
e 2g e 2g

auch, esIST ein Schwingungsquant !

| n) ist ein Zustand mit n Schwingungsguanten ( Phononen) der Frequenz W
aist der Vernichtungsoperator fur Schwingungsguanten

a’der Erzeugungsoperator fir Schwingungsguanten
e

o) =—ala' |9 =t Jarfala)
'l =)= Vaegn+g

Teilchenzahloperator

0)=—=n(a* "0 = V|- 1)

nl

N:=a'a
N|n)=a"a|n) :a+Jﬁ|n- 1)=«/ﬁ«/ﬁ| n) =nln)

In Ubereinstimmung mit

I:||> hvva%*a+ q hv\&+2§n>

e

Veranschaulichung

Die folgende Grafik demonstriert die &quidistanten Energieniveaus im Oszillatorpotenzial. Dabel werden die

. 2
stationéren Zustande | (X)|” dergestellt, also als Aufenthaltswahrscheinlichkeit

lp(x)I?




0,5s
Die Bewegung eines Wellenpaketes im Harmonischen Oszillator, also im x2- Potenzial fur S = 0 ,aso

J2
. So . So .
miteinem S <—, wobei —=das S des Grundzustands darstellt, sieht folgendermal3en aus:
2 A2
. _So0.. . N .
EsistdasS = ﬁfur die kohérenten / Glauber - Zustdnde

Das heil3t: Die Standardabweichung des quantenmechanischen Oszillatorsist kleiner als bei Berechnung Uber
Glauberzusténde ( koharente Zustande)

o= 500 od2 < e N |
(Qruultut‘)

N’(X'*)l?

kloss, keutmmq

Zusammenhang mit der Ortsdarstellung
Bisher haben wir vollsténdig darstellungsfrei gerechnet ! Nun soll die darstellungsfreie Rechnung durch
Operatoren in expliziten Darstellungen ersetzt werden !

Mit j  (X) = (X| n)unda::;f)- i [TWe gilt
/ 2maw 2h
hdaqg & 1 . fmw 0
aa§<,_——: (x) = p- i, ]—X3 (X
8 i dxg n g«/thwp 2h gn
~ mw .
X =,]—X
2h
mw
X =, —X
2h
e hdo 1 & da
b agkT—9 n(X) =—=x+—3 (X)
&g izgX dX:an
~ mwv ~
X = EX
Dabel gilt sind dimensionslose Grofien, die sogenannten Normalkoordinaten !
mw
X=,[—X



In p a(;x 3 n( )— : n(X) wird tber +——der|mpulsante|ldurchd|e
X & gx d ;z; gx

Ortsdarstellung des Impul soperaiors ersetzt.
Den Grundzustand gewinnt man |eicht aus dem Ansatz a|j O) =0 mit |j 0> = |0>

Wegen a| O) = Ofolgt fir n=0:

e a
O=gx+—3 o(X
g( Xgo()
b O_lj 0 = _xdx
Jo

&hp o
Wobei sich A0 aus der Normierung ergibt. Der Grundzustand im Oszillator ist also ein GauRzustand, eine
normierte Gauf3glocke mit einer Halbwertsbreite, diein X enthalten ist.

Fir die angeregten Zustande gilt:

1 d 1 fﬂ_edgegﬁe 0
& a 25 2 & -
X)=a X)=—— — X)=- —e*“P—(e X) +
J1x) = Jo()lzgxdg() 7 dxé 'Zjo()g
1 ae<_29d
b -+ &25 0 (—xz)
Jl(X) I—\/Ee dX(AUe )
1
_aemwQZ
fo Enp g

Die angeregten Zustéande werden also einfach durch Anwendung des A ufsteigeoperators aus dem Grundzustand
erzeugt !
Flr den n-ten angeregten Zustand ( Induktion !) damit:

N 1 LPPURIE T SR VPRI NV R -3 LR
1009 =5 009 = B 2 000 inm( )le o

Ao =A
A/2™n! "
1
_ W04
fo ehp g
?—22 dn _ﬁ
(- 1) Zﬂ(dx)n e :=H (x)e 2



1

Dabel kann Y als Phasenfaktor ( fir die Wahrscheinlichkeit irrelevant) weggel assen werden
|

und H, bezeichnet die sogenannten Hermiteschen Polynome vom Grad n.

Die Eigenzustande des harmonischen Oszillators beinhalten also die Hermité- Polynome

x>0
H 1 AO n 7: dn _x?
j nX) == -1)'e*°"? e
" i" /2" -1 (dx)"
1

W4 ,

€p o =
P jnx)=— Hy(x)e 2

(- 2)"n

Explizit lauten diese Hermiteschen Polynome ( wie aus obiger Relation berechnet werden kann):

Ho(X)=1
Hj(x) = 2x
H, (X) =4x%- 2

Ha(x) = 2¢3 - 12x

L etztendlich bezeichnet

(- )" die Paritat vonj |,

Die Wellenfunktionen im Oszillatorpotenzial ( die Wurzeln der Wahrscheinlichkeiten) werden folgendermal3en
schematisch dargestellt:

Fiir das Wasserstoffatom ergeben sich als Wellenfunktion die Kugelflachenfunktionen Y, "' (J,j ) .
Bei Polardiagrammen gibt dabei der Betrag des Radiusvektors, der das Diagramm zeichnet

2
r= ‘Y| ™3, )‘ das Betragsquadrat der K ugelflachenfunktion an.

Also die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Elektronsim Kraftfeld des Protons.

Dabei gibt esfir verschiedene Drehimpul squantenzahlen L verschiedene Wellenfunktionen zum gleichen
Energieeigenwert. Die Niveaus sind ( ohne den Spin) L+1 - fach entartet ! die Charakterisierung erfolgt durch
die magnetische Quantenzahl m
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Einwurf: Kohéarente (quasiklassische) Zustande

Abstract

Untersucht man die stationéren Zustéande |j n> des harmonischen Oszillators, so sind die Erwartungswerte von
Ort und Impulsin einem solchen Zustand Null. Statt dessen ergeben sich von Null verschiedene

Erwartungswerte < X 2> und <P2> , sogenanntes Quantenrauschen, welches fir die Heisenbergsche

Unschérferelation verantwortlich ist.
Aus der klassischen Mechanik ist jedoch bekannt, dass Ort und Impuls eines Oszillators sich periodisch andern.
Sie kdénnen nur dann konstant gleich null sein, wenn das auch fir die Energie der Fall ist.
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A 1
Fir die Energie gilt jedoch: <H > =(n +E)hv . Bekanntlich gelangt die Quantenmechanik fir grof3e

Quantenzahlen hinsichtlich ihrer Ergebnisse zu den gleichen Resultaten wie die klassische M echanik.

Es drangt sich also die Frage auf: Kann man Quantenzustande konstruieren, fur diedie physikalischen

V oraussagen der Quantenmechanik zumindest bei einem makroskopischen Oszillator mit den Aussagen der
klassischen Mechanik identisch sind ?

Derartige Zustande existieren. Es sind kohérente Uberlagerungen aller stationaren Zustande |j n> . Man nennt

sie deshalb auch quasiklassische oder kohérente Zustande.

Bei der elektromagnetischen Strahlung kann man den Fall beobachten, dass klassische L dsungen tibergehen in
Effekte, die deutlichen Quantencharakter zeigen. Die Interferenz von Photonen am Doppelspalt bei dauf3erst
geringen Intensitaten ist nur ein Beispiel. Die kohérenten Zusténde spielen deshalb auch in der Quantenoptik
eine grof3e Rolle. Sie wurden von Glauber eingefuhrt und heif3en demnach auch

Glauberzustande.

Bekanntlich vertauschen die Operatoren fur Ort und Impuls nicht. Ein Zustand, aus dem exakt die klassischen
Ergebnisse resultieren kann demnach gar nicht existieren.

Wir begniigen uns mit der Suche nach einem Zustand, fiir den zu einer beliebigen Zeit t die Erwartungswerte von
Ort, Impuls und Energie moglichst nahe an den entsprechenden klassischen Werten liegen.

Das Ergebnis wird ein Kompromiss sein, bei dem keine der drei Observablen vollsténdig bestimmt ist, jedoch
wird sich herausstellen, dass man im makroskopischen Grenzfall die Standardabweichungen der Gréf3en
ganzlich vernachléssigen darf. Am Beispiel eines makroskopischen Oszillators wird gezeigt, dass beispielsweise
die Ortsunschérfe weit unter einem Kerndurchmesser liegt und damit die Ergebnisse der klassischen Mechanik
weit genauer sind als dass man in makroskopischen Grenzféllen ihre Abweichungen mit physikalischen

M ethoden heute messen kdnnte.

Der klassische Oszillator

Wir erinnern uns an die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen des Oszillators mit Masse m und Kreisfrequenz
W:

d 1
ax(t) _Ep(t)

% p(t) = - MwWx(t)

Ansatz sind immer die HAMILTONSCHEN GLEICHUNGEN !
Fir den Ubergang in die Quantenmechanik werden die Hamiltonschen Gleichungen mit dem Absteiger/
Aufsteiger- Formalismus formuliert !

Der Einfachheit halber werden dimensionslose Gréfen eingefiihrt:
X(t) = bx(t)
N 1
t)=—p(t
p(t) 5 p(t)

mw
b=, |—
h
Damit haben wir hier: X(t), P(t) als Normalkoordinaten. Ich bitte, den wechselhaften Formalismus zu

entschuldigen ! Hier beschreibt nun ausnahmsweise das "Dach" die Normalkoordinaten !



Die Bewegungsgleichungen lauten:
Lay=wp®)

dt

2 bty =-w i)

at Y

Klassisch ist ein solcher Oszillator bestimmt, wenn fir alle Zeiten Ort und Impuls bekannt sind. Das Problem
des Oszillators eines Freiheitsgrades ist also zweidimensional, man fasst die beiden Grofzen x und p zu einer

komplexen GroRe a(t) = %[)A((t) + If)(t)] zusammen.

Das Gleichungssystem ist dann équivalent zu einer Gleichung

%a(t) =-iwvna(t)

Die Losung lautet
a() =a(0) (- i) mia(0) =ag =—=[X(0) +ip(0)

1. o
In der komplexen Ebene beschreibt a(t) = E[X(’[) + Ip(t)] einen Vektor, der mit der

X(t
Winkelgeschwindigkeit - Wum den Ursprung rotiert. Dabei gibt die Abszisse %an, auf der Ordinate findet
p(t
sich % . Die Darstellung ist also sehr einfach und eine Bewegung mit bestimmten Anfangsbedingungen ist

durch den Punkt &g bereits vollsténdig charakterisiert.

Aus a(t) =a(0) exp(- iwt) ergibt sich mit a(t) = iz[m) +ip(t)] nun:

2
%(t) = iz[a(O) exp(- iwt) +a1(0) * exp(ivt)]

NA

B(t) = '—ﬁi[a(O) exp(- iwit) - a(0)* exp(ine)]

Die klassische Energie des Systemsiist zeitlich konstant:
1 2 1 2 2
E=—/[p(0)|" +=mw[x(0
o POL* +5m?[x0)]

= pO] + X} = e

Fiir einen makroskopischen Oszillator ist die Energie viel groRer als 7iwW. Also gilt |a0| >>1



Definition der quasiklassischen Zustande

Ziel: Die Erwartungswerte <)A(>, <FA’>,<I-A| > sollen zu allen Zeiten praktisch gleich den Werten X, f), I:l der

klassischen Bewegung sein.

Einfach ist die Berechnung der Erwartungswerte in algebraischer Schreibweise. Ort, Impuls und Energie werden
dabei durch Auf- und Absteiger ausgedriickt:

~ 1
H =aw(a'a+3)
2
wegen <a+> = (a> * jst zunéchst awieder als"komplexer, nicht hermitescher Operator" zu sehen, dessen
Realteil dem Ort und dessen Imaginarteil dem Impuls entspricht.

Umgekehrt: Wir betrachten Ort- und Impuls als Real- und Imaginérteil eines noch unbestimmten und zu
bestimmenden Operators, des"Aufsteigers". Dieser ist dann nicht- hermitesch !

Die zeitliche Entwicklung eines Matrixelements erfolgt durch die Differentialgleichung

ih%(a}(t) =(aH]))
[a.H]= hvvla, a*a] =hwa

d o=

Z@0O=—(H.a)

Also folgt eine Differentialgleichung fir den Absteiger
(a)(t) = (a)(0)el ™

mit la* H J = hvx,{a",a*a] =-hawa" folgt:
(a") = (a" ) 0™ =(a)* (0)e™

Also:

in(a) = (la K] =~ a*)

Diese Bewegungsgleichungen fir Auf- und Absteiger entsprechen der klassischen Gleichung
a(t) =a(0)exp(- iw)



Werden die Ldsungen fur die zeitliche Entwicklung dieser Operatoren in unsere Definition von Energie,Ort und
Impuls eingesetzt, so ergibt sich:

(P)t) = -<\i—/§(a- a+)> =- %[(a)(O)e‘ " (a)* (0)e™]

~ _ “ _ + 1 _ + hW

<H >(t) = <H>(O) = h\A<(a a +E)> = hvv<a a>(0) +

Vergleicht man dies mit der Losung fir den klassischen Fall ( Remember: Ort und Impuls wurden als komplexe
1
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Hamiltonsche Gleichungen erfillt), die denn lauteten:

Zahl a(t) = [)?(t) + if)(t)]zusammengefasst, deren Bewegungsgleichung %a(t) = - iva(t) beide

%(t) = %[a(O) exp(- i) +a(0)* exp(ivwt)]

B0 == [a0) e iw) - a(0)* expliw)]
So ist notwendig und hinreichend fir unsere Bedingung
(X)) = (1)

(P)(t) = p(t)

dass

(@)(0) =a,

Fazit:
Nach Aufstellen der Quantisierungsbedingungen ( Kommutatoren) und der Bewegungsgleichungen
(Ausgangspunkt) werden die eigentlichen Glauberzustande konstruiert, indem <H > mit dem klassischen

Ergebnis verglichen wird.
Unser Ziel war es nun also, durch den Vergleich mit dem komplexen Parameter zur Charakterisierung der

klassischen Bewegung Zusténde zu suchen, in denen die klassi sche Bewegung quantenmechani sch moglichst gut
approximiert wird. Diese Zustandsvektoren miissen normierbar sein und wir erhalten als erstes die Bedingung

(a)(0) = <Y(0)|a|Y (0)> =a,

( Normierbarkeitsbedingung)

Eine weitere Bedingung wurde uns durch die Energie geschenkt, fir die gilt:

- A + 1\ + hAw _
(R)©=(H)©) = hw<(a a+ E)> = hw<a a>(0) +—= wag|?
( Energiebedingung, gerade angesprochen)

N&herung:

nw
Dafir einen klassischen Operator |ao| >> 1 kénnen wir den Term —— vernachlassigen und es gilt al's zweite

2
Bedingung an den Zustandsvektor <a+ a>(0) = |a0|
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Diese beiden Bedingungen geniigen jedoch zur Bestimmung des normierten Vektors | Y (0)> bis auf einen
Phasenfaktor.

Merke: nach obiger Definition gilt:

2
a2 =P+ Lg2m¥
2mwh - 2 h

Grundsatzliches Vorgehen beim Problem , etwas quantisieren zu missen:

Ausgangspunkt ist immer die Schrodingergleichung bzw. die Von- Neumann- Bewegungsgleichung und die
V ertauschungsrel ation. Man muss also V ertauschungsrel ationen aufstellen. Dasist die eigentliche Quantisierung.
Hier haben wir entsprechend dieser Aussage

ih%(a}(t) =(aH])1)
[a.H]= hvvla, a+a] =hwa
verwendet ! ( Im Heisenbergbild!)

Wirkung des Vernichtungsoper ator s auf quasiklassische Zustande

Mit dem Operator
b=a- a,

Kann die Norm desKets b(a0)| Yo> berechnet werden:

{(Yolb* (@0)b@o)| Yo) =(Yola*aYo)- ag(Yola®|Yo)- ag*{Yold Yo)+ap*ay
Mit

(@) =(Y (0]a]Y (0)) = agund <a+a>(0) = |ag| folgt dann:

(Yolp" @o)b@o)| Yo) =a0*ag - ag@o*-ag@o * +ap*ag =0

Jedoch ist nur der Nullvektor vom Betrag Null, woraus folgt:

b(a0)| Y0> =0
also:
a.|Y0> :a0|Y0>

Somit folgt aus unseren Bedingungen, dass |Y 0> Eigenzustand zum Vernichtungsoperator mit dem Eigenwert
Qg sein muss, damit der Zustandsvektor |Y O> den Bedingungen einer klassischen Bewegung mit dem
Parameter @ geniigt. Im Folgenden heil3e |Y 0> = |a0) . Der Eigenvektor von azum Eigenwert a ist |a) :
ala) =ala)

Aus dieser Eigenwertgleichung lassen sich die Ldsungen |a) bestimmen, indem |a) inden

gquantenmechanischen Eigenzustanden des harmonischen Oszillators entwickelt wird. ( Diese ergeben sich durch
L 6sung der Schrddingergleichung):

la)=4 c,@)i n)

Die Wirkung des Absteigers auf die gm- Eigenzusténde ist jedoch bekannt:
[ . [ . (¢} .
alay=ad ¢, @i n) = A ca@NWNi n.1) =ala)=ad ¢, @i n)
n n n
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a cn@nj n.1)=ad c, @) n)
" " (Verschiebung des Summationsindex)

® @)= ﬁcn@

Man hat also eine Rekursionsformel fur die Entwicklungskoeffizienten gefunden:

cn@) =2=c,(@)

i

Esbleibt nun also, Cq (&) zu bestimmen. Allerdings kennen wir weitere Bedingungen an die C, (@) . So sollten

namlich alle Zustande |a) normierbar sein. Dies bedeutet jedoch, da die quantenmechanischn Eigenzustande
selbst normiert sind:

|a |2n
n!

| co(@) Pl co@) 1P €4

Ale.@f =1=3
n n

Vereinbaren wir noch, dass Cq (&) reell und positiv sein soll, so ergibt sich:

k[
co@)=e 2
BE o
= 2 — i
©la)=e 2 & i o

Die kohérenten Zusténde sind damit vollstandig bestimmt.
Die |j n> sind die bekannten, oben bestimmten Zusténde des rein quantenmechani schen Oszillators.

Erwartungswerte und Streuungen von Energie, Ort und I mpuls

laf

n
B o a .
Nun kann man die Energie eines Oszillators im koh&renten Zustand |a) e ? a ﬁh n> berechnen und
n
n

mit dem klassischen Ergebnis vergleichen:
: . . 1 :
Eine Energiemessung liefert den Wert E,, = (n+ E)thn der

|a|2n

n!
Man sieht, dass auch die Wahrscheinlichkeiten einer Rekursion geniigen:

2 _ 2
Wahrscheinlichkeit P, (a) = |Cn| = e Pl . Diesist eine Poisson- Verteilung.

2
_la]
P@) = N Pr-1@)
Aus dieser Beziehung | &% sich ableiten, dass P, (&) fur n = ganzzahliger Teil von | & |2maxima| wird ( unter
der Bedingung, dass nganzzahlig it).
Mmit (ala*da) =a*a sent man:
~ 7 1\ 7 1 AS Ve 1\
<H> = hV\(a|9a+a+—aa> = hwga*a + == hwga P +=Y
a & 2 2H 24



Fir unserer Bedingung an makroskopische Oszillatoren: | @ [>> 1,sieht man also, dass die im kohérenten
Zustand zu erwartende Energie nur wenig von der Energie E,,abweicht, die bei Messung in |j n> mit

maximaler Wahrscheinlichkeit P, (&) zu erwarten ist.

Ebenso einfach kann man mit Hilfe von la, a+ ] =1 den Erwartungswert

<I:| 2>a = hzvvz<a|ga a+—f

und man erhélt dann eine Standardabwe| chung

hzvvzga |4 +2|a |2 +%§berechnen

DI—AIa =hw|a|
Die reI ative Standardabweichung

DH 1
» — << 1fiir groke | a |
(), T

Damit ist die Energie im kohérenten Zustand relativ gut bestimmt

Remember:

Also kann man d| rekt die Standardabwei chungen angeben:
h
DX, =,——
2mw

DP, = /m"
2

Beide hangen nun nicht mehr von & ab und Ihr Produkt liefert den nach der Unschérferelation minimalen
erlaubten Wert:

h
DXa XOR, =7



Erzeugung quasklassischer Zustdnde aus dem gm.- Grundzustand

Wir definieren den Operator
D(a) =€ 2"

D*(a) = gba-aa)

Mit Hilfe von laa*,a* a J:a*a |a |2 und

-[A,B]
"B —efeBe 2 1als[[AB], Al =[[A B],B] =
folgt:

la

D@)=e 2da¢g?™

Wenn wir diesen Operator nun auf den Grundzustand der quantenmechanischen Zustande |j 0>wi rken lassen,
so ergibt sich wegen

a1 e %242 . .
e 28j 0) =d-a* a+w+....aj 0) :|j 0>
é 2 i

kE _ﬁo (aa " _b_o an
D@)i g)=e 2 jg)=€e 2 Q io)=e 2a in)=la)
n

n

ﬁL

P
DieWirkungvonD(@) =e 2 2 ey folglich die unitére Transformation, die aus dem Grundzustand

|j 0> den quasiklassischen Zustand |a) erzeugt.
Diesist die einfachste Variante. Merke:

D(a) = @2

al) = [x0)+ p()]
1 . [mw,
N T 15

K oharente Wdlenfunktionen in Ortsdar stellung

Bleibt noch, die Wellenfunktion
Ya(x)= (x|a> = <X|D(a)|j 0) zu berechnen ( |a> in Ortsdarstellung)
Dazu kann man den Operator

aa” - a*adurch X und P ausdriicken:
aa a*o i aat+tar
¢
e

\/—z«/th«/E

5
+-a*a— P
2
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Darausfolgt:
aa a* o i a@ta*g, g*2-3?2
D(a):e(aa -a*a) — @ 72 o e Amwé V2 g e 4

Dies kann nun zur Berechnung der Ortsdarstellung des koharenten Zustands herangezogen werden:

a@ a*o i am+a*g, g*2-32

=X
Ya(x)z(x|e eﬁze«/mhwe«/?ﬂe 4 |JO>

a*’-a? aa -a* o i aa+a*

Ya(x):e 4 <x|e eWz eJ eTra |J >

a*?-a? |mwaa-a*g i aat+a* g

— X - :
Ya(=e & e " 820 (xle JOWEIZ o |j

il P
e " ist jedoch gerade der Translationsoperator um | langs der x- Achse. Darum gilt:

i a1+a
<x|e J_e\/_;a :< ’ (a+a*)
Ya=e & Egﬁ?’xj 0§X'1/ (a+a*>-

Wegen

X)) = Jﬂ Re(a) =, /L(a +a*)
a mw 2mw

(P), =+/2mawim(a) = 5 (a ax)

kann man schlief}lich schreiben:

asa® i(P) x
Yo(X)=e 4 e " j O(X- <X>a) (in Ortsdarstellung !)
Fazit: Multipliziert man die Wellenfunktion j o (X) des Grundzustands des eindimensional en Oszillators mit
i(P), x
dem oszillierenden Faktor € 7' und verschiebt man sie dann um <X >a langs der x- Achse, so erhélt man

a*Z_a2

die Ortswellenfunktion fir den Zustand |a) Der Phasenfaktor € 4 kann man vernachlassigen, daer

physikalisch keine Rolle spielt.
Fir uns bedeutet dies: Die GaulRzusténde werden gewonnen, indem man die quantenmechanischen Zustéande in

klassischer Weise um <X >a verschiebt.

Aus der Quantenmechanik ist bekannt:
1 mwx?

. 51 & o 2 n
o= retet 2o DXy = /57—
epr g



o)
1 A n §25 d" -x?
jak) == (-9)e* " —e
" i" /27 (dx)"
1
W54 ,
$hp o =
. e
P jn(Xx)= Hh(X)e 2
(- 2)"n
h
Also: mit DX, = ,|——:
2mw
12 x 0
o0 =0 o AT
e (4]
Somit gilt:
1 B1me(x) 69
04 § 48 DX, =
Jolx-(X), |= + 2
b ), )= 52
und man kann explizit angeben:
& 18- (X),

Diesist im Moment noch véllig zeitunabhangig. Zeitabhangigkeit kann man jedoch leicht einbauen. Man muss

lediglich <X>a durch <X>a (t) ersetzen !

Die Wahrscheinlichkeitsdichte des koharenten Zustands im Ortsraum ergibt sich demnach zu

(x),¢9

1 -
DX,

& 1 ax
G_=¢
%

Y 2: @9 o g
|a(X)| \/gmge

Man erhalt also fir jeden |a) - Zustand ein Gauf3-Paket.

Es &t sich zeigen, dass die kohérenten Zustande ( die ja, wie gezeigt, normierbar sind), die
Orthogonalitétsbedingungen und die Vollsténdigkeitsrel ation erfillen.
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Zeitliche Entwicklung eines quasiklassischen Zustands

Der harmonische Oszi sei zum Anfangszustand in einem bestimmten |a) - Zustand:

y (0)) =[ao)

Wir wissen:
2
Bl n

_ 2 o] a i
|a > =€ a «/ﬁ |J n > . Die Zeitentwicklung der quantenmechanischen Eigenzusténdeist jedoch
n :
aus der zeitabhangigen Schrodingergleichung bekannt:

E
Ya(xt)=e "yu(x)
Wir haben oben den Ortsschieber kennengelernt ! Hier sehen wir wieder hinsichtlich der konjugierten Variablen
Zeit und Energie: Unser Zeitentwicklungsoperator ist ein " Zeitschieber":

E
e " alsZeitschieber!

Somit kann angegeben werden:

_ Bol® a n _IEL _holz Ciwt . N
[¢} ° ¥ )
|Y(t)>:e 2 aLe h|] n>:e 202 a 0 elnwt|J n>
n . Jnl
Nun ist aber:
Rl -iwt n -iwt

e 2e 2 é_%e‘i“"‘ﬂj n):eT‘a:aoe'th>
L A/nl

Und es ergi bt_si ch der zeitentwickelte Zustand explizit:
- lwt
v )= eT\a =age i“”>
-i_wt
Es gentigt also, g durch ape” wt zu ersetzen und den so erhaltenen Ket- Vektor mit € 2 zu multiplizieren ,
-i_vvt
um vom Anfangszustand zum zeitentwickelten Zustand zu gelangen. € 2 ist dabei ohnehin ein globaler
Phasenfaktor ohne physikalische Konsequenzen. Somit bleibt der kohérente Zustand stets ein Eigenvektor zum

Vernichtungsoperator mit dem Eigenwert Q€ W piesist jedoch nichts anderes als der Parameter

1. n _ _ . -
a) = —2[X(t) + Ip(t)] , der den Zustand des klassischen Oszillators volstéandig charakterisiert.

2

Zeitliche Entwicklung der physikalischen Eigenschaften

Wir verwenden nuna = g€ "t ind erhalten sofort

(%), =2 Retae™)

(P), =+2mawIm(aye ™)



Dies entspricht nun genau den klassischen Beziehungen

2(0) = —=[a(0) exp(- iwt) +a(0)* exp(iv)]

J2
B(t) = '—fz'[a(O) exp(- iwk) - a(0)* exp(ive)]
Wir erhalten
(H), =hw§a0 § "‘%;
DH, =naw|ay |
Dxa = L
2mw

DP, = /M"
2

Somit sind Energie und alle Schwankungen in Energie, Ort und Impuls zeitunabhéngig. Das Wellenpaket bleibt
zu jedem Zeitpunkt minimal. Es zerfliefdt also nicht.

¢ & 12x-(X), 929

ara’ AW EL —I<P> 9'4 DX, &+
Y,(X)=e 4 (‘—94e * %
epi g
a*’-a’ 1 Ciwt i(P) x & 12(X), 929
HBYWOE —— - G 4% DX, 4=
Ya(x,t)=(x|Y({t)=e 4 (;Eme 2 e h g Po
eEP g

Das GauRsche Wellenpaket erhalt also alsZeitentwicklungsfaktor lediglich eine oszillierende Phase. Die Form
des Pakets bleibt vollsténdig erhalten.

-(x), 69
0% 55

Eix
Zuallen Zaten bleibt [ Y, (¥)|° =] o[x- (X)®)]” :\/%VQ § 2

Die Bewegung des Wellenpaketes ist also eine harmonische Schwingung entlang der x- Achse mit der Periode
T = E

w
Waéhrend das freie Gaul3paket zerfliefdt, passiert diesin einem parabelformigen Potenzial nicht mehr. Man kann

sich dies so vorstellen, dass das Potenzial das Paket aus Bereichen mit grof3em Potenzial wieder zurtickdréngt
und so der Verbreiterung entgegenwirkt.

Fir sehr groRRe | @ |&ndern sich die Standardabweichungen fiir Ort und Impuls nicht. Statt dessen werden die
Amplituden <X>(t) und <P>(t) sehr groR im Vergleich zu DX undDP . Mit wachsendem | & |kann man also
€ine quantenmechanische Bewegung erhalten, fir die Ort und Impuls des Oszill ators beliebig genau bestimmt

sind (relativ beliebig genau). Fir groRe | & |beschreibt also der koharente Zustand die Bewegung des

makroskopischen Oszillators gut. Die Ergebnisse sind gleichwertig der Betrachtung von Ort, Impuls und Energie
als klassische Grofen



Bewegung des Gaul3paketes

H
N 41w (x o)
L 0 . x
—4
0 - x
P z:
0 . -
3
——
0 > X

Abb.5.23 Bewegung des zum Zustand |a) gehdrenden Wellenpakets: Unter dem Einflu
des parabolischen Potentials V{r) oszilliert das Paket, chne dabei seine Form zu andern.

Beispiel eines makr oskopischen Oszillator s:

Seien: m=1kg, g~10m/ &, 1 =0,1m

Esgilt: T = Zp\/I
g

Esfolgt: T ~ 0,63sundw=10rad /s

Der Oszillator werde um die Amplitude X, =1CMausgelenkt

Wegen

(X), =4 /& Re(age ™)
mw

gilt:

lal= Xm

on

Diesergibt bei uns einen Zahlenwert:

la» 2,240 >>1
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Die zeitunabhangigen Standardabweichungen in Energie, Ort und Impuls ergeben sich zu

DH,

(H)a

DX, = / h » 2,2><_|_O'18m<<xm
2mw

maw

> » 043071 <«<1
|a|

DP, = » 2,240 Ykgm/ s

® Dv» 2,230 Y m/s<<01m/s

Man sieht: Die Ortsunschérfeist kleiner als ein Kernduchmesser, die Geschwindigkeitsunschéarfe um ghnliche
Verhéltnisse kleiner a's die maximale Geschwindigkeit von 0,1 m/s und auch die relative Genauigkeit der

Osrzillatorenergie ist ausgezeichnet.

Fur die Beschreibung eines makroskopischen Oszillators reichen also die Gesetze der klassischen Mechanik in

weitem Male aus.
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3.5.2 Eigendarstellung: ( Darstellung durch Eigenwerte des Operators)

A = (F 1 |AF ) = ady,
AF ) =a,|F )

Kdiagonal
I\/I_at_rixgleichl@:
AcCK=acX

Behauptung:

(A), =c* AT

3.5.3 Energiedarstellung

in|F) = H|F)
|hCm = é Hijj
j
(i m|Hi j)=Hm =Ejdpy
P EnCy =ihC,

Das Problem zerféllt in einzelne Differenzialgleichungen. Die Komponenten C, mischen dabei nicht !

-I—Emt
Cm(t) = o€ 7
Cm =( m[F)
Vorlesung 20.11.02

Wiederholung:

Projektor:

—\ | = 2
Riy=1i )i [=Ryy
Statistischer Operator:

P=a pPRy=a peh
k k

P21 p
Gemisch <->
P11 "k
reine Gesamtheit:
[e]
P=a ka1j )
k
b $N ® pk :de
P P=Py=i n) ]
P2=P

bei reinen Zusténden ist der statistische Operator ein Projektor auf einen gewissen Eigenzustand.



das heil3t: Bei Messung sind die Anteile der Eigenzustande fiir einen einfallenden beliebig aus den
Eigenzustanden Uberlagerten Zustand bekannt.

L- DarsteII%ng einer L- Observable:
L=L=a i )kl «l
k

G| A j>::'81j
G i[Fi)=ci
AF_k>:ak|Fk>

® Agk = aka(
Eigendarstellung/ Energiedarstellung

3.5.4 Ortsdarstellung

3;5.4.1 Ortsoperator

i (%)) =X (X))

[T)=0 ]l KN ] f)
(j (7)|| f):= f)%()T)

Dies(j (X)| f):= f2(X) entspricht dem Anteil von | f )entlang |j ) an der Stelle (X")im ortsraum
X )= QaxXji (X)) (X)] F) =Xz (X)Xi (X)) =QdX fz (X)X]i (X))

P ®X )= ®|QKf(RX]i (X)) = f-(X)X( (R]i (X)) =

= OIX 5 (X)X (X- X) = fo (X)X

mitf (X)X = o (R)X*

X:=x*
Der ort Als Auswertung des ortsoperatorsim ortsraum

G ()Rl (x) =%d(x-%)=*"d(x- )

Also haben wir_ein Eigenwertproblem:

£%d (X - Xy = xd(X - )

Wihtig: Kets und Bras kdnnen darstellungsfrei sein oder in einer bestimmten Darstellung gewahlt werden. Dies
ist sauber zu unterscheiden !!

3.5.4.2 Impulsoper ator

p|F (D)) = PIF (P))
Pl f)=0dxdax]i () ([P KN )] f)
4 )| f)="1:(x)



Die (| (X)|Pli (X))sind zu berechnen
Betrachte:
G @B )=¢ @I T )= Tdk-x)

Hier wird erstmalig die 1 explizit al's Einheitsmatrix dargestellt. Dies wurde méglicherweise oben hi und da
versaumt !

G GBI (X)) - § (R[5 (x))zET( X)
i (X)) =x]i (X))

G %= (% ®|=xG M|

P (<-%) (B () =2 Td(x- %)

Betrachten wir nun das Verhalten von (J (X) |f)|] ()_(')> in der Umgebung des Ortes x.

Das heift: Wir halten x fest und lassen xlaufen und betrachten, was mit <j (X) |f)|] ()_(')> derweil passiert:

Nun:
1) d(X- X)ist gerade lokalisiert in x'um x. Uberall sonst gleich Null

2) ()_( - )_(') ist eine ungerade Funktion um x (im ort)

3) <] (X) |T3|j ()_(')> ist also eine ungerade Funktion mit Deltaartigem Charakter !
h

Mittels (X- X)j (X)| i (7)): Td(x- X)

Schreiben wir:
(x-%°( ()8 ()= T(&- KN (x- x)
(x- xd(x- x)=0

Dabei wurde verwendet:

f (x)d(x) = f(0)d(x)
xd(x)=0

O dxf(Xd (x) = £(0) = ¢ dxf (0)d (x) = f (0)¢) dxd(x)

Nun:
Entwicklung von

fo(X) um X:

X

PN PPN ¢ S0 LI
fi(x)—f):((x)+(x-x)§f§(x)|)_(+ > ﬂx—,zfi(x)|



Somit:
G GIpli 60) 1) = RBli X)) %)+

(X- X)

+( (P K- X)—f (X)| (i )Pl (X))
Aber: A _

(i ®)pli X)HX-%)'"=0

i32

—f ; (), +O(x%)
‘ﬂx

Somit ist die Entwicklung zur ersten ordnung bereits exak:

(i Pl (X)) F2(X) =G KB (X)) f(®) +{ QB K))X- f)% fo ()|,
(%% (|f )= Td(x- %)
§ @Bl (X)) () ={ (R)|Bl (x“))fi(w?Td(i- 7)% f2 (X)),

Also:

AWK ([Pl (X)) F5(%) = ()X ()| ()‘(’))+(‘)di?fd(>‘<- 7)% (),

O (i ®|pli (x)=0

Dieses Integral verschwindet da, wie oben gezeigt wurde,

<j (X) |T3|j ()_(')> eine ungerade Funktion in x” ist

esverschwindet also alles bis auf die exakt erste ordnung der Entwicklung.

Nun:

O RIB (N15() = 9o+ Td(x- %) £3(%),

s hm oo AT . oy _hE T o
deTld(x-X)Wf;_((x)|_—_—1—f:(x)|

P X (X)|Pi (X))f:(X)=

P o (B () =7 1o

Lezteresist der Impulsoperator inortsdarstellung

A= _
719 = ®)

Also:

p|f)= o (X))——f (X)

§®[f)=1:®

P (i (X)|p )= (X)]i (X))——f ()———f (X)

X

al

fs (X)

Mit dem Impulsoperator in ortsdarstellung:
X<

P

3.5.4.3 Impulseigenfunktionen




saze | f)=|F(B).§ K)|F(B)):=F+(X.P)

G QIFIF (B) = 1-F £ (% P) = B (MIF (P) = PF 5(x,P)
P TP x.p)= BF 3(%.D)
I Ix

Eine DGL zur Bestimmung der Impul seigenfunktionen
DGL I8sen in ortsdarstellung:
i

< = 5 PX
Normierung liefert:
i

—pX
F s (X, Pp)=Ceh
1

V2o’

Problem:

C=

Definitionsbereich von F ¢ (X, P) = Ce”  istnoch unklar

—pX —pX
In der ortsdarstellung F 2 (X, P) = Ce"  hangt F =(X,p) = Ce” " noch von beiden, ort und IMpuls ab.
In der Ortsdarstellung jedoch ist x als Varible und p lediglich als Parameter zu verstehen

3.5.4.4 zeitunabhéangige Schr édinger gleichung

Al A 2
laheg 26 . o 1o 282 &
H=—C=N-gAx +qV =—¢&p- gAQ +qV
ng' qg g 2m§ qAﬂ d
A=A®X)
V =V(X)

Ersteres in ortsdarstellung, letzteresdarstellungsfrei.
der Hamiltonian wirkt dabei auf kets:

Behauptung:

Ersteres in ortsdarstellung:

2 1 é_l L('jz ~

XH =—¢=N- gA= +qV
2meéi g

wirkt auf ortsfunktionen !

In der Schrédingergleichung hat der Hamiltonian im Wesentlichen 2 bedeutungen:

1) er wirkt alsZeitschiebeoperator
2) erwirkt als Energie- Eigenwertoperator

3.5.5 Impulsdar stellung:

AIF (M) = BIF (M)
pd(p- 7)=pd(p- P)=pd(p- P)

Vorhin hatten wir das Eigenwertproblem des Impul soperators in Ortsdarstellung gel st.

ol



Nun machen wir uns an das Eigenwertproblem des Ortsoperatorsin |mpulsdarstellung !

Trivial sind Eigenwertproblem von ortsoperator in Ortsdarstellung und des Impul soperatorsin
Impul sdarstellung:

(FMKi () =(FPIKi (%)

Fi (0):=F 5(p.%)

Dabei:

F B (|_3, )_() als Ortseigenfunktion in Impul sdarstellung,

entsprechend F s * (ﬁ,)_() als Komplex Konjugiertes der Impulseigenfunktion in Ortsdarstellung

Esgilt dann

P3r .(5,%)=- "L F_(p,%)
p i ﬂr) p

22.11.02

Wiederholung:

P|F (D) = P|F (D))

Ppd(p- p)=pd(p- p)=pd(p- p)
i (R) =% (X))

(FMXi ®) =(FP)Ki (X))
FMi ():=F 5(p.%)

Nun gilt:

F5(p.X)=F;*(xp)

Dabsei ist insbesondere die Vertauschung von Ort und Impuls von Bedeutung

r%))Q(F L(F_),)_(): - ElF L(F_),)_()
p | ﬂr) p

Summary:

Wir gehen aus:

Axiome der Quantenmechanik mit

X° 0

divx © 0

Dann: Schrédingergelichung
Wir versuchen, die physikalischen grundgréf3en als Operatoren in ortsdarstellung auszudriicken:



Fa(x0)=( WIF@)=—5e"
2ph 2
LES U
i 1p
F+(p.X)=Fz*(%p)

Von den physikalischen grundgréfRen al's Operatoren in ortsdarstellung kommen wir zum zeitabl eitungsoperator:
no ~ A
F =T1F+ %[H ,F]

Nun sind demnach die Vertauschungsrelationen zu finden:

pi=1T

Und wir kommen von den physikalischen grundgréfRen al's Operatoren in Ortsdarstellung zu den Observablen

A A

F=F"

4. Anwendungen
4.1 eindimensionale Probleme

vergl. Biicher/ Einfithrung/ Ubungsaufgaben

4.2 Der_linear e har monische Oszillator :

Potenzial:



%= Alp+b*
p=Bp-b*
x=x*p AT R
p=p"p Bl I

Wahle:
2AB:?

p [“,6*]:T
%iz(A+6+)
5b=6-5)

4.2.3 Eigenwertproblem

H = B2[5- 5+)2+§mW2A2(5+5+)2

2m
2

2AB :ﬁ b A2=- "

i 4B?

2
~ A A A~ ~A, 2 ~ A A A ~,2

b H :iBzaBZ -bb* - btb+b* 2 +1m/v2A2852 +bb" +b'b+b"

2m g 2 8
An sich koénnen wir A UND B frei wahlen. Bisher wurde nur
A2 = - i

4B?
verwendet.

Wahle nun weiter:

Q-0



272
182_ mw <A

2m 2
Ziel:
Elimination der quadratischen terme des AUfsteigers und Absteigers
2
A2 =- h_
4B?

1 g2 mw? 7?2

2m 2 4B?

Diese Gleichung besitzt 4 Lésungen.
Weiter wussten wir jedoch noch, dass B rein imaginér sein soll !!

Also:
__j [hmw
2
[n
“\2mw
Einsetzenin
_1 A A T "+262 1 2A2882 | O0F L LR L G420
H=—"B2-bb" - b'b+b* 2 +=mw2A2&H2+pb* +b*b+b*" 2
2m g 2 8 7]
b H=- " (a6 - 2675)="2 56" +5°6)= "2 (6.6°]+ 26°5)

H =mib "5+ 557

Dawir nun dreidimensional rechnen, miissen wir jedoch noch den Kommutator zwischen |b, b* | etwas
spezialisieren:

A ~ A

b, 5% |=1=b,6% - b,

Also folgt:

H = hwb B+ hw
Eindimensional:2

H =Awb*b +%hw

Satz:
Esqgilt:
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Alle Operatoren mit den angegebenen Vertauschungsrelationen besitzen sogenannte
STUFENEIGENSCHAFT!

Stufeneigenschaft

Alun) =nluy,)

Betrachte b9A|u,, ) = gbu,) +AbYu, ) =bnju, )
= ﬁ‘f)qun> =(n- q)‘ﬁqun>
(6+)qun> =(n+q) (6+)qun>
Also:

Als Eigenwertproblem von n gewinnt man folgende Reihe:

Analog:

A

n

Zum Eigenwert gehdrt Eigenfunktion
n-q b%u,, >
n-1 bun>
n |un>
n+1 b+un>
~+
n+q (b+) Un>

Einwurf und Fortfiuhrung: Koharente Zustande

1. Koharente (quasiklassische) Zustande

1.1 Abstract

Untersucht man die stationéren Zusténde |j n> des harmonischen Oszillators, so sind die Erwartungswerte von

Ort und Impulsin einem solchen Zustand Null. Statt dessen ergeben sich von Null verschiedene



Erwartungswerte < X 2> und <F’2> , sogenanntes Quantenrauschen, welches fir die Heisenbergsche

Unschérferelation verantwortlich ist.
Aus der klassischen Mechanik ist jedoch bekannt, dass Ort und Impuls eines Oszillators sich periodisch éndern.
Sie kdénnen nur dann konstant gleich null sein, wenn das auch fir die Energie der Fall ist.

A 1
Fur die Energie gilt jedoch: <H > =(n+ E)hv . Bekanntlich gelangt die Quantenmechanik fur grof3e

Quantenzahlen hinsichtlich ihrer Ergebnisse zu den gleichen Resultaten wie die klassische M echanik.

Es dréngt sich also die Frage auf: Kann man Quantenzusténde konstruieren, fir diedie physikalischen

V oraussagen der Quantenmechanik zumindest bei einem makroskopischen Oszillator mit den Aussagen der
klassischen Mechanik identisch sind ?

Derartige Zustande existieren. Es sind kohérente Uberlagerungen aller stationaren Zustande |j n> . Man nennt

sie deshalb auch quasiklassische oder kohérente Zustande.

Bei der elektromagnetischen Strahlung kann man den Fall beobachten, dass klassische L dsungen tibergehen in
Effekte, die deutlichen Quantencharakter zeigen. Die Interferenz von Photonen am Doppel spalt bei auf3erst
geringen Intensitaten ist nur ein Beispiel. Die kohdrenten Zusténde spielen deshalb auch in der Quantenoptik
eine grof3e Rolle. Sie wurden von Glauber eingefiihrt und heif3en demnach auch

Glauberzustande.

Bekanntlich vertauschen die Operatoren fur Ort und Impuls nicht. Ein Zustand, aus dem exakt die klassischen
Ergebnisse resultieren kann demnach gar nicht existieren.

Wir begniigen uns mit der Suche nach einem Zustand, fiir den zu einer beliebigen Zeit t die Erwartungswerte von
Ort, Impuls und Energie moglichst nahe an den entsprechenden klassischen Werten liegen.

Das Ergebniswird ein Kompromiss sein, bei dem keine der drei Observablen vollstandig bestimmt ist, jedoch
wird sich herausstellen, dass man im makroskopischen Grenzfall die Standardabweichungen der Gréf3en
ganzlich vernachlassigen darf. Am Beispiel eines makroskopischen Oszillators wird gezeigt, dass beispielsweise
die Ortsunschérfe weit unter einem Kerndurchmesser liegt und damit die Ergebnisse der klassischen Mechanik
weit genauer sind als dass man in makroskopischen Grenzféllen ihre Abweichungen mit physikalischen

M ethoden heute messen kénnte.

2.2 Der klassische Oszillator

Wir erinnern uns an die hamiltonschen Bewegungsgleichungen des Oszillators mit Masse m und Kreisfrequenz
W

d .1
Ex(t) = p(t)

£ p(t) =- mwx(0)

Der Einfachheit halber werden dimensionslose Gréf3en eingefiihrt:



R(t) = bx(t)
5(t) = L
p(t) = ™ p(t)

b= W
h

Die Bewegungsgleichungen lauten:
220y =w pt)
at

< p0) =-w i)

Klassisch ist ein solcher Oszillator bestimmt, wenn fiir alle Zeiten Ort und Impuls bekannt sind. Das Problem
des Oszillators eines Freiheitsgrades ist also zweidimensional, man fasst die beiden Grof3en x und p zu einer

komplexen GroRe a (t) = %[)A((t) + If)(t)] zusammen.

Das Gleichungssystem ist dann aquivalent zu einer Gleichung

%a () = - iwa ()

Die Losung lautet
a(t) =a (0)exp(- iwt) mita(0) =ao = %[2(0) +ip(0)

1. i
In der komplexen Ebene beschreibt a (t) = E [X(t) + Ip(t)] einen Vektor, der mit der

()

Winkelgeschwindigkeit - W um den Ursprung rotiert. Dabei gibt die Abszisse fan, auf der Ordinate findet

p(D)

sich f . Die Darstellung ist also sehr einfach und eine Bewegung mit bestimmten Anfangsbedingungen ist

durch den Punkt & g bereits vollsténdig charakterisiert.

Ausa (t) =a (0) exp(- iwt) ergibt sich mit a (t) = iz[ﬁ(t) +ip(®)] nun:

2z
(0 =[a O (- ) +a (0)* expliwt)]

- - . .

t) =—1a (0) exp(- iwt) - a (0)* exp(iwt
PO ==l (O ep(- iwt) - 2 (0)* exp(iwt)]
Die klassische Energie des Systemsist zeitlich konstant:

_ 1 2.1 2 2
E =5 -[pO] +Zmw?[x(0)]

e = o0 [0} o

Fir einen makroskopischen Oszillator ist die Energie viel grofer als AW . Also gilt |a0| >>1

2.3 Definition der quasiklassischen Zustéande




Ziel: Die Erwartungswerte <)A(>, <I5>,<I:| > sollen zu allen Zeiten praktisch gleich den Werten X, P, H der

klassischen Bewegung sein.
Einfach ist die Berechnung der Erwartungswerte in algebraischer Schreibweise. Ort, Impuls und Energie werden

dabei durch Auf- und Absteiger ausgedrtickt:
- 1
X=bX =——(a+a")
J2
P=-—(a-a")

b J2

H =hw(a'a +%)

p=

wegen <a+> = (a) * ist zun&chst & wieder als "komplexer, hermitescher Operator” zu sehen, dessen Realteil

dem Ort und dessen Imaginérteil dem Impuls entspricht.

Die zeitliche Entwicklung eines Matrixelements erfolgt durch die Differentialgleichung

i % @)V =(aH]®
[a,H] = hw[a, a+aJ =hw a

Also folgt eine Differentialgleichung fur den Absteiger
(a)(t) = (a)(0)e- ™Y

mit [a+ , HJ = hwla+ , a*aJ =-hawa" folgt:

<a+>(t) = <a+>(0)e(‘W‘) = (a)* (0)e™)
Diese Bewegungsgleichungen fur Auf- und Absteiger entsprechen der klassischen Gleichung

a (t) =a (0)exp(- iwt)

Werden die Losungen fir die zeitliche Entwicklung dieser Operatoren in unsere Definition von Energie,Ort und
Impuls eingesetzt, so ergibt sich:

(%) =5 aran)) =l al0e ™ 4 0 0]

<FA’>(t) = -<\iﬁ(a- a+)> =- %[{a}(o)e-iwt - (a)* (O)eiwt]

a3 _ ~ _ + 1 _ + hW
(R)®) =(R)0) = hw<(a a +E)> = hw<a a>(0 —
Vergleicht man dies mit der Ldsung fir den klassischen Fall ( Remember: Ort und Impuls wurden als komplexe

Zahl a (t) = %[)A((t) + if:)(t)]zusammengefasst, deren Bewegungsgleichung %a (t) = - iwa (t) beide

Hamiltonsche Gleichungen erfuillt), die denn lauteten:
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R(t) = —=[a (0) exp(- iwt) +a (0)* exp(iwt)]

So ist notwendig und hinreichend fir unsere Bedingung

<>2>(t) = X(t)
(P)®) = p(t)
dass

(a)0) =a,

Unser Ziel war es nun jedoch, durch den Vergleich mit dem komplexen Parameter zur Charakterisierung der
klassischen Bewegung Zusténde zu suchen, in denen die klassi sche Bewegung quantenmechanisch moglichst gut
approximiert wird. Diese Zustandsvektoren miissen normierbar sein und wir erhalten als erstes die Bedingung

(a)0) =(Y ()Y (9)) =a,

Eine weitere Bedingung wurde uns durch die Energie geschenkt, fir die gilt:

(Rt =(A)O = hw<(a+a+ %)> = hw<a+ a>(0) + %W = hwlao|?
N&herung:

hw
Dafir einen klassischen Operator |a O| >> 1 kénnen wir den Term 7 vernachlassigen und es gilt als zweite

2
Bedingung an den Zustandsvektor <a+a>(0) = |a0|

Diese beiden Bedingungen gentigen jedoch zur Bestimmung des normierten Vektors | Y (0)> bisauf einen
Phasenfaktor.

Wirkung des Vernichtungsoper ator s auf quasiklassische Zustande

Mit dem Operator
b=a-aj

Kann die Norm desKets b(@ )| Y o) berechnet werden:

(Yo" @o)b@o)| Yo)=(Yola"aYo)-ao(Yola™|Yo)- ag*(Yold Yo)+ag*ao
Mit

(a)(0) =(Y (0fa]Y (0)) =aqund (a"a)(0) = lag|” folgt dann:

(Yolb™@0)b@o)|Yo)=ap*ag-a@o*-a@o*+ag*ag =0
Jedoch ist nur der Nullvektor vom Betrag Null, woraus folgt:

b@ o) Yo)=0
also:

alYo)=ao|Yo)



Somit folgt aus unseren Bedingungen, dass | Y0> Eigenzustand zum Vernichtungsoperator mit dem Eigenwert
a g sein muss, damit der Zustandsvektor | Y > den Bedingungen einer klassischen Bewegung mit dem
Parameter @ g geniigt. Im Folgenden heile | Y0> |a 0) Der Eigenvektor von azum Eigenwert a ist |a)
ala)=ala)

Aus dieser Eigenwertgleichung lassen sich die Ldsungen |a ) bestimmen, indem |a) inden

guantenmechanischen Eigenzustanden des harmonischen Oszillators entwickelt wird. ( Diese ergeben sich durch
L 6ésung der Schrédingergleichung):

l2)=a c,@)li n)
Die Wirkung des Absteigers auf die gm- Eigenzustéande ist jedoch bekannt:
[¢] .
ala) = aacn(a)IJ n) = ac @Wnli n.1)=afa)=ad c,@)i n)
n

aCn(a)\/—“ n1> aacn(a)“ n)

n

a
ﬁcn(a)

(V erschiebung des Summationsindex)

® chy@)=

Man hat also eine Rekursionsformel fur die Entwicklungskoeffizienten gefunden:

a n
ch@)=—=¢co@)
Jni
Esbleibt nun also, Cq(@ ) zu bestimmen. Allerdings kennen wir weitere Bedingungen an die C,, (@) . So sollten

namlich alle Zustande |a ) normierbar sein. Dies bedeutet jedoch, da die quantenmechanischn Eigenzustande
selbst normiert sind:

|a |2n

lco(@) Pl co(a) [? €

Ale.@) =1=8
n n

Vereinbaren wir noch, dass C (a ) reell und positiv sein soll, so ergibt sich:
-R[’
co@)=e 2
|2

Ll an
_ > 8 .
® |a)=e an_\/ﬁh n)

Die kohérenten Zusténde sind damit vollstandig bestimmt.

2.4 Erwartungswerte und Streuungen von Energie, Ort und I mpuls
kP n

o a .
Nun kann man die Energie eines Oszillators im kohérenten Zustand |a) =e 2 a T |j n> berechnen und
nl

mit dem klassischen Ergebnis vergleichen:



: . . 1 :
Eine Energiemessung liefert den Wert E,, = (n+ E)hw mit der

a |2n

.- . 2 -k S . .
Wahrscheinlichkeit P, (a) = |Cn| =e Rl l—l . Diesist eine Poisson- Verteilung.
n
Man sieht, dass auch die Wahrscheinlichkeiten einer Rekursion genuigen:

p@=2Lp @
n

Aus dieser Beziehung | &%t sich ableiten, dass P, (&) fur n = ganzzahliger Teil von | & |2maximal wird ( unter
der Bedingung, dass n ganzzahlig ist).

Mit (@ [a*dla)=a*a sient man:

1u

A 1y

H> —hwaAa a+— aa nw & a+—':hW§a +—7
(W), =wlalg )= va+ 2h=mwda [+ 24
Fir unserer Bedingung an makroskopische Oszillatoren: | @ |[>> 1,sieht man also, dass die im kohérenten
Zustand zu erwartende Energie nur wenig von der Energie E,,abweicht, die bei Messung in |j n> mit

maximaler Wahrscheinlichkeit P, (&) zu erwarten ist.

Ebenso einfach kann man mit Hilfe von la a*J =1 den Erwartungswert

<I:I 2> :h2w2<a|ga a+_, > hz\Nzga|4 +2|a |2 +%gberechnen
a

und man erhélt dann eine Standardabwel chung

DH, =7w |a |
Dierelative Standardabwei chung
DH,

1
——— » — <<1fiirgroRe |a |
<H> la |

a

Damit ist die Energie im kohérenten Zustand relativ gut bestimmt

Remember:

X =bX =~ (a+a’)
NA
p=lp-__ 1 (@a-a")

hb J2

Somit, wie jeder |eicht nachrechnen kann, ergibt sich:

(X), = J% Re(a)

(P), =~2miw Im(a)

), =gl oa

7, =k o



Also kann man direkt die Standardabweichungen angeben:

DXa = L
2mw

DP, = mw
2

Beide hangen nun nicht mehr von @ ab und Ihr Produkt liefert den nach der Unschérferelation minimalen
erlaubten Wert:

DX, DR, ="

2.5 Erzeugung quasiklassscher Zustande aus dem Grundzustand

Wir definieren den Operator
D(a) =€ "3

D*(a) = gba-aa)

Mit Hilfe von [aa+,a *a J:a*a =la |?und

-[AB]
e™B =efeBe 2 1als[[A,B], A]=[[A,B],B] =
folgt:

la|?

D@)=e 2@ ¢g2"a

Wenn wir diesen Operator nun auf den Grundzustand der quantenmechanischen Zustande |j 0>Wi rken lassen,

so ergibt sich wegen

*\2,2 Y
e o) = gl as@)8° )2|a +HJ 0) =li o)
é - i
f | 5 @a ) _|a|2 2
D@)i o)=e 26 i g)=e 2@ 1] o)=e rIJ n) =[a)
o]

DieWirkungvonD(@) =e 2 2 g2 g folglich die unitére Transformation, die aus dem Grundzustand

|j 0> den quasiklassischen Zustand |a ) erzeugt.

2.6 Koharente Wdlenfunktionen in Ortsdar stellung

Bleibt noch, die Wellenfunktion
Y, (X)= (x|a) = (x|D(a )|j 0) zu berechnen ( |a) in Ortsdarstellung)
Dazu kann man den Operator

aa” - a*adurch X und P ausdriicken:
mw aa a*o [

X -
\/— 7] maw

aa*-a*a—

ervog



Darausfolgt:

g@ a* o i aa+a*43 a*?-g?
D@)=e®@ 2 = ¢ §72 o e VWWE V2 g o 4

Dies kann nun zur Berechnung der Ortsdarstellung des kohédrenten Zustands herangezogen werden:

aa-a*g i aatar a*2-g2
\/79 =X - +
Yo (o= 78V e e FWE T ¢ )

a*’-a’ a a* o, i a@+a* o

Y.(x)=e 4 <x|e ST 5 e T e V2 o i o)

i aa+a*

a*2-a? mw aa - a*g o)
_— \’_Q X —9 =
Ya(X):e 4 e n & 2 E<X|e wé 2 ﬂ|l O>

il P
e " istjedoch gerade der Translationsoperator um | langs der x- Achse. Darum gilt:

i aata*o

-—_—— P
\] 2mw
mw aa *EX
Ya(x)=e 4 ‘/7 “/5 2 Oéx- / @@ +a*)—

Wegen

(X), =/ Ref@) = | ~1—(a +a*)
(P), =+2maw Im(a) = 1/@(& -a¥*)

kann man schliefdlich schreiben:

a*z_ az i(P)a X
L e )
Yo(X)=e e J olx- (X),
Fazit: Multipliziert man die Wellenfunktion j ¢ (X) des Grundzustands des eindimensionalen Oszillators mit
i(P), x
dem oszillierenden Faktor € 7 und verschiebt man sie dann um <X >a langs der x- Achse, so erhadlt man

a*Z_aZ

die Ortswellenfunktion fir den Zustand |a ) Der Phasenfaktor € 4 kann man vernachlassigen, daer
physikalisch keine Rolle spielt.

Aus der Quantenmechanik ist bekannt:
1 emw’o
aaw 61 & on h

X)=¢c—= e
jo(¥) = gphg T



1§e XX 0
W 04 & 4(DX, Y 5
Jo(¥= P %V 5
eph g
Somit gilt:
1 B1e(x), 69
o G 4% DX,
olx- (x), )= Eor2tes % P 7o
eph g
und man kann explizit angeben:
o2} _ ..20
a3y EI00.00
Y,(x)=e 4 éﬂge hooee " P
epn g

Die Wahrscheinlichkeitsdichte des kohérenten Zustands im Ortsraum ergibt sich demnach zu

£ e (. ¢
W O 28 DX, 5*
Y —= e® 2
Ya () W/Qp e

Man erhélt also firr jeden |a ) - Zustand ein Gaulk-Paket.

Es &3t sich zeigen, dass die kohérenten Zustande ( die ja, wie gezeigt, normierbar sind), die
Orthogonalitétsbedingungen und die Vollstandigkeitsrel ation erfillen.

2.7 Zeatliche Entwicklung eines quasiklassischen Zustands

Der harmonische Oszi sei zum Anfangszustand in einem bestimmten |a ) - Zustand:

y @) =lao)
Wir wissen:

kP n

— 2 a4 i
|a > =€ a m |J n > . Die Zeitentwicklung der quantenmechani schen Eigenzusténdeist jedoch
n vIE
aus der zeitabhéngigen Schrodingergleichung bekannt:
JEt

ya(xt)=e "y (x)

Somit kann angegeben werden:

N a.n iEt Rl -iwt o al
_ 9 3o Do\ 0 t
y@®)=e 2 a-—=e "|i,)=e 2e?2 q Y
n vn! n Vi
Nun ist aber:
Bol* -iwt a n -iwt
2 0 - inwt|; — — - iwt
ezezaﬁe' |Jn)—e2‘a—aoe'>
Nt

Und es ergibt sich der zeitentwickelte Zustand explizit:



ﬁ
y (1) =e 2 \a =age iw‘)
-i_vvt
Esgenligt also, @ g durch a g€’ wt zu ersetzen und den so erhaltenen Ket- Vektor mit € 2 zu multiplizieren ,
-i_vvt
um vom Anfangszustand zum zeitentwickelten Zustand zu gelangen. € 2 st dabei ohnehin ein globaler
Phasenfaktor ohne physikalische Konsequenzen. Somit bleibt der kohérente Zustand stets ein Eigenvektor zum

Vernichtungsoperator mit dem Eigenwert a € W biesist jedoch nichts anderes als der Parameter

1. i
a()= E [X(t) + Ip(t)] , der den Zustand des klassischen Oszillators vollstandig charakterisiert.

Zeitliche Entwicklung der physikalischen Eigenschaften

Wir verwenden nuna =a g€ "t ind erhalten sofort

(X)a = JriW? Re(aoe ")

(P), =~2miw Im(a pe’ ™)

Dies entspricht nun genau den klassischen Beziehungen

(0 = [a O (- wt) +a (0)* expliwt)]

n _-_i K ) N )
p) = ﬁ[a(mexp( iwt) - a (0)* exp(iwt)]
Wir erhalten

<H —hW§a0| +—’

DH, =#aw |ag |
D)(a = L
2mw

DP, = /W
2

Somit sind Energie und alle Schwankungen in Energie, Ort und Impuls zeitunabhéngig. Das Wellenpaket bleibt
zu jedem Zeitpunkt minimal. Es zerflieldt also nicht.

2 1a-(X), 00

a*-a’ 1 i(P)a D i+
Y,(x)=e 4 Q—248 ho g® * 2 oyirg
epr g
a*’-a’ Lo-iwt i(P) x ?%H-é;) ??
Ya(xt)=(x|Y({)=e 4 (;E—gg“e 2 g h g * Po
epr g

Das GauRsche Wellenpaket erhélt also alsZeitentwicklungsfaktor lediglich eine oszillierende Phase. Die Form
des Pakets bleibt vollstéandig erhalten.

g1 (X),0¢
Zu allen Zeiten bleibt | Y, (x)|2 :|j O[X' (X)(t)]|2 = /gﬂg eg 2§ DX 54
e ph

Die Bewegung des Wellenpaketes ist also eine harmonische Schwingung entlang der x- Achse mit der Periode
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w

Waéhrend das freie Gaul3paket zerfliefdt, passiert diesin einem parabelformigen Potenzial nicht mehr. an kann
sich dies so vorstellen, dass das Potenzial das Paket aus Bereichen mit grof3em Potenzial wieder zurtickdréngt
und so der Verbreiterung entgegenwirkt.

Fir sehr groRe | @ |&ndern sich die Standardabweichungen fiir Ort und Impuls nicht. Statt dessen werden die

Amplituden <X>(t)und <P>(t) sehr groR im Vergleich zu DX undDP . Mit wachsendem |a |kann man also

€ine quantenmechani sche Bewegung erhalten, fir die Ort und Impuls des Oszill ators beliebig genau bestimmt
sind (relativ beliebig genau). Fir groRe | & |beschreibt also der kohérente Zustand die Bewegung des

makroskopischen Oszillators gut. Die Ergebnisse sind gleichwertig der Betrachtung von Ort, Impuls und Energie
als klassische Grofen

Bewegung des Gaul3paketes

N LAy
L _.r__ x
4
0 - x
4
»X
f
——
9 X

Abb.5.23 Bewegung des zum Zustand |a) gehdrenden Wellenpakets: Unter dem Einflu
des parabolischen Potentials V{r) oszilliert das Paket, ohne dabei seine Form zu andern.

2.8 Beispia eines makroskopischen Oszillators:;

Seien: m=1kg, g~10m/ &, 1=0,1m

Esgilt: T = Zp\/I
g9

Esfolgt: T ~ 0,63sundw =10rad /s
Der Oszillator werde um die Amplitude X, =1CMausgelenkt



Wegen
f 2h -
<X>a = mRe(aoe IWt)

gilt:
_[mw
la ==
2h
Dies ergibt bei uns einen Zahlenwert:

la |» 2,240% >>1

Die zeitunabhangigen Standardabweichungen in Energie, Ort und Impuls ergeben sich zu

DH4 » ﬁ » 04101 <<1
a

(H)a

DX, = / N 2,240 8 m<< x,
2mw
DP, = /”‘ZW »2,2X0 Vkgm/s

® Dv» 2,230 1 m/s<<01m/s

Man sieht: Die Ortsunscharfeist kleiner als ein Kernduchmesser, die Geschwindigkeitsunschéarfe um ghnliche
Verhaltnisse kleiner al's die maximale Geschwindigkeit von 0,1 m/s und auch die relative Genauigkeit der
Oszillatorenergie ist ausgezeichnet.

Fir die Beschreibung eines makroskopischen Oszillators reichen also die Gesetze der klassischen Mechanik in
weitem Mal3e aus.
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% =-w2k
= mw -~ . 1 -
=, |—X+i.[——P
2h 2hmw
Se o [mwe iJ 1 =
2h 2hmw
V ertauschungsrel ationen:
n:=b'b
b [16°]=6"
[7,6]=-5
bA = (A+1)b
+ ~

ql N,g3 0

Dies definiert Operatoren mit sogenannter STufeneigenschaft
~n 3

H =awb™b +Ehw

Eindimensional:
~c 1

H =awb™b+ Ehw

Stufeneigenschaft:
Alun) = nlu,)

Betrachte b9fu, ) = gb%|u,,) +fib%|u, ) =b%n|u, )

= ﬁ‘ﬁqun> =(n- q)‘ﬁqun>

Analog:
(6+)qun>

b ur)=(0+a)

Also:

A

n




Als Eigenwertproblem von n gewinnt man folgende Reihe:

Zum Eigenwert gehdrt Eigenfunktion
n-q b%u,, >

n-1 bun>

n |Un)

n+1 b+un>

n+q

ﬁ‘Bqun> =(n- q)( Bqun>

Weiter:

<6qﬂunH 6q+1un>3 0
<6q+1un H Bqﬂun> = <6qun
<6qun Hﬁqun>3 0

P (n-g30P n3g30

Die Eigenwerte von N sind nicht negativ !

6*66qun> :<6qun

ﬁf)qun> =(n- q)<60'un

Bqun>

Far n=q

S n+l “n+1 —
<b”+ un‘ b"* un> =0
p 6”+1un> =0
Speziell: n=0

bUO> =0

Ist n Ganzzahlig ?
Annahme: n ist nicht Ganz :

Sei [n] die kleinste ganze zahl mit der Eigenschaft [n]>n
Beispiel: [27,3]=28

Somit:
ﬁ‘B[“]un>= (n- [n])‘B[n]un>
(n-[n)EO

Diesist nicht moglich ( negativer Eigenwert), es sei denn:

y [B,) =0



2) oder: [n] =n, asonganzzahlig

nehmen wir, um dies zu kléren

<6qﬂunH 6q+1un>3 0
<6q+1un H Bqﬂun> = <6qun
<6qun Hﬁqun>3 0

P (n-g30P n3g30

6*66qun> :<6qun

ﬁf)qun> =(n- q)<60'un

Bqun>

und ersetzen g durch g-1

Also:

<6qun Bqun>3 0

b%;, [b%, Y(n- g+1(b% b
(% [6%un )0~ g+ (6%,

t;q'lun>:...:(n- q+)(n- g+2)(n- g+3).....0- ])n<60un

<60un Boun>:(un Jun) =1
Setze:

q=[n]:

<6[n]un HB[n]un>3 0=

(n- [n] +1)<6[”]'1unH6[”]'1un> =...=(n- [n] +1)(n- [n] +2)(n- [n] +3).....(n- Dn
(n-[n+1)>0
(n-[n]+2)>0..

(n-1) >0

n>0

p <6[”]unH6[”]un>>O

b ‘6[”]un>1 0

Somit ist Annahme 1) falsch.
Also muss nganzzahlig sein !

Esqgilt:

ey 1
Hlu,) = awb*buy,) + Ehw|un) =Ey|un)

1..
E:hwﬁw—g
e 2g
n=012...
Aw
E,=—
072

Die Energieeigenwerte des harmonischen Oszillators sind al so &quidistant.

Es handelt sich somit auch bei Gitterschwingungen, die durch den harmonischen Oszillatzor beschrieben
werden, um quantisierte Erschinungen



nist dann al's Anzahloperator der Phononen mit Frequenz W zu betrachten !

4.2.4 Ereugungs- und Vernichtungsoper atoren

ﬁ‘Bqun> =(n- q)‘Bqun>

5", = (0 + )5, )

n

Speziell: N=0, g=0

Alug) = Olup) =0

n=0,0=1

ﬁ bUO> =- ].‘bU0>

Dies darf jedoch nicht sein ( siehe oben)
Also:

6u0> =0
Andererseits(n=0,g=1):
6+u0> :ﬂ6+u0>

Somit bezeichnet man b als Phonone- Vernichtungsoperator und b* als Phononen- Erzeugungsoperator

n

Satz:

6+un> :Jn_4r1|un+1)
)~

Satz:

Die Oszillator- Eigenfunktionen sind vollstandig:

[o]
a |un)un|=1
n
In der Eigendarstellung des Anzahloperators ist A diagonal

b, )

Matrixschreibweise mit by = (uy|

@ 2
c 0 2 N
5=t . G
¢ 0 *
g... e
20 O 6
¢i o o I
b*=¢ V2 0 077
¢ 5o -
<. :



go
(;0 1 0 -
n=¢ 0 2 07
g -
c 0 3 =+
g... p
#0 i
- cV1 0 2 *
R=|—¢ 2 o B3I
2mw ¢ :
G V3 0 ¢
9 -
e.... g
g - ;
hmgﬁ 0 -4 +
p=i"™ 7 o -3
2 C -
¢ NER
<. .

Abstrakt |ait sich zwar leichter rechnen, jedoch hat man dann keine Wellenfuntion in ortsdarstellung und damit
auch keine Dichteinterpretation.

Es kdnnen also keinerlei Wahrscheinlichkeitsaussagen gegeben werden.

Wir brauchen einfach Wellenfunktionen in Ortsdarstellung !

4.2.6 Ortsdarstellung
i (%)) =X (%))
Fir den eindimensionalen Fall:

i () =xi (%)

Eigenwertproblem:

AL A

Wir brauchen N in Ortsdarstellung, wissen dassi =b*b.

Also brauchen wir 6+6 in Ortsdarstellung.
u)=0 i (X (M]|u)

G 00]bu) =" B4 (9]u)

G 09u)=F(x)

Diesist der typische Ansatz fiir den Ubergang in die Ortsdarstellung !!



6+ \/ITW _ | 1 ﬁ
2h 2mw

meW 1 El_JMg(_Jil
th\Nlﬂx 2h

2mw X
/ X+i f
2h thw

R = mw§(+i\/ 1 nf_fowe [ 7 T
2h th\Nl‘ﬂx 2h

2m/vﬁ
|: _
()= é 2mw ﬂXB ( X)
F -
)= é 2mw ‘ﬂxg (X)
Schreibe:
mw
X .=, |—X
h
& lae 10
*bF (X) = —=gX +—3F (X
() ng X (x)
o+ 1 e ﬂ 0
*PTF (x) = - —F
) 28 g *)
Wir wissen Uber den Grundzustand:
|u0):|bu0>:o

1le 0
P 56 + 1% =0
\/E X 1]
Weiter Uber die Erzeugung der angeregten Zusténde aus dem grundzustand:

U
b Jun) = — 6" |uo)

3

..N
1 = 0
P F o) = - 12 Foto)
V2! X g
Diesist gerade die Hermité- Differenzialgleichung.
Losung dieser Diffgleichung sind die Hermiteschen Polynome:

XZ
mw 1 ey
F (x):,f— H (x)e 2
" hp 2" "
Mit

_ n _x? d" X2
Ha) =(- 1)'e" —e

Xn

Vorlesung 29.11.2002
Wiederholung:

H =Awb™b +%hw



H]j ) = Enli )

E, =hw(n+i2L)

Alun) =nlup),n=012...
b*|up) = vn+1upy)

Ortsdarstellung

XpF (x) = éJ—x+ ﬁﬂ—if (%)
a
Ko+ _ & mw h
b F(x)—g\/gx- \/me‘ﬂ 5 iF (X)
Mit
§+igFo(x):0
X g
1 & 106
F,x)= -—= F
(X) \/ﬂgx ﬂXg O(X)

L 6sung dieses DGL- Systems fihrt auf die Hermiteschen Polynome

4.4 Praparation und M essung
4.4.1 Streuung einer Observablen

Remember:

~ 9 E B ~

<F|F)>-—a al™1 =(F|F|F)
k

Als Erwartungswert einer Observablen F

Streuung und Varianz:
Streuung/ Varianz:

V<I£|F>):ék qk|F>[I K <|£|F)>]2 :ék- qk|F>§ k2 - 2 k<|£||:)>+<|£||:)>2§
2

P V(ﬁ|F>):é} qk|F>§k2 <F|F>> 4 a a1 - ()



k

b é Pl G wlli VG IF)=(FIF?IF)
18- () 4= (F7m)- (Fey) =v(fe)
(F|F>) (F20))- (Rey)

FIE - (FEIFIF) = (FIE7- 22 [E1F) +(FIEIF12)F)
- (FIE2- IR = (F E2F)- (FIFIF ) = ViRe )

Satz:

Ist F selbstadjungiert, soist auch F + a,a = a* selbstadjungiert

BeweiAs: A
(FIF+a)y)=(F[F)Y)+a(Flv) = (FF|¥)+(aF | ¥)=([F +aF |¥)
Mit

VEey )= (F I - (FIEIF)PIF) = (B - (FIFIFDE(E - (7 IEIF))F)

-IF - FIFIF)

Satz
Ist| F> streuungsfrei beziglich der Observablen If , S0 liegt |F> in einem Eigenraum zu If .

Besitzt F nur eindimensionale Eigenraume, so gilt:
$m:|F) = Culi m)

Beweis:

Streuungsfrei:

Ve )=0=(FIF - (FFIF)IF)
b - (FIFIF))F)=0
FIF) =|F XFIFIF)

Alsoist ) )
|F) Eigenvektor zu F mit dem Eigenwert Fiy.

FIEF)F[E - FIFIF))F)

Tl

(C8



Nun:

=|. a\ _ . a

Flii « >—| k‘] k >

Mit

a =12,...,t, Eigenvektoren der Entarteten Eigenwertgleichung

ty damit Entartungsgrad ( = Dimension des Eigenraumes zum Eigenwert | K -
Somit:

. -8 bl: b
$m:|F)=a cn ‘j m >
b
Sei | | nicht entartet:

$m® |F)=dj m)

c=¢e

4.4.2 Wahrscheinlichkeit von M esswerten:

Intensitaten im diskreten Spektrum:

ad™ =(FJi )k IF) =i kP

ohne Entartung
und

ad™ =(FI& 1@ )i ) =16 lIF )

a = :L..,tk
mit Entartung

Dabei ist

o] . a . a
& [i )i«
a

a ::L..,tk

Der Projektor Pk auf den Eigenraum zu | Kk mit der Dimension tk

al™ =(F|& ‘i ka><j < |F>:<F|Pk|F>:<Pk|F)>

. 0]

(Fyey) =lRen )= 988 |12 2 e 2

a i)
a

:Pk



j |a><J IaPk“F>:

al™ =(FIR|F) =(F &
la

J'|6;>

=a <J 2 Pk‘|F><F|
l,a

[FXF 1= Bey
b al” =8 (i *R|Re| |a>:$(PkF1F))

la

Beispiel: Stern- Gerlach- Versuch:
Der Stern-gerlach Apparat erzeuge bei SPin 1/2 zwei teilstrahlen:

Beispiel: Bei Errichtung entlang der z- achse:

j22)=17)
it
Das Gleiche in x- Richtung:
i)

i)

L,

i ) =12 +)
I:Xj _X>:|_Xj _x>
Dabei:

1, =1

| =1

Somit haben wir die Spektraldarstellung des Stern- geralch Apparats:
S (P B
o=l X 9]
[ (I (I T
as Vollstandigkeitsrelation
E:ké lk‘j ka><j < ‘

a

L, =

|

+

.+

PN

Li ) =Tli o)

Wir schreiben:



.-'+

L)
ST (TP RO T e

o [P (I T

=2

j_2><j |z

> |
N
+

11
—
+
N
Eree
+
N
-l
- —
'

N
~———
—_

N

.+

=28
)

,_
x
+
()| I | I = |
Il
=
+
x
~— T~
+
x
=
x
~——
=
x

Ly -

Somit:

(I:Z + TXI:X +
(0, +T)C, -
sy

Co- TN+ T)=-am 45y =Clae - - T

Gleichungen 1/2 und 3/4 zusammenfassen und dann subtrahieren:
Cole- Gl =[Ca L= 48R 47 477 4R 42
Annahme ( experimentell als falsch erwiesen:
=48 08975 7 20
PR T A
T R PR T T
<J s ’*J $X>:O
[ (I [P

P 0=|j 1X><j -

FL. +Z>FTJ. 5= Lo +0,-0,-1

4|:Ij +x> FL- +z> = EXEZ +Ex +|:Z +T

I

+
|

kI el
N — N — N —
I

f)

p (i 2) i 5) =0

b (i +*)=0 oder (7] s*)=0
Wir wissen:

T (] (I B T () /I

mit
(i j )

Somit dirfte in x- Richtung an Lx nur EIN STrahl austreten.
Diesist jedoch experimentell falsch. Statt dessen treten wieder zwei STrahle aus.

j +Z>:o oder <j X

Somit:
[

i)

=2



Vorlesung 4.12.

Wiederholung
Streuung/Varianz

(F|F>) a ail” >[' F|F>>] =(FF))- (A >>2

YCINE A = (- F I [
=[F- FIFIFY

Streyungsfreie MesAsung im EigenzusAtand:
V[Re) =00 FIF)=IF)FIFIF)

Yo
(Pgey) :SO(PKFTF>)=SD§§ i) \aFé
Y

4.4.3 Vertraglichkeit von M essungen:

|Pk|F>:<Pk|F)>

qle> =<F|§l i
a

:Pk

é .
a

t,

|>§a- ) 2

k=0 a=0

1

M |t dem Entartungsgrad tk

¥
F)=a RdF)
k=0

N2 (B ) =1 [¥) =)
(Rof TP

(F|FF))F)



Das Ausblenden des m. Eigenwerts des Spektrums bewirkt:

[F)® NPyl F)
Wir wissen: Kommensurabel entspricht vertauschbar<-> gemeinsames System von Eigenvektoren

Def.:

Eine Menge vertauschbarer Operatoren I:, M , N yoen
heil3t vollsténdiger Satz, wenn ihre GEMEINSAMEN Eigenrdume alle eindimensional sind:

Sei eine Eigenfunktion gegeben ( eindeutig, also keine Entartung) mit:
IF)=|F( .m..))

LF)=1]F)

M|F)=njF)

Mit jeweils eindimensionalen gemeinsamen Eigenraumen !

4.4.4 Unschéarferelation

Fur Observablen
B=B"
A=A*
Gilt dieUngleichung:
no\ [ A 1/~ ~}\2
(A)(82)> - ([s)
Also: Die Nichtvertauschbarkeit hat quasi eine obere Grenze !
Beweis:
(bA+iBF |laA+iBF s 0
~ iy ~ iy +
aA+iB)t \aA+iB
moglich. Der Ausdruck muss nicht unbedingt selbstadjungiert sein !

Also:
(F|(aA+ié)+(aA+ié)F>3 0

<(aA+ iB) A +i é)>| )

b <|a|2,&2 +a *iAB- aiBA+ |_5>2>|F) 30

o (RFA%) | +(82), vari(A8)  -aifBA) 2 0

Waéhlea reell:

30b <(a*A+ - iB* aA+ié)>|F>3 0



p <a 2A2>|F> +<I§2>|F> +ia<[Al§]>|F> 3

(8%)
p<a2> o P,
P (A2) - (A?)
F) IF)
Diesist eine quadratische Gleichung in
a , welches reell gewahlt wurde.

Dabei ist der Ausdruck ( der quadratische) immer dann groRRer als Null, wenn die Diskriminante des Ausdrucks
kleiner als Null, bzw. gobt es eine Nullstelle ( Beriihrungspunkt), wenn die Diskriminante gleich NUII.

a <[AI§]>

2 0
IF)

] i<[AA"3’]>|F) 4 ?<[AB]> g - 4<?2>|F> —ay2
<A2>|F> §<A2>|F> ; <A2>|F>

Eine/ keine Losung der Nullstellenfrage:

i), ¢
£ X5 (M
o (e 9
4<A2>2|F) <A2>|F)

> -bele- (), (), o
Setze <L

M- (M)
DAB:(L XM |v|>) [N - C(M)- M{C)+(C)(M)

BA=ML- |_<|v|> M<L>+<|_><|\7|>

> [4.8]= (0]

Nun:



_ %<[Aé]>2|F> £<A2>|F)<é2>|F)
A=C- (L)

B=Ni - (M)

[Ag]=[cw]

o -2l £ (- (0)F)
Elo~(F-0n3)

b - (L)) evich ()
Bleibt zu zeigen, damit das Ganze Sinn macht:

(A8 = 0

|F><(M _ <h7|>)2>|F>

Gilt, wenn Erwartungswerte von Kommutatoren grundsétzlich rein imaginar sind !

Beweis:

(i) »= (e (e = (e ey = (00 - wicke )

M =M *

L=L"

(MC)" =™ = Oni

o (e [cJF) = (00 - WK ) = (F (09 - c) ) = (r [g00)" - (ic) &)
=(F (V- T ) =(F |[W.CF)

o (Fllemfry =M. ) =-(F [Ch]F)

b (FI[C.M]F)T m

Standar dabweichung:



DF :=VI[F)2 0

b DLDM 3

= |[I:,M]F>‘
(FA|[I:,I\7I]F)::ia

al R

p DLDM 3 %KF |[E,M]F)|

Interpretation:

Je grofer der Betrag des Erwartungswertes des Kommutators in einem beliebigen Zustand, das bedeutet, je
weiter die Observablen von der Kommensurabilitét entfernt sind, je unvertraglicher die Observablen also
zueinander sind, desto groRer ist die Varianz des produktes von Messungen der beiden Observablen !

Aussage:
Wenn L in gewissen Grenzen genau bestimmt ist, so kann abhangig von dieser Genauigkeit DM nicht beliebig
kleinsein!

Beispiel fUrErt und Impuls:

[% p]=in1

DLDM 3 E|(|: [c.v] F)
> )

b DXDp 2 %hT

und zwar komponentenwei se.

Merke:

DLDM 3 §|<F [evi]F )

gilt fUr beliebige Operatoren !!

Sei

[CM|=0

P DLDM 3 0
Also sind
DL=0

DM =0
maoglich.

Wann jedoch werden diese unteren Schranken, also Varianzen des Wertes Null angenommen 2/ Wann
verschwinden die Varianzen ?

Dann, wenn wir sicher EINEN Wert messen !

Wir messen an einem Zustand | F >und die Varianz verschwindet genau dann, wenn
IF)=|F( .m..))
LF)=1]F)

) =

Fallsalso



[, vi|=0

b DLDM 3 0

dann macht die obige Definition also Sinn:
Def.:

Eine Menge vertauschbarer Operatoren I: M , N
hei 3t vollstéandiger Satz, wenn ihre GEMEINSAMEN Eigenrdaume alle eindimensional sind:

Sei eine Eigenfunktion gegeben ( eindeutig, aso keine Entartung) mit:
IF)y=|F( .m..))

LF)=1]F)

MIF)=njF)

Mit jeweils eindimensionalen gemeinsamen Eigenraumen !

Die Energie/ zeit Unschéarfe

- Energieoperator H

- - Zeitoperator -> existiert nicht !

- tistvielmehr eine C- Zahl, ein sogenannter Parameter !
Vergleiche: Priogines versuche, durch einen Zeitoperator eineirreversible QM zu konstruieren !
Die Theorie bei unsist bisher vollig reversibel !

Zeitoperator misste ein kontinuierliches Spektrum haben, weil die zeit nicht quantisiert ist
Aber: H hat ein diskretes Spektrum _> Hauptproblem !

So kann der zeitoperator folglich nicht eingefiihrt werden !

( Warum geht man nicht davon aus, dass der Zeitoperator doch ein diskretes Spektrum hat ? -> Dies wiirde auch
die Divergenzprobleme der QUantenfeldtheorie zumindest teilweise beseitigen.

Vielleicht lasst sich die ART durch ein diskretes Raumzeitspektrum quantisieren . Man kénnte dadurch die
Divergenzenim Gravitonenfeld vermeiden ! )

Schlief}lich kénnte jedes Graviton nur noch Elementarteilchen mit begrenzter Energie aus seinem Feld
emittieren, dadie Lebensdauer Uber dem quantisierten Schwellwert liegen muss !

[, vi|=0

b DLDM 3 0
gilt nur, falls
[F)=IF(,m.)
LF)=11[F)
NilF) = nfF)

Also | F > aus dem gemeinsamen Eigenraum gewahlt wird !

Entartung fordert dann, dass lediglich eine Varianz verschwindet.






5. Dynamik

5.1 Grundgleichungen ( Vergl. Fick 3.5, 82)

Betrachte:

(YIF)=c
C=(Y|F)+ (v [F)
<Y|:I%H(Y|

C=%<HY||F)+<Y|‘- %HF> (Y||HF)- =(Y||HF)=0

i i
h h

Das bedeutet:

Die Existenz der Schrddingergleichung bedingt,

dassin der Schrodingerdynamik Skalarprodukte prinzipiell zeitunabhangig, also zeitlich konstant sind !

Die nattirliche Dynamik |&f3t also Skalarprodukte invariant !
Wenn bra und ket der gleichen Dynamik folgen, also wenn beide Faktoren der gleichen Dynamik unterliegen.

o = (Y IFXY IRy = (Y [F)FIY) =(Y ey ¥)
ICP = (Y Relv) =0

b (Y|P ry|Y)=0 "Y

b PF)=0

Schrddinger axiomatisierte:

Die Dynamik wird durch P°| F) = 0 gekennzeichnet !
Also:

- i;[H’FTm]:'”tﬁF)

Wegen
o ~ ~
L :—[H ,L]+‘HtL
h
So ist die Dynamik vollsténdig beschrieben.
Aber: Man braucht die Schrddingergleichung dennoch !

Vergleiche Ubungsaufgaben !

Verwendet man die DGL

- i;[H’FIm]:‘”tﬂF)

Als Ersatz fur die Schrédingergleichung, so andert sich nicht viel ( Die Schrédingergleichung) kommt wieder
raus!

1926: Schrédinger rét Schrodingergleichung !

5.2 Bilder



Betachten wir eine Familie unitarer Trafos:
X(t)

X OX(E) = XOXT () = 1

X(t)LoX™ () = L(t)

X0 == 1

Dabei soll die zeitliche Entwicklung per Definition durch diese unitére Trafo bschrieben werden !
Die Zeitliche Entwicklung ist gegeben durch

r :%[H,li]ﬂ]tli

Sei zu untersuchen mittels

X(t)LoX (1) = L(t)

L(t,t) = L(X(), p(t).t )

X()LeX" () = L(t)

L(t.t) |, =Lty o L)

L(t) = L(X(t), Pl).t) = XE)LoX™ (1) = LXORXT (1), X(t) pX* (1) 1)
BAetrachten wir das Eigenwertproblem
Li k) =1«kli «)

X)X OXO]i ) = XO! )i «)
P X(OLoli k) =X ki «)

X ) =] ()

LOX@ )= X )

LOli «®) =1 i (D)

t1ty

X(t)LoX* (1) = L(t)

L(to) = X(to) LoX* (to)

b Lo = X" (to)L(te)X(to)

L(t) = XX (to) L(to)X(to)X" ()

X)X (o) =U (t,to)

X(to)X™ (1) :=U " (t,to)

L(t) =U (t,to) L (to)U " (t.to)

U (t.to)U * (t.tg) = XOX (t)X(to)X ™ (1) = X()X* () = T

Wir bezeichnen



U (t,tg) alsZeitschiebeoperator !

Sei:

L(0)=L

U () = X()

X(0) =1

U(t,t,) schiebt t, ® t

P U(tt)= XE)XJr(to) = X)X (t) X(t)X " (to)
X ()X (ty) =1

P U(tty) =U(t,t)U (t;,t0)

tt®t nach tu® ty

Definition:

Ein Bild wird durch die Wahl eines Zeitschiebeoper atorsfestgelegt, der folgende Eigenschaften hat:
U (t,ty) asZzeitschiebeoperator !

Ut =1
U(t,tg) =U (to,t) "
U(t,to) =U [t 1)U (t1,1)

Diese Bedingungen ergeben sich aus der reversiblen Quantenmechanik

Dann:

L(t) =U (t,to) L(to)U * (t.to)

und fur die Eigenvektoren:
i k@) =X k) =XOX" (tg)X(to)]j k) = XX (to)]j k (to)) =U(Lto)]i «(to))

5.2.2 Zeitableitung eines Operators




L(t) =U (t,0)L(X, p,0)U *(t,0)

() =UtoL (% p.oU* (t0) +U .01, L(% po)J * t,0)+U t.OL(% p.O) * (t.0)

=U t,0U * (t,0)J t,0)L(%, pO)U * (£,0) + (‘Ht L(X, f),O)lt +U ,0)L(%, p,0)U * ¢,0U (t,0U * (t.,0)
=Ut0)U * (LOL(% p.t) + (1, L(%, |E),0)]t +L(% p,9U (1,00 * (t,0)

U(t,0U " (t,0)=1

b Ut,0U "0 +Utou*(t0) =0

b U(t,00 *(t,0) =-U(t,000 * (t,0)

b L) =000 ¢o)L&, pty+ 1 L(% |E>,0)]t - L% pOU (O * (1.0)

(0 = P ¢0.L% p.od+ (1.0, p0),

Dies gilt fur die Dynamik der Operatoren in einem beliebigen Bild, wenn ein unitérer Operator gefunden wurde,
mit der Eigenschaft

U (t,ty) asZeitschiebeoperator !

Ut =1
U(t,tg) =U (to,t) "
U(t,to) =U (t,t)U (t1.to)

Definiere
~ h o~ ~ L
C(t,to):z I—U(t,to)U (t,to)

P L0 =1[etto). (% p.0]+ L% 5O, = £ €00 €0, L% pOY+ (1.0 pO)

Satz:
C(t.to) = C(t)
Ct(t)=C()
SOmit:

C(tty) = ?G(t,to)ﬁ(t,to)
b L(t)= %[é(t), Ceoyl+ (. Cke)

Wegen.:
C =+ (ac)

b (°(t) = %[H ®, Lo+ (. Cke)

P L0 =C0- HHO- C0.Co)



[7y)=- %[H’FTH]
U(t,O)(ﬂtFTF>)j+(t,o) = (ﬂth>)(t) - '%[H (t)ﬂp>(t)]
P FTF) = Iﬂp)o(t)- iE[H(t)- é(t),FTF)(t)]

Wir verwenden das Dynamik- Axiom:

Ay (0 =0

ey = LHO- ¢ |={nRe, )+ Lle |
Ary == 1HO- CO). Rey O] = WRey )+ —[C). Re ) )
Rey =+ %[J (t), F1F>(t)]

J(@t):=H(@®) - C(t)

J)y=J3"(t)

Speziell:

L=H

HO=H O+ [C@.HO)

H™(t) =T, H(t)

H(O =+ [C0.HOJ+ 1HO

= Wenn der X- Operator einen endlichen Wert hat, so wird die Zeitableitung desHamiltonian durch den Wert
des Kommutators dieses X- Operators mit H bestimmt.
= Speziafal Schrodingerbild: der X- Operator ist Null !

5.2.3 Zeitableitung von Kets

Rey =- I%[j(t)ﬂF)(t)]:|F>(F |+|F)XF|=- I%j(t)|F(t))(F (t)|+%|F(t))<F(t)|j(t)

‘F’ ® +%5 (F (t)><F )| +|F (t)><F' 0-§ %gﬁa)F (t)‘ =0
‘If (t) +%j(t)F (t)>(F )| +|F (t))<F‘ (t) +%j(t)F (t)‘ =0

Vorlesung 11.12.02

Dynamik:

('”tﬁF)):‘ %[H’WF)]
Lj(t,O)(ﬂtI:TF>)j+(t,0) = (‘ﬂtF1F>)(t) =- '%[H (t)ﬂp>(t)]

gegeben durch

Ar) ©=0

Bilder

U (t,ty) asZzeitschiebeoperator !



Ut =1

U(t,ty) =U(to,t)"

U(t,ty) =U(t, 1)U (tg,t)

X(t)LoX" (1) = L(t)

L(t) = LX), pt). 1) = X(X) LoX ¥ (1) = LOXA)RXT (1), X(1) PX* (1))

Betrachten wir das Eigenwertproblem

LA)i @) =1 i @)
XOi ) =i «®)

Observable
L) =U (t,0L(X, p,0)U * (t,0)
X)X (tg) =U(t.to)

Loy = P00 (10, Lx pd+ (1L pO))
é@%y:?dmm0+mm:é+¢%)

P Lo =1[eo. Lol [k

pﬁ%w:%hayad+@¢h)

pﬁmzfm-%hm-émim]
ey = HHO- 0.8y 0]= {186 )+ 1w, B 0]

F.1F) = - %[j(t)’aF)(t)]
J(@t):=H (@) - C(t)
Jt)=J3%@)

L=H

HO=H O+ [Ca.HO)
H () =1H(®)

H(O =+ [C0.HOJ+ 1HO

5.2.3 Zeitableitung von Kets




i ';[5(0’FTF>(0]:|FXF [+[F)(F |=- = JOIF O)F O]+ - FOXF O30
- = JOIF OXF )= -"gi(t)F <t)><F 0]

HIFOF 0130 =+ FO) 330 0

‘F‘ (t) +lj(t)F (t)>(F @] +|F (t)><F' t)- & in(t)F t)|=0
h e hg

‘F’ (t) +%j(t)F (t)>(F ®|+|F (t))<F' (t) +%j(t)F (t)‘ =0

Satz:
la)b]+[b)a|=0
b |a)=imb)

mi R

Bewels:

[2)({b[+[b)a|=0

Somit ist |a) I | b ) damit sich beide Vektoren zu Null addieren kénnen !

Also:

[a)=mib)

P mb)b|+m*|b)b|=0
mi Im

Somit:
‘F'(t)+%j(t)F(t)>:iw|F(t)>
wi R

Diesist eine DGL fiir |F(t)>

Wir wéahlen den L ésungsansatz:

IF ) =e®" % F @)
i yw(t)at

) |F'(t)) =iw|[F(t)) +e |F'(t))



‘F‘ (t) + r j(t)F (t)> = iw|F (t))

|0w(t)dt I
P e TR )+ JOIF 0) +[F (1) =|F )
b o OM |F (t)>+| J(t)|F(t)>
Fo)=e®""F )

b [F )+ '% J)|F () =0
F®)=- 30l )

Wir haben dabei noch kein U(t,t0) und damit noch keinen X- Operator, also auch keinen J- Operator ndher
spezifiziert.
Esgilt ganz allgemein

F @) =-—J0IFO)

Der Zeitschieber fur die Kets

IF () =C(t,to)| F (to))

einsetzenin _
IF ) = %j ®[F ©)
Also:

Clt,ty) = - %j(t)é(t,to)

A i ~ ~
C(tto) =- 1 (HO- Cktto)
Fir den alten zeitschieber U(t,t0):

i ) =Uttoli (to)
") =U Lo (to))
U(t.to) :%é(t,to)tj(t,to)
Wegen

&(t,0) = Iﬁu t.0U"* (t,0)

b U(t,0) =;—é(t,0)0 (t,0)

i) =

%dmwdmwj%»=%émmma»

5.2.4 Bildunabhangigkeit der Schrddingergleichung




F(.t):=¢ ¢ .)]FE)
FO.)=G0DIFE)+§ ¢ .0]F 1)

Sprechweise
G0 0F @)

Klein phi- Punkt ( Bra) kontrahiert mit Phi |

D=0 0lFE)+G ¢ D]FE)

§0.00= (3 %00 0 0)

|F'(t)>=‘- “Ho- x0F (t)>

£ ,t):=<%>z(t)j X ,t)‘||:(t))+(j ( ,t)|‘- LHo- X(t))F(t)>
= {(xwi 0 oJFO)+6 0 D] HO - ROFE)

= LG 0IHOFE)=- TroF( )

Also: Die Zeitableitung der Operatoren und K ets i st bildabhéangig, die Schrédingergleichung dagegen ist
invariant gegen Bildwechsel !

5.25 Schrédinger - Bild

Der Anteil der Dynamik der Operatoren ist Null, somit ist der X- Operator Null !

XS(t)=0
Also gilt:

B0 =030 - L0000 =150

3w = 0.Co)+ 1o

Besser: Die Dynamik der Operatoren ist Null, wenn sie nicht explizit zeitabhangig sind !

¥ 5) =- < {H5)F °0)

5.2.6 Heisenber gbild
Der Anteil der Dynamik der Operatoren ist alles, somit ist der X- Operator der Hamiltonoperator !
esverschwindet die Dynamik der Ket- Zusténde

XPm=H"®
Also gilt:

He=C") = %[H "), (t)]+ 7.7 @)

|ﬁ”&»=o



5.27 Wechselwirkungsbild

Die Dynamik teilt sich auf Operatoren und Zusténde auf.

Die Stdrung des ungestdrten Hamiltonian bestimmt die Dynamik der Zustande. Der ungesttrte Hamiltonian
dagegen bestimmt die Dynamik der Operatoren. Somit ist der X- Operator gerade der ungestorte Hamiltonian.
Die Dynamik der Zusténde wird durch die Differenz zwischen H und Ho bestimmt, also durch den STéroperator.

Das heil3t, wenn die Storung verschwindet, so geht das Wechselwirkungshbild insHeisenberghbild tber !
HY (t) = Ho () + Hy (1)

XY (1) = Ho" (t)
Also gilt:

o =00 " 0.0 0)
LW (t) = i—[HW(t),|3“’(t)]+11tDN(t) = l[HOW )+ H"Y ), DN(t)]+ ANEG)
0 =L Ho" .Y 0.0 (t)]+ﬂt ©- " 0.0 )
(0 = '%[Ho O,0 0+ 1.0 ()

FY0) =" 0] )

Alternativer Zugang: Dynamik im Schrédinger - heisenber g- und Wechselwirkungsbild

Betrachte die Zeitabhéngigen Zustande| Y ) ‘
R A
Y =HIY ),
qit
Die zeitabhangige Schrédingergelichung kann formal gel 6st werden:

-EHAt
[Y)=em ¥}, =UEolY),
Definition des_ Operators U geschieht Giber eine Potenzreihe:
le i o

- —Ht ¥
Uuto=e” = é —¢- — Ft 2 Zeitentwicklungsoperator
n=0 nte 7 9

Setzt man diesin die Schrédingergelichung ein, so folgt:

¥ N ¥ ,.N ¥ ..n-1
it L2 LO0hanyy =g 18 LChnyy =g L 8L hnryy)
qt =0 ne 7 g 0 =0 nNe 7 g 0 nm N- 1é 7 g 0

Klar: X A
pU*=§ 18,0 np oy =1
n=0 nen g

Die adjungierte Schrodingergleichung lautet:



1
<Y|tH _-Ihﬂ <Y|t

Mit der formalen Ldsung:
Lt
(Y =(Ylpe"  =(Y|u 0

Der Erwartungswert eines Operators, der auch explizit zeitabhangig sein kann, z.B. Uber K(t) ergibt sich fir

A

F= IE(F, fj,t):

(F)=CY LIV,

3t<> (Y|F|Y) =(Y], .ﬂt|Y> ( | F|Y> (Y|F§T| )2
ol 6 1

eﬁ<Y|tB_-|h< [ H

1 1

ﬁ >t_E |Y>t

Also

(B =S L), = (vl S Ry,

Ein nicht explizit abhangiger Operator ist grundsatzlich zeitlich konstant,wenn er mit dem Hamiltonoperator
vertauscht.
Fir einn nicht explizit zeitabhangigen Operator gilt folglich:

[H,ﬁ]=op %<ﬁ>=o

Klassisches Analogon: Poisson- Klammern

in der klassischen mechanik finden wir analog die Poissonklammern:

S F(Q, p,t) eine klasssiche Observable und H (T, P) die klassische Hamiltonfunktion, so gilt:

aﬂ (@, p.t) g + L JF@, pt)

—F(C_Jl p.t) ‘—F(ﬁ p.t)+

|-1 flo; Ip; I@
d - aeﬂF(q Ii_),t) ‘ITH CTF@PHYMHO_ T - -
dt ﬂ ag v Taig Mt tH.F}
Iso gilt in der Quantenmechanik die anschauliche Relation:
H.Fl® L[A ]
h

Definiere:
Observable" zeitliche Veranderung von F (T, P,t) " als Operator:
pe=TE 1a e

Mt %

Fundamentalbeziehung der Dynamik der Quantentheorie, aber keine Differenzialgleichung fir |f ,daim
Allgemeinen:



|f°1£
dt

Der Operator der zeitlichen Veranderung ist lediglich Gbers einen Erwartungswert definiert:

(F)=2(F

Speziell gilt, analog zu den klassischen Hamiltonschen Gleichungen:

2 5 2
e =—[H ,r]
h
Z | [" 2
=1 5]
p 7 p
Mit der Allgemeinen Hamitlonfunktion fur ein Potenzial, némlich

- [—)2 -
H=—+V()
2m

folgt: R
A% =210
(o)
~ .1 hYH
[H’ k]_'Tﬂf(
Also: A
ro=P
m
p°=- AV )

Woraus das Ehrenfestsche Theorem folgt:
d 1=
a(r )= m ()
d <;> < ~ (2
2 (B)=-(Rv )
™ P
das heif3t, die Erwartungswerte quantenmechani scher Observablen gehorchen den klassischen
Bewegungsgleichungen
Bilder:

Da die Erwartungswerte invariant bei unitéren Transformationen U sind, sind Operatoren und Zusténde nur
bisauf UNITAR- AQUIVALENZ festgelegt:

[Y)® [Y)=U]Y)
F® F=UFU"
Fur verschiedene, zeitabhangige U erhdlt man sogenannte verschiedene "Bilder":

F
Im Folgenden gelte 11]_t = 0, also keine explizite Zeitabhéngigkeit !

Schr édingerbild:

Operatoren IES (I’:, ﬁ) zeitunabhangig



Eigenvektoren | n) zeitunabhangig

Aber: Allgemeine Zusténde, Zustandsvektoren: |Y ) zeitabhangig:
| A
Ihﬁ|Y>t - H|Y>t

Veranschaulichung im R?:

",
afto
, (4>
. 12 € igpavehtor
Fenredor (4 Havpt-adacen)
a
Ts

Im K 2 entspricht IES einer 2x2- Matrix, definiert eine symmetrische, quadratische Form. ( Ubungsaufgabe !)
Die Eigenvektoren des Systems sind Hauptachsen und die Zeitentwicklung des Zustandes folgt:

1Y), =UGOY),

Das heisenber gbild

<Ifs> =(Y |, Fg|Y), =(Y] U CLOFU 0)]Y),

U *(t,0)FsU(1,0) = By (t)

In diesem Bild sind die

Operatoren Fyy (t) zeitabhangig

und damit Eigenvektoren |n) zeitabhangig

Aber: Allgemeine Zustande, Zustandsvektoren: |Y> = |Y> zeitunabhangig:

0

Veranschaulichung im R?:



o

- ar . -l
FH (t) = eh FSe h

folgt:
i~ i~ i~ i~
. i A Hta -—Ht  —Ht. o j o~ g -—HE
JE m="Lrier B +er FBLA%
dt h e g

Also:

d - i [~ -

—Fyt)=—|H,F

SFa0=-[A A

Somit folgt fur das heisenbergbild:

A d -~ i[~ =

Foy =—Fy(t)=—=[H,F
= Fa0= AR

Insbesondere gilt:

d -~

—Hy =0

dt H

also die bildunabhéngige Dardstellung

HH = HS =H

W echselwir kungsbild

si H=H0+H!
mit dem ungestérten Hamiltonoperator H O und der Stérung H L
Es gilt die Zeitentwicklung des Operators F fiir das Wechselwirkungshild:

Somit gilt wieder die Relation
R =10 R
— t)y=—|H",
dtFw() - Fw
Also:

dyh0-g
dt

Somit ist auch hier der ungestérte Hamiltonian I:I 0= I-A| s = I:I H bildunabhéngig.



Aber: - .
%HAW(t) :%[QO,HAW]:;Z—[HAO,I-]l]l Oim Allgemeinen
. . L L L. LI

<FS>:<Y |t FS|Y>t :<Y|te hoah Fse h ah |Y>t

th°t
Y20 =Y w

e+
(Fs) =(Y I P O]Y )

Bemerkung: Die erwartungswertbildung formal gilt nattrlich fur alle Bilder.
i~

diyy o 0ot s |
pdt|Y>W hHe |Y)t+e ﬂt|Y)t
1 - -+H%
Y) == s|Y> ——Hseh Y \w
1( - A
|Y>W (H°|Y>W+HW|Y>W)
ih
Wegen
ALY Lhee
e Hseh :HW
The
e 1Y) =[Y)y
Aber:
H\,\,:I—AIO+|—A|l

Zur Verdeutlichung des Wechselwirkungsbildes soll auch der Hamiltonoperator einenindex erhalten.
Dies bedeutet: Operatoren, Eigenvektoren und allgemeine Zusténde sind zeitabhangig.

Operatoren IEW (t) zeitabhangig, Abhéngigkeit gegeben durch ungestérten Hamiltonoperator I:I 0
und damit Eigenvektoren | n) zeitabhangig, ebenso durch den ungestrten Hamiltonian

Aber: Allgemeine Zustande, Zustandsvektoren: |Y >W zeitabhangig mit gegebener Zeitentwicklung durch den

SToroperator |:|W1.

5.2.8 Zusammenhang zweier Bilder




Seien B und B zwei Bilder, die zu einem Zeitpunkt t* ibereinstimmen sollen !

LB () = L% (¢*)
fur einen beliebigen Operator

L

Satz ( Ohne Beweis)

AD” - + A~ .+

L% () =U®B &)U B (t t*)L° (t)U B (ty, 1)U B (1)
Dabei ist die Trafo

+ ~
U (0, t)L° (U ° (to )
in umgekehrter zeitlicher Reihenfolge ( von t* nach t1) vorzunehmen !

FB))
i o)

[F&@)=C®t)C% (%)

%) =U® €U )




5.3 Ehrenfestsches Theorem

(C (t)>| o dt<L( )>|F>

Im heisenberghild:

(H () =C" (t)

> (o), =g (Eo)
(€)= (1. ]+ )

C(t = L) +;i_l_[H (t)- C(), E(t)]

)

>=<L<t)> - eoko)- H{lokHo- co)

o (C)=(FILOIF)+ - (FIHO - COLOIF)- <F|E<t>(H<t>-é(t>)F>
)

b () =(F LI F)+(F [Co)|F ) +(F [C|F )=— |L(t)|F)—%<I:>
<L >|F(t)> dt< >|F(t)>
Definition:

Eine Observable L heift ErhaltungsgréRe, wenn gilt:

o d /-~ .
<L >|F(t)> ) E<L>IF(t)> =0 [FO)

Ehrenfest:
<L >|F(t)> =0 |F @)
L =0

Beispiel: Zeitableitung einer Erhaltungsagr 6Re/ Vergleich verschiedener Bilder
I"=0® L'(t)=0




CS@)=0

50 =- L. c0]= o)
Chmy=H"(1)

Mo=Cw=0

EV(t)=Hg" (1)

(0 = L[ 0.0 )

C'(t)=0= ;'_l— [H , E(t)]+ T L(t)
1.0t =0b [H,L@m]=0

Satz:
Eyplizit zeitunabhangige Observablen, die mit H vertauschen, sind Erhaltungsgrofien.

Beispiel:
Unter welchen bedingungen ist der Drehimpuls bei verschwindendem Magnetfeld eine Erhal tungsgrofde ?

A~

C=% %
Drehimpuls

- é|:32 ~ o ~, ~U
P |H,L|=6—+V(X),X" PG

g2m g
Satz
[52.% B]=0
VG & pl=- g VOO - Rgog
[ x [

(= V&)

X

k alsKraftdichteoperator

Falls ;_( k = 0-> Der Drehi mpulsist Erhaltungsgrofe. Dies stimmt flr Zentralkraftfelder !

5.4 Energie- zeit- Unscharfe

aus4.4.4

DLDM 3 %|<F [cni] F)

DE © DH @ \/‘(F (A - E)2|F>‘

b DEDM 3 %KM >‘



Denn:

[H M] ( M + |\7|°)
M =0

dakeine explizite Zeitabhangigkeit
= [H,M]=iﬁ|\7|°

DEDM 32 %%{M)

i -2

t
Wasist die zeit tau ?

Sieist zu interpretieren als die Zeit, die vergehen muss, damit sich die Observable |\7| um ihre Unschérfe DM
andern kann'!

Also die zeitliche Anderung der Variable |\7| beim essprozess ist etwa die gesamte Unschérfe / Anderungszeit
um den betrag dieser gesamten Unschérfe

t
b DEt 3

NS N

So kommt man zu einer Form der Unschérfe!

6. Drehimpulsund Spin!

6.1 Drehimpuls

6.1.1 Vertauschungsr elationen

A

L=X"D
L; =€julP
L =7  pist hermitesch:

"+_ (AA)+_ A+~ + A A A A
Li =ejukP) =€jab Ik =€juPlk =€jurP
Vertauschungs- relationen:

IL:L’ |—2] = [(fz P3 - f3Py ) (fs Py -

A A A

P3 )] =, Paf3Py - PR3l Pg - F3Pol3 Py + F3PoM Ps
F3Pifp D3 + 3 P3Py + M1 Pala P3 - F1Paf3 D2
=, D3l - 1 P3f3 P, + 3P r1 P3- f3 p1r2 P3 = Pala Py - FofzPaPy + if3 P3Py - P3P

= o[ Pa. 3] By + f1f. D3] o :i—fzf)l' Tflﬁz =inly

Allgemein: [ﬁj ,[k]: inl, mit (jk) zyklisch

ey



C1y - Dol =il
(o0 - Lol =inl,

(ol - Lyl = ikl

® L L=inl

Also kann es keine gemeinsamen Eigenvektoren zu je zwei Drehimpul skomponenten geben.

Aber:
lﬁz, ﬁk] =0 firk=123

Beweis. Ubung
Merke:

(2,0 |= |02 + 0,2+ 02,0

o S o Y P

Es gibt also gemeinsame Eigenvektoren zu EINEM LKk, konventionshal ber |:3 und |:2.
Definition von leiteroperatoren (vergl. harmonischer Oszi):

L, =L +iL,

A

Lo=0-il,

nicht hermitesch

Esgilt vielmehr:
c.) =t
) =c.

Vertauschungsrelationen
I, 0o = |G, G [0, L) = - i - Ay = - AL +iC,)

|C..C5)=-nL,

[
L+- Form und adjungierte Form.

Auch dies kann verallgemeinert werden:
A~ \n ~ 0_ ~ \n
gL+) ,L3g—‘nh(|_+)

A~ \n o~y ~ \n
gL_ ) L= nh(L_)
¢
Beweis. Durch vollstandige Induktion:

Fir n=1 gezeigt. Sei esnunrichtig fur ein n gréer/gleich 1
Dann:

4. o= (L PIE ) e e P e )= (P ale.)- il )

Weiter gilt:

+

-(n +1)h(

>

)n+1
+



(E1+|L2)(Ll |L2) L2+ L, -|[L1,L2] - L2 +hl,

L,L.
L.L, = b +|_2 +|L1,L2]:L - L% nly
®[

)
L

A ~

Mittels L, , I: gelingt die zerlegung von I:Zin mit I:Z vertauschbare Operatoren |:3, |:+, L.:

2= (2402402 =02 +0,C - iy

Merke

L Lk ik, mit (jkI) zyklisch
2,0, |=0 firk=123
0 = o,
2,L,|=0

2L |=0

mit 1=x, 2=y, 3=z
L,,Ls[=-%AL,

L. L=t

A~ \n o~ 0L ~ \n
g +) ,Lga—-nh(L+)
g’\ ) 1ﬁgg:nh(|:_ )n

L0, =02 (7 - i,

L, =L +il

A+ Al A2 nicht hermitesch
L =L -il,

A 1/~ ~

Ly :E(L++L )

~ 1 ~ ~

L, =—I\L,; - L.

2 2i( L)

Eigenwertproblem
Die gemeinsamen normierten Eigenvektoren | a, m) von L2 und Lzgehorchen den Eigenwertgleichungen

L?|a,m) = an?|a,m)

Lg|a,m) = mila, m)



Da I:hermiteschist, gilt:

~ 3 ~ ~
an’® =(amL?lam =3 (amL*Lam)
=1
(a,m|I:i+I:i|a,m) =(F|F)2 0

w

ah? =(aml?am=3 (amlL’L
i=1
2,2

a,m)? (a,mlL5%|a,m)2 0

(a,m|L5°|a,m)=m
® an?s m*n?3 0

Setze
|a,m) =|u)

Betrachte:
LsL.|u) = L, Lg|u)y = AL, |u)
[0, C. | = 4l

A A

Ll

A

L. sind die AUf- und Absteigeoperatoren im Spektrum vonLz

Satz:

L, (I:i )qu> =(m=q)n
g=0123..

Was machen die L,.im Spektrum von L2 ?
2L, |u) = Ly L2|u)

L. L2|u) = Lyan?|u)

2 I:iu> = an? Eiu>

Satz:
7| (C. )qu> =an?|(C, ] u>

an?3 mh?3 0
b a3m230

b Ja3 ms3-Ja

Das Spektrum von |:3ist nach oben und nach unten beschrankt:




3
an? =(am®’lam)=3 (aml*L|am)
(am|*Glam)=(F|F)2 0

3
an? = (a,m(?lam=8§ (a,m|"(]am)? (a,ms*|am)3 0

(a,m|Lg%|a,m) = m?h?

® Ja3 m3 -a

Also existiert ein groRter Eigenwert My, = My + Nipya 7 und ein kleinster Eigenwert Myin = My - Kyax 72
mit

Ly|a, Mya ) = L [, myn) =0

Darausfolgt:

A

0=L.L,]a My ) = (IZ2 - [R2- hlis)a,mmax):(a- My - - hmmax)h2|a,mmax>
0=L,0 a,my) =((2- (2 +Als)am
Also:

a= mmax2 +hmmax = mrnin2 - hmmin

min) min> = (a' mmin2 +hmmin);'2|a' mmin)

Andererseits existiert ein N1 Ngmit |a,mmax) = (E+ )n| a, mmin>

Also: My i = My +NA

Setzt man diesin ah? = hzmmax2 +h2mmax = hzmmin2 - hzmmin ein, so folgt:
hzmminz + Znhzmmin + n2h2 +h(hmmin + nh) = hzmminz B hzmmin

2na?my;, +n?h? +a(h2my,, +nh)=0

P myiz=- ———2—=-—h=-1h
min 20+Dn 2
mit
|'—E nganzzahlig
=
Somit:

ahz = hzmmin(mmin - h):(' l)(' |- 1)h2

a=I(+1
Mpax i = My + 278 =7
mminh =-ln

Modliche Eigenwerte von L2: a2 = [l +1)7sz2
ni N

p |:0,1,1,§,...
2 2

M ogliche Eigenwerte von E3 far festes|:

mh
mit
m=-I,-1+1-1+2..1-21-11



m=-| -> gehdrt zu bmin

m=+| -> gehort zu b max

Es kdnnen keine weiteren Eigenwerte von L3 zwischen diesen Werten liegen, weil man sonst durch wiederholte
Anwendung von |:+ bzw. I: die Schranken |n1 £ | verletzen kénnte.

Zujedem | gibt es 2| +1Werte von m:

Dies entspricht der energetisch gleichen 2| +1- fachen Richtungsentartung von 12

Tabelle:

Quanten- | Eigenwert von Richtungsquantenzahl m
zahlen [

! afI{l +1) m

0 0 0

NE N

2 4 2" 2

1 /2 - 101

3 15 3. 113

2 h 2 2" 2'2'2

L2, m)y= A2 (1 +D|I,m)
Lg|l,m) = a1, m)

Diracsches Vektormodell:
Dar stellung der Richtungsguantisier ung:

h 42 (ZM)
L4’ L, bbnstz\a,uf

m=1/2 -> Der Drehimpuls steht parallel zur x3- Achse
m=-1/2 -> der Drehimpuls steht antiparallel zur x3- Achse



Zur UblAJng ist zu zeigen:
(I, m|L;|I,m) =Ofuri=1,2

<| ,m|(l:i - <I:i>)2|l,m): O soll berechnet werden

Nebenbemerkung: Die Drehimpul squantisierung ist eine Folge der Nichtvertauschbarkeit der einzelnen
Komponenten des Drehimpulses!

Ortsdarstellung des Bahndr ehimpulses

(F [l m)= 2 RY i ()
(

e hoga - _ _
(T |Ls|l,m)= i—(Xl'ﬂz - %2T)Y i (F) = MY 1 (F)
In Kugelkoordinaten:

Xy =rdnJ cosj
X, =rdnJ dnj

X3 =T cosJ
_ 1
XYz - %21 = O
n . L _ e
p 7ﬂ—_Y|m(r,J J )=hmmY,,(r,J,j ) Eigenwertgleichung fiir Lg.
|
Lésung
Yim(r,d.j)=e™ fin(r,J)
m=-1,...,1

Eindeutigkeit:
em =gml +)

P mlz
P Fiir Bahndrehimpulse sind nur GANZZAHLIGE |-WERTE zulssig.



L eiter oper ator en:

(FICe 1 m) =2 (Rl - Ra, 2187 F R47)Y () =76 & - +icotd -3y (r0,0)
. & W M 5

e E‘i% +icot] ﬂlgv.m(r,J i) =ne(m é‘i%- meotd ¥ (r.J)
| o e g
FAUr m=l ( Maximalwert) ist
L, l1)=0
b pell*l gel | cotJ Qf” (r,J)=0
el 2}
L 6sung:

0 —df” Ecr"]) =1 cotJdJ

20+1) 1 .
f||(f,3)=('1)|1/: > ﬂ(an)'R“(r)

Mit dem Normierungsfaktor

20+1) 1
2 2

Erzeugung der anderen f,,(r,J ):

Y (P p (F|L ) = el 0 & T cots Ot (r,3)=rel - (gnJ)*! 1 [(sjnJ)' fi (r,J]
’ e @ 1

cosJ

Normierung:

Yim(rJdj)=Rn()Y"@.j)
Mit den Kugelflachenfunktionen

mer €M ()™ 2+ -m) 1 d-m g
Y, M@ )= e % /( i - m) J
R ST B (snJ)™ o|(cosJ)"m(sm )

gm 2 +1)( - m)
YA, )==—H{- )" P™ (cosJ
@) T - 1) T oem) (cosJ)
Wobei
I
R(X):= 1 d_(x2 - ;I_)I Legendre- Polynom I- ten Grades

2'11 (dx)

m m
R™(x):= (1— NG )5 d R (X) zugeordnetesL egendre- Polynom

(c)™
Dabei variiert die Definition in der Literatur je nach Wahl der Phase

Die Kugelfl&chenfunktionen sind orthonormiert



» . P . m . m .
od SnJ[\ﬁ (J.] )TYr @) ) =dydpy
0 0

Diesist ein vollstandiges Orthonormal system, nach dem sich alle Funktionen auf der Einheitskugel entwickeln

|lassen:

¥ |
. _ L o M, M .
FQ.J)=a a v @.J)
=0 m=- |
Eine weitere Eigenschaft der Kugelflachenfunktionen:

YT @)= (- )myT

Die Inversion am Ursprung liefert: (also: T ® -7 ),dso(J,j )® (p-J,] +p):

Y"p-3, +p)=(-1Y"@.)

Fazit: Die Bahndrehimpuls Eigenzustande | [, m) haben die Paritat (- 1)I

Eigenfunktion Knotenlinien von

Rely"}
0

m

Bemerkungen

gerade (s-Orbitale)

YlO = JE cosJ ! 1 0
4p

unger ade (p-Orbitale)

i i C ] 1 1 +1

ungerade ( ebenfallsp-Orb.)

’3 . .
YR = Esm\]coq
’3 S
YPy= — sinJ sinj
4p

2 2 -Orbital
Vo= %(SCOSZJ ) 0 gerade (d-Orbitale)
V=% ;_fsmj cogeti | 2 2 +1 gerade (d-Orbitale)
+2 15 . 5. i 2 2 +2 gerade (d-Orbitale)

Y, “=.|—=—sin“J¢e"
3%

Keine Knotenlinie

O

Eine Knotenlinie

Y;° :Ji cosJ
4p
&

Y, =7, /g snJe




©

Zwei Knotenlinien

YzO = &(30052\] - 1)

15 . i
Y, =F,/==dnJ cosJe"

8p

15 . i
Y,* = |— sdn?Je*?

32p
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Kleiner Einwurf






Vorlesung 08.01.2003

EZ‘UMJ>: 3(J +1)h2‘UMJ>
folgt aleine aus dem Virialtheorem

ﬁzuMJ>:nﬂuMJ>

Dabel indiziert m den Entartungsgrad der Drehimpulslange, némlich versteckt als Mdglichkeiten, diese Lange
entlang z auszurichten ( vergl. Diracsches vektormodell)

1.3
J=0,-1—,..
2 2

M=J,J-1..-J+1-J
Der Entartungsgrad ist gerade 2J3+1 ( Potenzial unabhangig)

Merke
Li, Ly )= ik, mit (jkI) zyklisch
2,0, |=0 fork=123
L., L |=2nl,
2, L, |=
2,0 |=
mit 1=x, 2=y, 3=z
L, Lg)=-nL,
L Cy)=i
4~ 0~ 0L ~ \n
e, =l
T L=l )
Drehoperator
. Lat
R@)=e "
Xi (%)= (%)
speziell
% =(00,2)
i (©0.02))= & ¢,°|u;°)

J

Ganz

Cali ((0.02)) = (%P, - %oPu)i ((0.0.2)))
Sei



g
R@)=e "

Xoli (%)) =%oli (%))
b R@)%oli (%)= %o|R@) (%)
P R@)%RE@) R@) (V) =%o|R@) (%)

b

R@)%R@) ™! =%
|R@)j () =i (%))
Xi (%0)) = %oli (%))

Man sagt

Xp aus Xdurch Drehung erzeugt !
Xy =QX

QR =Q Q=1

Satz von Euler- DAlemebert

a :aa_o
mit dem Winkel @ und der Drehachsea .

Spezielle Erzeugung durch Drehung von [j ((0,0,2))):

R@)Ji ((00,2))=[i (X))
X =(0,0,2)

i (%)= & ¢;°R@)|u,%)
éanz
mit
Rau,")=8 R"™ @)u,™)

<

. - _ o 02 o OM' M~
()= 8¢°8 RM@)u,™)
J M’
Ganz
Dieses Ziel wurde erreicht durch Ausgehen von einem beliebigen X = (0,0,2) ( hier!)

Zu einem beliebigen X kommt man dann immer alleine durch Wahl des richtigen Drehoperators.

Ganzzahlige J reichen uns nun also, um eine Basisﬂj (7(’))} darzustellen.
Was bedeuten dann jedoch halbzahlige J ?

= Spin!

( siehe spéter=)



bisher: 1=0,1,2,3, entspricht I=s,p,d,f, ( historisch)

Ortsdarstellung

N = gz‘ﬂx- x‘ﬂz—?
&y - YIxp

L=r" p=r’

- 7
i

= h

L, = (- yix)T

= ho . h _hyo . .

L = (2= 2y)=#i(2- i)+ == [(yFixiz- 2fly Fifx]
In Kugelkoordinaten:

X{ =rd9nJ cosj

X, =rdnJ dnj
X3 =T C0SJ

X195 - x2ﬂ1:%=-rs'n\]s'nj Tx +rsndcosj 1,

ﬂ%:rc;os\] cosj Y, +rcosd 9nj Ty - randfy,
2 h _h
L, =(XﬂY‘ WX)T:TL
o
- é 5 2
2=-nle— &y 10, 1 T ¢
gsind 1 e We dn°d 9 “g

= Kugelflachenfunktionen ( Legendre- Polynome)

6.3 Kugelsymmetrische Hamiltonoper atoren
Zentralkr afte:

f’:op[H,f]:o

Beispiele:
Vo =const freies Teilchen
QlQZ Coulomb
r
T
2e
g Y ukawa ( starke K ernkraft)
r
- VOQ(rO - r) Potenzial topf

1
—mwTr Oszillator



L 6sung der Schrddingergleichung durch Separationsansatz:

Hj ) = Exli «)

G (M ) =ic.3.0)
Y (r,3,0)=RYQA.j )
mit

L2Y(J,j ) =r2A( +)Y@.} )

Also:

n?Y d? R (>

- R LY |+Y(V(r)- E)R=0
2mrdr2(r )+2rrr2( )+ vo- )

L2Y = 721(l +2)Y
n? Y d?
b -%?F(ﬂ?)+
n? d? 2 (1 +1)
-— rR)+¢ +V(r)- EXrR) =
2mo|r2( MmO ;( )=0
(1 +1)

2nr
Im Endeffekt kdnnen wir von einer radialen Schrédingergelichung mit einem effektiven Potenzial sprechen:

R 2 (h 21 +1)Y)+Y(V(r) - E)R=0

Dabei w analog zur klassischen mechanik als Zentrifugal potenzial bezeichnet

RA(L+1)

\V/
o 2nt 2

+V(r)

Bindungszustande im anziehenden Zentralpotenzial:

lim
Sel |V(r)|£Mmit a<2
re o e
Also: dominiere dasZentriofugal potenzial gegeniiber V fir r-> 0,

so gilt:

Esexistieren fir ein anziehendes Potenzial V (r) , also negatives Potenzial wieim 1dimensionalen Fall
grundsétzlich endlich oder unendlich viele gebundene Zusténde.
Dabei existiert eine Serie E n=0,1,2,3,... usw... zu jedem |

Jeder Zustand ist dabei beziiglich m (m=-1,...,+1 ) 2|+1 fach entartet.

Also: esexistieren endlich oder unendlich viele E zu jedem | mit jeweils 2| +1facher Entartung.
Voraussetzung: Am Ursprung muss die Zentrifugalbarriere dominieren !

Zusammenfassung K ugelsymmetrsiche Potenziale:
Jeweils vertauschbar sind:
L?mit L, H

und
H mit L2,Lj.



Also existieren gemeinsame Eigenzustande zu H L2 , L3. Esist méglich, einen Operator, z.B. den
Hamiltonian durch diese Grof3en auszudriicken

Wir haben jedoch gesehen, dass
ll:j’l:kJ:ihejH |:| U |:, |::|h|:

Wir haben alsleiteroperatoren:
L, =Ly +il,
=0y -il,
mit I:i | [ m) ~ |I ,m il) nicht hermitesch. Es handelt sich also um Leiteroperatoren fiir die magnetische

Quantenzahl.

b L2[1,m) =721 +[1,m)
Lg|l,m) = A1, m)

1
P1=0-=1..
2

nicht hermitesch

m=-1,-1+1..,1

Der Bahndrehimpulsoperator kann zusammengesetzt werden:
L=F"

Das Spektrum ist einzuschranken:

P1l=012..

m=-1,-1+1...,1

Schlief}lich kann eine Wellenfunktion in der Ortsdarstellung angegeben werden:
(F|Im) =Yy =Y (1,3, ) =Ry (NY ", )
al's Separationsansatz.

Direkt aus der Existenz gemeinsamer Eigenzustandezu H , L2 Lj
kann man den Hamiltonian zusammenstellen:

7

VR 3
ar xp)gr xp)+_—§ 2 9

2 o)
HY =62 +v(n)3r =§ vy
éZm 5 ¢ 2mr 2mr :
9 -
e a
& #2 q2 O 2
“HY =& h—ﬂ—(rv)m =Y +V(r)Y
2mg r 9 g 2mr
n* q? 2
-——(rY )=
r ﬂrz( ) pr
Dabei:
2, (Mp)?




Es ergibt sich die Schrddingergleichung:
n? d? oy, @2l n

ama? R

7]

asradiale Schrodingergleichung mit dem Zentrifugal potenzial

und dem effektiven Potenzial Vg (r) =V (r) +

+V(r)- Eﬁm:

A2 +1)

2nr 2

R21(1 +1)

2nr 2

Der Separationsansatz liefert den Zustand als Produkt:

(Fim) =Y () =Y 03,1 =Ry (0%, ) =2y

Up (I
Ry (r)= nlr( )
Aus der Normierbarkeit

N 2 _ o NN
0¥ | = QWY@ )| G 2
folgt:

m a
mite >1
2

Asymptotisches Verhaltenfir r ® ¥ :

2
- h_d_u Eu
2m dr ?
bu~eX
:=1 2mi- E
fi

Verhaltenfir r ® O:

hIO+DU

2
d2 -0
dr 2nr 2 g

@ M D
| =
3

Ansaz: u(r) ~r*:
Cs(s-D+I(1+1) =0
P s =l+Ls,=-I

Jedoh ist s, =- | nicht zulassig, da R(r) ~r~'"!

lim
. Esist notwendig, dass 0u(r) =0
>

Nebenbemerkung:

Fur 1=0ist die radiale Schrédingergleichung

Uy (1) ?
r

=0 ™0 )| Q lu (7 < ¥

singulér an der Steller=0



2 42
- Z—d—zu + (V(r) - E)u =0mit u(0) = Oaquivalent zur eindimensionalen Schrodingergleichung mit

m dr
Vi(X)=V(x)fur x>0

Vergleiche: Harmonischer Oszi !
Vi(X)=¥ xX£0

Symmetrische Fortsetzung des Potenzials V:

-
<
=

N

V/
7
/]
2
- (>3
~ z X
A Y
Vo 2
S ....'\a. :-'./J-/

Nur dieantisymmetrischen Eigenzusténde von V¢sind auch Eigenzustande von'Vq

Fazit: Der Grundzustand von V4 entspricht dem ersten angeregten Zustand von V ( radialsymmetrisches
Potenzial der Schrodingergleichung).

Es gilt: Das eindimensionale symmetrische Potenzial besitzt mindestens einen Bindungszustand !
Dreidimensional e Potenzial e besitzen dagegen nicht immer Bindungszusténde.

6.4 Spin

6.4.1 Experimentelles

Stern- Gerlach Experiment: 1922:



inhomogenes

Magnetfeld
Bs
1
(b)
kugelsymmetrische |
schale

+ 5g- Elektron

Fir dasinhomogene Magnetfeld gilt: NB3" Strahl
Die Kraft auf das magnetische Moment ergibt sich gemar3

F =RN(myB;)=myNB,
Somit: ABlenkung parallel zu p3 !!

Bahndrehimpuls | ergébe 2| + 1- fache Strahlaufspaltung ( also in jedem Fall ungeradzahlige Strahlaufspaltung)
beobachtet wurde zweifache Aufspaltung !!

P M~S Eigendrehimpuls ( Spin) des Elektrons!

Stern- gerlach mit
Wasserstoffatomen

Im s- Zustand ( 1=0)
Grundzustand -> m =0

Man erwartete fir einen Wasserstoffstrahl in einem Feld parallel zur z- Achse demanch keine AUfspaltung.
Dieswar jedoch ein Irrtum.
Stattdessen spaltete der Atomstrahl in 2 Strahlen auf !

Der Zustand ist also zweifach entartet.
Demnach kann J =0 nicht sein, sondern:



(23 +1)=2p J :%

L 6sung:
Erweiterung des Hilbertraumes und Zusammentensorierung !
1. Problem: Halbzahligkeit
2. Problem: widerspruchsfreie tensorierung der teilrdume
1
J==
2

11
P m=-=,=
2 2
6.4.2 Spinraum
Der Spinraum ist ein zweidimensionaler unitérer Hilbertraum
Us

UQS.:UAUS
- >S
Spinoperator !
-1
2
11
Pmg=-—-,—
22
&2| £\ _3.2 *
Selu >—4h |u >
éz ui>=iih ui>
2

Esgilt zu den Stufenoperatoren
S, =5, +iS,
Esgilt ( kann mittels des verwendeten gezeigt werden, vergl. Drehimpuls):

L, UMy )= T+D - mmz Jalu™, )

allgemein fir Drehimpul soperatoren

. u+>:0

921

I>

wb
c
+

wnh
c

Il
o




Matrixelemente der Spinoperatoren

(e 3

e

(o[l )={uml58 S §u) =36, o
(am ) =(om 68 - &.gom)=3E
(sl 56 2

$=2§

bl

ehof

Edo=Fy

5.2

b [£.6,]= 2,

und zyklisch vertauschbar
$15,=-5,51

k_l,g 2] =2555>

b §5,=is,

und zyklisch vertauschbar



Summary nur fur Pauli- Matrizen ( leichter zu merken)

$2+8,7+8,7=1
£.6,]=2i$3 uzMisch
.$.}=0 uzKish
$1S,=-5,5,=i§3 u.zklisch
§8,8, =il

PE;) =0

Det(§;) =- 1

Tensorierte Raume

Gesamtraum: U A V
Esqgilt:

U :{e)}dm:N
V:ﬂE|)}dim:n
Tensoriert:
UAV:{e)A|E)}
aleE ) =laecE))
(ecEr |&E ) =diedy
dmUAV :nN

Direkte Summe

UAV e )AlE)
ale A E)=|ag AaE)
(ac AEq|ec A E)=dy +dy
dmU AV :n+N

Die Erweiterung um den Spianteil

|91 Ug
mit |j > spinfrei und |S>: reiner Spinanteil

(YIF) =4 vl )ls) =& [i Xvils)

Distributivgesetz:

i M)+ vy =[i lu)+i )v)

Entwicklungssatz:
o] .
|F>:ka. agli )u;)
']

Wirkung von Operatoren:



(AAB) Ag=|Aj Ass)
IRY

|91 U

(A& 8)i Ys)=| 4 )[Bs)
RY

|9T Ug

Vollstéandigkeitsrelation

a i« k|:T
k

|

ké_ I k>A|Uj><j k|A<Uj|:ké-_ Iy k|A|uj><uj|:
y J

6.5 M agnetisches M oment

6.5.1 M agnetischer Parallelismus

~ ~ ~ Afa 2 ~fn
H (X, p,t) :iﬁ qA(X,t)g - qv(>‘<,t)
Von auf3en werde ein homogenes, statisches Magnetfeld EO = const angelegt:
Alg.t)= %(x B,)

rotﬂ(f?,t) = go in Coulomb- Eichung

divA(xt) =0
Magnetfeldanteil:
~ ~ 2 .
H(& Pt =- %n PA(%.t)- %n Al% t)p +g_m A2(%,1)
Remind
[ﬁ, ﬁ]:?ﬂiF
6iﬁ ()_( t)- i():(’t) P = }?_ﬂm E‘()_( t)l - iﬁﬂii %()_( §0)| = 0#
b HiA(%t)=Akt)p
Somit
~ 2 2
Hm(X Bit) = zimrﬁ(x t) zimA(x t)ﬁ+g_mﬁz(>‘< t)= %K(ﬁ,t)ﬁ g—mﬁz(x t)



A= Mp=3F B)Bo =5Bolx" B)

AR =& Bof =2 (& Bollx Bo)=2 (0B Bo)- (B0 % )3oB0)
A f =2 Bol(Ros)Bo - (Bo <J7)

((o%)Bo - (Bo ) =-% (" B)

SOmit:

Hin(, B.1) = rﬂni(i,t)fw Q_;LAZ(Q,t)

P Hn(R, D)= JLB X B) g—;ﬁo[i’ % &)

Der magnetische Hamiltonian setzt sich also zusammen aus einem Teil, der

(§—<' ﬁ) = [ beinhaltet.
Dieser Teil macht den magnetischen B- Feld Effekt und ist al's mechanischer teil zu verstehen.

Der zweite Term ist von der Form nach eine Zentrifugal kraft.
Das Ganze lauft unter dem Namen mechanisch magnetischer Parallelismus
Es existiert also ein permanentes magnetisches Bahnmoment:

M=

2m
Auf dieses gehen alle paramagnetischen Effekte zurtick ( Paramagnetismus).
Dieses Moment wirkt beispiel sweise auch auf Eisen/ Kobalt.

2
Im anderenterm g— By[X~ ()_(' Bo )] findet sich eininduzierter Teil. Ein induziertes magnetisches Moment..
m

Dieses wirkt nur auf Magnete !

Cle -5
Ming. = - [X’ (7(' BO)]
8m
Es handelt sich dabei um den diamagnetischen term

Im konstanten Magnetfeld kommt es also zur Linienaufspaltung !

= .- ar

m, .= —I
z 2m z
Mit den Eigenwerten
9 am,
2m
m=1I,1-1,..,-1+1-1

Einheit ist das Bohrsche M agneton:
m = - Zih 0,273240 /T

Betachte



2. = V2
(X BO) Dieser Term ist invariant gegen das vertauschen von ort und Magnetfeld !

Zentrifugalkraft: [W' (o )_()] hat die gleiche Struktur !

-5 P 5 - 3P
Bei Vertauschung von Ort und Magnetfeld (X BO) ® (BO X)

[ 5 8o 5" (" )

Bei der Zentrifugalkraft lautet die Interpretation: Bei links- statt rechtsdrehen bleibt die Zentrifugalkraft erhalten
!

Hier:

Wechselevon B -> -B

(% Bo)e (% B)=(Bo" %)

und der Diamagnetismus bleibt erhalten !

Einstein - De- Haas, 1915

Messung des gyromagnetischen Verhédltnisses mittels Magnetkern an Torsionsfaden !

Die Magnetisierung des Magnetkerns ergibt sich zu
M =mV

b M=mv=vai=A7]
2m 2m
Nun kommt man von

B® M® L
Experimentell:
] _q

K m
ohne den Faktor 1/2 -> der Spin wurde vergessen !

Diesist typisch. Wenn ein Faktor 1/2 auftritt, so wurde der Spin vergessen -> der Spinraum muss einen
mechanisch magnetischen Parallelismus besitzen !

Spin <-> magnetisches Moment
= q

Ms =0s o
gs heil3t Gyromagnetischer Faktor !

= Fazit: Der Spin kommt nicht aus der Theorie. Er musste erst gemessen werden und nachtréglich eingebaut
werden !

§

Einstein De Haas bestimmten gs =2

~ q =z
Mg =gs—S

s S om
Der Spin wird in der Quanten- Elektrodynamik gewonnen !

Dabei gilt:
a ..
gL=28+2 4.2
e (4]
1 2
a=-—— =



Schrédingergleichung im Spin- Bahn- Raum

Elektronen:
mg = ﬂ S
m

Das Elektron hat die potenzielle Energie U im Magnetfeld Bo
U :-msﬁo :-gsiéxgo :HS

2m
Hamilton- Operator fir Bahn:

H B :Zi (p +eﬂ)2 - eV(r) Elektron mit Ladung e<0
My

Wirkt alleine im Hilbertraum H g

Hamilton- Operator fir Spin:

~ 1 —\2 -

H=—I|p- +qV(r)+H
2mo(lo A) +qV(r) +Hs

|:|s =- gsiéxﬁo
2m

H g wirkt dabei nur im Hilbertraum H g
Ohne Beriicksichtigung von H
~ R |
HelYa) =iner[Ya)
It
a=12

Also haben wir je nach Spinzustand schon 2 Schrédingergleichungen in Hg:
Esgilt (&quivalente Darstellung):

. o S o
AelYa), =in]¥a), 0 (Fa 1)), =ingt YD,
a=12

Fir den gesamten Hamiltonian gilt:

~ . ﬂ
Ay, =indv),

~ _ —\2 q A =
H=—(p- gAf +qv(r)- gs=-5B,
2m, 2m
Dabei
1 = Einsoperator im Spinraum -> Spin bleibt unberticksichtigt. Einheitsmatrix fiir beliebigen Vorgang im

S l_aé 00
INraum: - =
gO 1y



MIT Berucksichtigung von I:I s
A A |

Hg 1+Hg)Y), =in—|Y

( B +7F S) ) ' ﬂt| )t

In Matrix- Darstellung
H S =- hW|S 3

w, =48
2m

In Matrix- Darstellung:

g +hw, 0 GBY.) 0
§ 0 Ag- @Yo

0 (ﬁ,B + AW, )Yl)

1
=

==

@O0
<

N
y
Ql--I-O

:ih1|Y ) PAULI- GLEICHUNG
t qt 1/t

(l:"B - hW| )Yz)t = |h%|Y2>t

Diesist aquivalent zu folgender Dar stellung:

Pauli- Gleichung!

6.5.3 Normaler ( einfacher) Zeeman- Effekt

- einfacher Zeeman- Effekt mit Spin. 1 Elektron im kugel symmetrischen Potenzial ( Kern (H)oder
Atomrumpf(Na)) und homogenen Magnetfeld B = B&;

~ ~ . él;z u.. qzs ? gz = 5
H=Hg Al+Hg=a— p2 +qV()GAL- —- By - go—-B,>&+O(B
B s mep q ()H 2 0 9s 5 Bo (Bo)

el - u
a—p2+qVv(r)g=H
g2m 0

Dabei wird durch H B A 1der Bahndrehimpuls Hamiltonian durch den Spinraum erweitert.
A q =~ oy :(-j

H=Hy- —B + gsS*

0 5m 0? Os p

el ) u
&—P°+av(rg=Hy
&2m i
Fir B = Bg,

,\_ q ~ ~ ~ .
H —HO' EnBong"'gsSz%g

> (D
=

0 U
p +qV(r)g=Ho
u

‘“‘1



Wirkung auf die Zusténde:
£\ _ 0 +
HO|YnIm>|u >—Enlm |Y u >

0 (HoAlenlmAu > Enm |Yn|mAu >

n= Hauptquantenzahl
|= Nebenquantenzahl ( Eigenwerte von I2)
m= magnetische Quantenzahl ( Eigenwerte von12)

(HO A1)|Ynlm A ui>+ (lAZ A1+1A gsézg %T1§BO|YnImA ui>

=EnImO|YnImAui-> emh"'gsg—_i nImAu >

Man bekommt also mit dem Korrekturterm
& hou

emh gs x _;ﬂ
eine Korrektur andie Energie!!

Merke:
H g, H haben die GLEICHEN Eigenfunktionen, jedoch unterschiedliche Eigenwerte !

Fir Elektronen mit gs~2 und q=-e

ergibt sich:
(Ho AT|Y oy A u*)+ [, A1+1A gsézg %n%sohn,m Au)
= EnIm0|YnIm A ui> + BO ;n[mh t h]|YnIm A ui>

_ o, €
p EnIm_EnIm +EnBOh[mil]



P - n

1

= L=1 0]

/7 " 1

( ? R /fml, % | | {M

O
@E”"/'ea /-I_/?EE_-_-

O

"

\ E = E, .t /«53 (w+ 2w )

n=2,1=1,m=-1,0,1: Zeeman- Triplett
n=1,1=0,m=0 -> Singul ett

Tabelle: Landé- Faktoren

%
T feded
- 4/{

- ,/a

i
2

Teilchen S g Q
Elektron 1/2 2 -e
Proton 1/2 5,59 e
Neutron 1/2 -3,83 0
Neutrino 1/2 0 0
Photon 1 0 0

6.5.4 L armour- Freguenz




P =My, By :gs?néyBO

d . A N
Esy =- Mg By —'gszimstO
d.

—_ =0

dtsz

Damit haben wir ein DGL System 1. ordnung:

2 s (nand 9 5.0, - ®& q,.0
t) =s,(0)9n —Bt=+ s, (0) co — B t=
S¢(t) =5, (0) ggsm ot S« (0) snggsmBojéj

N A & q 0 . & q 0
S, (t) =s,(0)co —Bptz- S, (0)SngEgs—Bpt
y() y() %gSZm OQ x() ggSZmOb
5,() =5,(0)
Das heif3t: Der Spinvektor prazediert in der x/y- Ebene mit der Larmour- Frequenz W = Jg Zi Bg , wahrend
m

die Ausrichtung zur z- Achse ( parallel zum Magnetfeld) zeitlich konstant bleibt !



6.6 Gesamtdr ehimpuls

6.6.1 vertauschungsr elationen

~ ~

J=C+S
lL i SKJ = 0 Beide Operatoren wirken in verschiedenen Raumen. Wére der Operator nicht Null, so wéren die

A

zugehorigen Eigenzustande nicht separabel.

ék- [I:klék]zozék (':kék - ékl:k)zié' S
=50

b [jwij:[':j":kJ*léj’ékJ

0.0 ]=ine L

[5,.5,]= ine i §

b [3,.3,]=ine;0d

Aber:
IJ i JkJ =ihejjJ) ist als Vertauschungsrelation hinreichend zur Definition eines Drehimpulses. Alsoist J

[l DY
wnp

auch ein drehimpuls

Satz
Gekoppelte Drehimpulse sind ebenfalls Drehimpulse !

323 ]=0

5, 02]= &, + &, 020=0

3 : 63 % 9]

jk,l:z_:O

32, (2|=¢2+ 52 +20>5,[2U=0
e g

€j2,520=€12 452 420 »5,520=0

e 'O e "

& §2u-4, +& =0

e ge T

652 [ il

éJ ,LXSG—O

6.6.2 Clebsch- Gordan-K oeffizienten ((auch: Wigner - K oeffizienten)

Eigenwertproblem:
32| imges) =12 (i + )] imges )

j3 jmges> = hmg&| jmges>

, 1

=0,—-.1...
] 2l
Moes. = 1, ] = Lo ]

Basisfir

UAU,:



ﬂImI>A|Sms>}

[52,22]= g2 +52 + 208 120 =

Q\Cf

T 12 -&" S 12U—
[J3,L ]—8L3 +S3,L E—
Es werden die Eigenfunktionen
| jmg6> gesucht, die auch Eigenfunktionen zu L2 bei festem | sind:

| jmge5> = é. Cmges,jm'ms“ml >| Sms)
m,m;

jz:j3

P é- (mges' m)C ||ml |sm)=0

m,m,

P (mges' m - ms)cmges.,l'm’ms =0
= Cr,LES,J-r'"'r'l =0, falls(mges- m - ms)i 0

Cr_j"™10, falls(mges- m - ms):OD My = Mgeg - Mg

ges

-> Die Clebsh-Gordan- Koeffizienten sind unabhéangig von ml

: _ 2 1\| 1 2L 1
| iMges) = Crm,_j 21 - §>‘ §>+Cmges|1 2|l m +§>

2
+=
2

VergleicheFick, 4.3 8§ 6

6.6.3 Addition von Drehimpulsen( Vergl. Schwabl)

e Gesamtdrehimpuls kann folgendermal3en dargestel It werden:

J=E+§

Die Vertauschungsrelationen:

zugehorlgen Eigenzustande nicht separabel .
b [3;.3=C;.0+[8) &)

|:] , l:k_ = ihejk| L|
i Sk =iheeS

b [3,.3,]=ine;0d

>
((hD)

ge5> = hmges.| jmge5> = a Cr,..i m’mS(Ez + é2)'ml Jsms)= @ Cm,..] "
mm,

™ (A + mgh )| Imy )| smg)

L, S| = O Beide Operatoren wirken in verschiedenen Raumen. Wére der Operator nicht Null, so wéren die



Drehimpuls Vertauschungsrelationen !

32,0 = |12 + 82+ 2058, 0| =25, [ (g )= 2inlS, 1y - §10,) 0
Ebenso:

32,8+ 0

Also:

Die 2(2| +1) Produktzustande | Immg ) =|Im) my) sind Eigenzusténde zu 12, L, S2, é3 aber nicht zu

A

J?, da
J2 5[t obzw. [32, (2 0
[32,55]+ v 32,

Ziel: Suche gemeinsame Eigenzustande zu jz , j3, |:2,§2.

Dies muss moglich sein, da

[52.02]= 42 + 52+ 2058, (20=0
e 8
gjz,ézg:gﬁz+§2+2f>§,§2g:0
[j3,£2]:g£3+§3,£23:o
gj3,§zg=gﬁ3+§3,§zgzo

Die Eigenwertgleichungen lauten:

32| imjls) =22 (j (i +D)| imyls)
53| jmjls> = hmj|jmjls>

L] jmyls) = (10 +2)] jmyls)
52| jmyls) = n2(s(s+1)| jmyls)

Durch Einschub eines Vollstandigen Satzesorthonormierter Eigenfunktionen, durch Einsczhub eines Projektors
auf diesen vollstandigen atz, also durch Einschub einer "1" kann der neue eigenzustand | jm i |S> beziiglich des

alten Zustandes | Imsms> entwickelt werden:

| jmjls> = a | Imsmg ){Imsmg || jmjls>
?E=mj-m

Zu beachten ist: Es wird ausschliefdlich tiber die Komponenten der alten basis summiert, die sich von der neuen
basis unterscheiden ( das heifdt: Nur dieser Teil der basiswird transformiert) !

Dabei heif3en die Entwicklungskoeffizienten der neuen basis beziiglich der alten Basisvektoren, also die
Koordinaten der neuen basisin der alten Basis



Clebsh- Gordan- Koeffizienten !

(Imsmg ] jm;ls)

Dabei gilt:
_1 1 1
S—E mS—E ms—-E
j=l+2 ! 1
g 20+1 i g 2+1 i
@ a
j=1-2 : ;
— - — 1-- o
2 ¢l - m; +—%2 Gl +m; +£22
-é 20 +1 + é 20 +1 +
' a
Wobei:
J:|+l
o2
m; =m+mg
m=-1,..,+
1
msz'—,+—







5. Naherungsmethoden

5.1 Zeitabhangige Storungsr echnung (Dir ac)

Es soll die zeitliche Entwicklung eines Zustandes | Y ) ;aus der Schrodingergelichung

- K|
AlY), =in 2Y),

berechnet werden, wobei

A = Ao+ Ayl

durch den ungetstrten Hamilton- Operator mit einer kleinen Stérung reprasentiert wird.
Die Stérung lasse sich als Potenzialstérung darstellen, die mittels des von Null verschiedenen jedoch kleinen
Parameters €

linear entwickelt werden kann:
H1(t) =€V (dabei kann die Stérung natiirlich explizit zeitabhangig sein!)
Die Eigenzustzénde und Eigenwerte von Ho seien bekannt:

Ho| ) = Eq|n)
('ungestdrte Problem)

Dabei gilt nattrlich weiterhin die Orthonormierung und Vollstanmdigkeit des Basi ssystems:
(M|m)=dwn

Q — 1 Annahme: diskretes Spektrum

a [nn|=1 P

n

Die Entwicklung von | Y ) i nach den Eigenzustadbnen des ungestorten Systems liefert:
[o]

a [nny) =a cin)

n
(nlY), =t
Die Anfangsbedingung sei ein noch ungestorter Zustand | n0>
|Y >t=0 = | nO)

Damit:
<n" n0> =c¢n(0)=d nn,
a [mKnlY), =a ca(n)
Die Zeitentwicklung unter dem Einflufd der STorung lautet ( Einsetzen von N n
(Y ), =ca®

indie

Schrédingergleichung: :
~ |
APY), =ing ),

P & cOAM =it SO =8& cnOlfo+A0)N=4 e olE+A o)



Charakteristisch fir diese entwicelten probleme ist das AUftreten der Summe, wie hier zu sehen. Diese kann man
beseitigen, indem von links mit einem zweiten Zustand "herausprojiziert wird):

|ha dic (t){m]|n) = a Cn(t)<m|(H0+H (t))n) a e (t)(m|(E +H (t))n)
:a Cn(t)(<m|En| ) (m|H (t)| )):a Cn(t)Endmn"'a Cn(t)<m|H (t)|n>

b |ha %c (M) = cn(®)Ery +a & @)(mALH)n) = .hicm(t)

H|Ifre|ch|std|eDef|n|t|one|nes
e
Cp(t):=e © " g, (t)
mit Hilfe des Zeitentwicklungsoperators fir die ungestorten Zusténde:
e E to
- Cl P +
e © 7]

Somit kann die Differenzialgleichung fr die Entwicklungskoeffizienten umgeschrieben werden:

7L en®) = cn(®Em +& ca®(mF ) )

dt ’
mit
®eE o
-gl - d
hacm(t) =Cm(t)Em +te an— ot gm(t)
Setzt man dies ein, so folgt:
xE. o
Py 9 a1
Cm()Em+e € " A gn(t) = cn(OEm +a Ca®(MH Ol
n
d &Emtg

=) |hagm(t) e 7 “"a ¢y @(m]H *@)[n)
und wegen

=Eto

- ¢l—=
ca(t):=e € " og, 1)
also:

q FEEXO
. [] ~
o am®=a e " AmHOngn)
n

Die eigentliche Stérungsrechnung kommt erst jetzt:
Wir machen eine Sérungsentwicklung fir kleines € :

H,(t) =eV (dabei kann die Storung natiirlich explizit zeitabhangig sein 1)

Man motiviert dass bei kleinen Potenzial stérungen héhere Ordnungen von <m|I:| l(t)| n) polynomial in €fallen,
was fir die Entwicklungskoeffizienten bedeutet:

0 1 2
9n()= 9,7 © +egn ¥ (©) +e%g, 2 (1) +...
Daaber die Differenzialgleichung fir unsere g, (t)



2(E,-E )0

g on®=8 & 7 Ami'ola,0

ebenso beidseitig entwickelt werden kann:

®(E,-E to
d gl——s = R
1S om0 0 regn? 0 +e?g, P +.)=& & T mHtOIm{an? ® +eg O 0 + e

n

und diesfir beliebige € gilt, kann an der Gleichung ein Koeffizientenvergleich in der ordnung ek durchgefihrt
werdenund esfolgt: K =0:

d
in— gm0 (t) =0
g Im (t)

p gm(o) (t) = const F=d,
Exakte Lésung fur € =0:

e
Cm()(t):e ¢ dmnO

Fur k=1
d gla!Em- En!tg
iha gm(1) (t) = é ge z(mM n)gn(O)
n

Dabei wurde €X = el bereits beidseitig gekiirzt,
Wir wissen: g% (1) = const =1=dy,

Somit:
d gla!Em- En!tg
iha gm(1) (t) = é ge z(mM n)gn(O)
n
also:
ai(Em_ Eno)tg

ih%gm(l)(t):eg " 8(mV|ny)

und mit der ANfangsbedingung gn(l) (0) =0kann formal integriert werden:

2(EEn) @(Ey- Eno 0 )
g (1) :-_(‘th e 7 f’(m|V|n0)
in

Uber gangswahr sheinlichkeit

Per Definition die Wahrsheinlichkeit zur Zeit t den Zustand | n) zu finden, wenn zu t=0 der Zustand | n0> vorliegt.

2

=[O =|gn )

(milv),| =& e fr




AlsNaherung wird nur die niedrigste, nichtverschindende Ordnung betrachtet:

gn(t) = gn(O) =dpno =1 firn=n0
und

g,(t) =egn(1)fUr ntng:

A

Zeitunabhangige STérung: V = const.:

. Q (E Eno): 0 e(En'hEno)tg- 1
0,0 =-—qate® " onN|ng) =~ (nV]np)
En - EnO

L& (EEte 0 SE'E(E"_E"‘))IO U (i i
PO I IS g A S |(n|\/|no|2%(e( W afe)- 1)

] En - EnO ?/: En - EnO :| thz g
t bi b
—\=n" &no
wiz (En - Ero)
' h
. oW
4sn? —t
1- cosWw
9" (t)‘ |<”|V| (Wz—hz) | |V|”o>| \/\/2—7@22
asn2 Vi
\/\/Z—hzz = Dt (En - EnO)
2 ~ 2
gn(l) (t)‘ :|(n|\/| r]O>| Dt(En - EnO)
Die GroReW:= w hei Rt Ubergangsfrequenz. Und bezieht sich auf den Ubergang von | no) auf | n) .
Fiir die Darstellung der Ubergangswahrscheinlichkeit um die optimale Energie gilt ( grafisch):
.2
D (0 =&2
ehg
lim
oy (Di(0)=¥
4sin de'251’;0 2t ¥ sn?x
@Dt(E)—0¥ dE——> 2= =—Q, & N
¥ sn?x -0
Q 2

b 6; Dt(E)z%t

Also:



DL (E) = %tdt(E)

"™ DB = 21d(E)

t® ¥ h
Grafisch
D, (&)
!
+E
-ng 2.(%

2 _ 2 2p ~q 2
B (mY),|” =lgn ®) -7\<an o) el (Eq - E,)
Fur t ® ¥ Energieerhaltung: E, - Erb =0
Fir t <¥ hat D, (E) = %tdt(E) die Breite DE @4E’—h
Damit folgt die Energie- Zeit Unscharferelation:
DEt € 4pn

Uber gangswahr scheinlichkeit pro zeiteinheit (von |n0>auf |n)):
d 2 A 2
Wino =¥ ) | = 22| (nfFino)| o (€, - Ex)

Diesist Fermis Goldene Regel, abgeleitet aus der STorungstheorie 1. ordnung.
Dabei gilt:



d, ® d
fur t® ¥

Har monische zeitabhéngige Stérung

Hi(t)= Fe'™ +F*e"™ hermitesch!
Esfolgt:

aia'(En_ EnO_ hW) 9

L, 8 ala(En-EnO+hw)9
gn)=-—Qdtes " (n|F|ng)

Lgaes 1 anfE|ng)

n

i g.ewglp i g.ewglp

b gu® = (o) &g 2]
" O: En'EnO'hW:l):/ O: En'EnO+hW{

i b i b

SOmit folgt fur die Ubergangswahrscheinlichkeit von | n0> auf | n) :



(Y )| =lanl? :_| | o) td (Ey - Eno - )

Do EBewko Ui @EcEgtwlte

# 2ol o)t (E, - Eng +w) + (0] ) (nfE | )} & i L

.I. En - EnO' aw Ti El’l - EnO + Aiw |

1 pt b
i @ (E-Eotwlo (i @(E-Eo-Who
. {6 1 eaid 1 sy
+(nlFIno)* {n |F|n0>: E - Eg+hw ,y: En- Eno- AW
) bT b

(En ~Eno# hW)
h

o )" =lonf” = ZnlF]no] td (En - Eno - w)

WE = W+w =

: - ~ laliwt)  q)falwt) )
+%‘(n|F+|nO>‘ td(E; - Eng +Aw)+{n|E|n)* (n|F *| n0>i (e 1Xe 1)9

RPWW
( (iwt) _ 1)(e(ivvt)_ 1)9
hAWW i;

+(n[F *ng)* {n |F|”o>l
(n|F|no)* (n|F * |n0>:: Aeld

(nIF*no) * (n|F[np) = Ae'®

= |(n|Y>t| =|gf ——|(n|F|n0>{ td (Ep, - Epg - W)

3 (e(-th) ] 1)(6(th) ] 1)9

E =+ 2 _ -igl,
+ ‘(n“: |n0>‘ td(En En0+hw)+Ae % hZWW _\é

T 2\/\/"W b
Weiter gilt
3 e iwe) _qlaliwet) - 4 (-iwt) iwt) _ 4
Ae"9|[(e > 1Xe 1)5 Aé 'g[( > lX )P: > 4A cos(wt - g )cos(wt)- cos(wt)]
i hWTW b 1 hW'W hEW'W
Fir w 1 O,W?! Osind diese Termejedoch rein oszillierend. Fir t ® ¥ sind diese jedoch vernachlassigbar gegen

Terme ~ td (E, - Epg * Aw) =td (AWF)

'c-*<\

Somit folgt fir t ® ¥ :



2 2 A g2
(Y ), J" =lgnl? = inlFIno) "t €, - Eqo - 1) + 2|O| (|E*[ng)| 10 (E, - Eng +w)

Fiir Zeit gegen unendlich kann man dann leicht die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen | n0> und | n) pro
zeiteinheit, durch ABleitung anch der Zeit erhalten:

~ 2 A 2
WnrO :%|<n||:|n0>| d(En - EnO' hW)"‘%knO'F'n)I d(En - EnO +hW)
Die Terme lassen sich identifizieren:

NENY:
%|{n|F|n0)| d(E,, - E,o - hw) steht fur die ABsorption eines Quants der Enrgie W bei gleichzeitiger
ANregung des Ubergangs von | n0> auf| n) , was einem Energiesprung von E, - Egentspricht.
Das QUant wird also von Niveau | n0> auf | n) gehievt
7|(n0 |F|n>| d (E, - E,ol +7w) steht fir die Emission eines Quants der Energie 7w bei gleichzeitiger

Anregung des Ubergangs von | n) auf| n0> , was einer Energieabgabe von E g - Eentspricht.

Das Quant fallt dabei vom diesmal htheren Niveau | n0> auf das Niveau | n) herunter.

Zusammenhang mit dem Wechselwir kungsbild

Fir t=0 stimmen Schrédinger- und Wechselwirkungsbild Gberein ( Siehe oben, S. 63)
Im Wechselwirkungsbild gilt:
) @i
A 1 QE Dt+ ~ 1
Hw (t)=e*" PHge®

Im Wechselwirkungsbild wird die Zeitentwicklung der Operatoren mit |:|0 gewonnen, wahrend die Zustande

Q IO

mit le(t) evolutionieren:

. d A
in=IY h = A 0] ),y
Dieformale Integration fuhrt auf eine Integralgleichung:
- A
Y ), (© =|Y),, (t=0)- '%(3 dt (HWl(t)|Y)W(t))

|Y>W(t:0):|n0>

Fur kleine leliefert eine Iteration:



¥ ©=7)y (=0 - L atlFutolv), ¢ >)»%’i- Qe ) r)

W &1 ddth, o) &Ly %H% H L 155 9
»Ccl- — n e n
& Q W j 0) G Q S :[ 0)
e a
Mit
i- i~ i~ P~
—H° —HY® —H% . -Ht O
Y)()=e ), (1) »e gl- I—édt eh  Hdle? Ino)
e 4]
und
“HY® o THt ., A% O
en gl- - Ndte” Hge”  I:=U(t,0) Zeitentwicklungsoperatorim Schrodingerbild
e ﬂ

Uber gangsamplitude im Schrodinger- Bild:
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In Ubereinstimmung mit unserem Ergebnis von Seite 113 !

5.2 Induzierte Emission und ABsorption von Lichtquanten in ATomen

Ein Elektron im kugel symmetrischen Coulomb- Potenzial V( r) eines Atomrumpfes hat den ungestorten
Hamiltonian:



- P2
HO=2—+V(r)
2m

Es soll untersucht werden, wie sich dieses Elektron unter dem Einfluss einer el ektromagnetischen Welle mit
A(F,t) = Ay cos(KF - wt) verhait.
w = C|IZ| und es gilt Coulomb- Eichung:

N xA(F,t) =0

So wird:

E(f,t)=- %K(r,t) = - WA, Sn( KT - wt)
- WAy = E,

B(F,t)=N" A(F,t) =-k~ Aysn(kF - wt)

ANalog zu S. 92 haben wir den Hamiltonoperator:

T R R e
H=Hyg- —Axp=Hy+H
0" T P=Ho
~ e — A e i T= e A . e = A -
H1:-—CO = _elkr —e-lwt__e-lkr el
p Wt)AgP = - o €™ AgP omE PoP
_ie'krpop:A
2m
& kA5 F
om€ FoP

|:|1 - Ife- iwt |£+eiwt
GemaR S. 116 haben wir die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit ( differenziation der
Ubergangswahrscheinlichkeit):
~ 2 A2
Woro =£|(n|F| no)| d(Ep - Eng - W) +£|{n0|F|n)| d(E, - Eo +hw)

L2
o =G5 -

<n|e'kerp|n0)‘ d(En - Eno - 1) +|(ng e ¥ Ay )‘ d(E, - Eno+hw)¥)
Digolnaherung.

Annahme: Die Wellenlange ( einige tausend ANgstrom) ist deutlich gréfeer als der ATomdurchmesser ( einige
ANgstrém)

_‘|

>

AR = 14 0(kF)

und ef = Operator des elektrischen Dipolmoments

AUferdem: [HO A] =T’—

3 |'cl>

Damit wird dasMatrixelement des Stéroperators



= Ro(nlFof - Hol o) = - — (B, - Eng)Ay(n[f]o)

&{n[fno):=dnno
Mit den elektrischen Dipol- Matrixelementene(n|f{ny):=d o

Die Ubergangswahrscheinlichkeit pro zeiteinheit ergibt sich gemaR

En- Eo)’ (= =

Kontinuierliches Einstrahlungsspektrum:

E(F.t)= 5 dwEpw)sin (kF - wt)

p \¥ — .y 2
P Whno =2h_29 d(hW)(Eo(W) >dnn0) {d(Ep - Eng - 7w)+d(Ep - Eng +7w)}
Dabel liefert

d(E, - Epg - Aw)einen Beitrag fur E, > E,o (Absorption) und

d(E, - Epo +7%w) einen Beitrag fir E,, < E,,g asinduzierte Emission. Die Wahrscheinlichkeit ist ~ Eo (W)2

also proportional zur Energiedichte der elektromagnetischen Welle.

Die AUsfihrung der Integration liefert:
WnnO =%(‘5d(hw)(go (W) >anno)z{d(En - EnO - hW) +d(En - EnO +hW)}

_Pp & ﬂEn - En0|)9 T 92
P WnnO - 2h2 éEO(é 7 g«jnnojﬂ

annO :e(n|';| I’10>

Bemerkungen

1) SPontane Emission kann in der semiklasischen Theorie ( Atom wird quantenmechanisch beschrieben, das
Strahifeld jedoch klassisch) nicht beschrieben werden ! Hierzu ist die Quantisierung des Strahlungsfeldes nétig (
QUantenfeldtheorie).

2) DieAUswahlregeln fur erlaubte el ektrische Dipol ibergénge sind durch das Dipolmatrixel ement

dpno = e(n|r:| No) gegeben. Fiir e(n|l;| Ng) = Okonnen erlaubte Multipol iibergange ( magnetischer Dipol,

elektrischer Quadrupol etc...) durch die Entwicklung von eJ‘rikr in héherer Ordnung berechnet werden.

Diskussion der Dipolmatrixelemente:

Wir begeben uns wieder in den Ortsraum der Kugelkoordinatendarstellung:

Die ungestorte Wellenfunktion:



V(0 =227 )~ A™(c0s3)e™
=i )

[ng) =[nim)
Kugelkoordinaten

V(0 =207 § )~ R "(c0s3)e

X, =r 9nJ cosj
X, =rdnJ gnj
X3 =T €0SJ

betrachte
X =X +iXo =rsnJe’
X* =X - ix, =rdnJe’
Einsetzen liefert:
U (r . imj

V()= 294031 ) R cos ™

oz P . i m 2P o i(m- i)
(n'mijc|nim) ~ @ dJ sin (0)R™ (cosd )P, (cosd)@y di e
@2‘3 di ei(m— i +1) ~ A et
B (ril"ni[x| nim) ~ § &0 sin 20 )R ™ (cosJ )R ™ (cosd)
(‘5 ) §n (3 )R-™ (cosd)R ™ (cosd ) ~dy 4

P (" mix|nim) ~d y megdyy s

Analog kann man ausrechnen:

(MI'mix * |nim) ~ dpy o101 1

(1" | R3] nlm) ~d iy g1

Also gewinnen wir die AUswahlregeln fiir Dipol- erlaubte Ubergénge:
Dl =+1

Dm=0,£1

5.3 Zeitunabhangige Stérungsr echnung ohne Entartung (. schr 6dinger)

Betrachte zeitunabhéangige Schrddingergleichug:
HIY) =E[Y)

berechnet werden, wobei
H=Hqg+H?



durch den ungetsorten Hamilton- Operator mit einer kleinen Stérung reprasentiert wird.
Die Stérung lasse sich als Potenzialstérung darstellen, die mittels des von Null verschiedenen jedoch kleinen
Parameters €

linear entwickelt werden kann:
H, = eV (dabei ist die Storung zeitunabhangig sein !)

Das ungestdrte Problem schreibt sich:
3 0
Ho|n) = E, )|n>
Fur kleine € sollten sich Eigenwerte und Eigenzusténde von I:I entwickeln lassen:
Ek = Ek(o) +eEk(1) +e2Ek(2) +...
|Yk> :‘Yk(0)>+e‘Yk(l)>+e2‘Yk(2)>+...

Also:

(Ho +e\7)QY k(°)> +e‘Yk(1)>+e2‘Yk(2)>+..)= (Ek(o) reE, D +e%E D + ..)QYK(O)>+e‘Yk(1)> + )

Die K oeffizienten lassen sich dannin der Ordnung € f vergleichen:

=0

Ho

v k(0)> - Ek(O)‘ Yk(0)> ungestortes Problem
f=1
(|:|o ] Ek(o)NYk(l)»: (Ek(l) _ V}yk(°)> 1. Naherung

f=2

(,qo ) Ek(O))Yk(2)> :(Ek(l) ) lek(1)>+ Ek(Z)‘Yk(O)>

... -> Rekursionsformeln

Die Bestimmung der Energieeigenwerte undEigenzustdnde kann erfolgen....

AUs=0: ‘Yk(°)> = k)
AUsf=1: ST6rungsrechnung erster Ordnung maoglich:

Wir entwickeln nach der ungestérten Basis ‘ Y k(1)> =4 |n)<n|‘Y k(1)> und setzen diesin
n

(Mo - Ek(O)NYk(l)»: [E®- V}YK(O)> ein:



& (Fo- BLO )|y, @) =2 - V)i
n
(':'0 - Ek(O))n>: (En(o) - Ek(O))n>

Skalarprodukt mit (I | ® (I || n) =d,,, "projiziert" wieder die Korrektur des |- ten Zustand ( seines Eigenwertes und

seines zugehdrigen Zustandes ) heraus:

(E@-EPWWYS§=@ﬂLVPW-Mﬂ@

Somit haben wir fur 1=k
die erste Korrektur zum Energieeigenwert gefunden:

E® = (kN|K)

undfir | 1 K ergibt sich die 1. Korrektur zum Eigenvektor:

( |‘Yk(1)>_ <|Mk>

EO@- EO
(k” Yk(1)> wird durch Normierung festgel egt:

1212 (Y [ Yy ) = <Yk(o) HYK(O)>+6(<YK(O) HYk(l)>+<Yk(l) HYk(o>>)+ez(___
(O vi)=3

"Dadie Summe rechts aber fir beliebige Epsilon Null werden muss folgt:

v ) o

(..=0
fester Ordnung von €:

usw.. fur jede Klammer hinter einer zusammengefassten Abhangigkeit

ALso fur dieerste Ordnung:
<Yk(0) HY k(1)> - <Yk(1) H Yk(0)>

<k|‘yk(1)> - <Yk(1) " K)o - <k|‘yk(1)>*

Fazit:
(k|‘Yk(1)>=ig mtgl R
Wegen

% » 1+ieg+ O(e?) andert der Term ~ g die Phase von |Y ) relativ zu | k)



in der Entwicklung | Y ) =| k)(1+ieg)+eé |n)(n|‘Yk(1)>+O(e2).

nt k
Die Festlegung erfolgt durch die Forderung :
(k[ Yi)=1
P g=0
Im entartungsfreien Fall (keine Entartung) folgt dann:
‘Yk(l)> =3 In) (k)
K Ey ) _ E, ©)

Voraussetzung: E, ©) 1 En(o) (keine Entartung)

5.4 Zeitunabhangige ST 6rungsrechnung bei Entartung

Betrachte zeitunabhangige Schrddingergleichug:

HIY) =E]Y)

berechnet werden, wobei

H=Hg+H?

durch den ungetsorten Hamilton- Operator mit einer kleinen Stérung représentiert wird.

Die Stérung lasse sich als Potenzialstérung darstellen, die mittels des von Null verschiedenen jedoch kleinen
Parameters €

linear entwickelt werden kann:

H, = eV (dabei ist die Storung zeitunabhéngig sein !)

Wenn wir nun annehmen, dass zurEnergie En(o) mehrere (orthonormal) entartete Zustande gehdren, so missen wir
das Problem anpassen:

Das ungestorte Problem schreibt sich dann:
Holna)=E,O|na) a=1..s

Durch H 1= e\7 wird die Entartung jedoch im Allgemeinen aufgehoben:
H[Y\ ) = B] Yi)

Die Storungsreihe/ Stérungsentwicklung
|Yk> = Yk(0)>+e Yk(1)> +62 Yk(2)>+"'

ist unter diesen Bedingungen nur fur ein bestimmtes, geeignetes

‘Yk(0)> = é C.|k,a) moglich:
a



lim
Wéhle nun

Y k(0)> im ungestérten Eigenraum so, dass fiir Y )= ‘Y k(0)> (‘eindeutig bestimmt).

e® 0

Das Einsetzen in die Entwicklung der ordnung € f liefert:

=1

(l:IO ) Ek(O)NYk(l)»: (Ek(l) - \7)& Cy |k,a> 1. Naherung

a

Das Skalarprodukt mit Skalarprodukt mit (k, b | ® (k, b ||k,a) =d,, "projiziert" wieder die Korrektur des
jeweils entarteten Terms der Nummer b heraus:

(kb - EO)v, @)= § ¢,k bka)E® - (kbNka)
a

(kb - Ek(o))Yk(1)>:0

(k,b||k.a)=dpa
(k,bV|k,a) =V,
Somit folgt:

- ) 1
0=a Q/ba - E )dba)%
a
Diesist aber gerade eine Eigenwertgleichung fir die sogenannte Stérmatrix V5
_2 N 1 k7 1
0=a (Vba - B )dba)fa —6/' Ek()1)5
a
clc®
Vi cs ¢
Die Gleichung heif3t auch " Sakulargleichung" zur Berechnung von Eigenwerten und bildet ein homogenes, lineares
Gleichungssystem.

Die Bezeichnung folgt in Anlehnung an die friheren Anwendungen: Berechnung der astronomischen sékularen
STorungen.

Nichttriviale L dsungen existieren genau dann, wenn die Determinante det(\7 - Ek(l)l), die sogenannte

Sékulardeterminante, verschwindet, also dd(\7 - Ek(l) 1) =0 also:

. . . .
11- Ek() Vio Vis
A . 1
Vo1 Vy, - B

Vg .. Vg- O
Fiir den Fall V/ hermitesch folgt Vi, =V, *

Dann existieren reelle Eigenwerte Ek(l) und die Eigenvektoren zu Ek(l) 1 E ® sind orthogonal !



Bemerkung: Die Entartung muss NICHT vollstandig aufgehoben werden !

Beispiel: 2 entartete Zustande

Sakulardeterminante

~ o ~
r/ll - Ek( ) Vip

=0
7 5 1
V21 V22 - Ek( )

D2 (5 L\ ), [5G s\
(Ek()) - 6/11 +V22)Ek( )+ (V11V22 - V12V21)— 0
A A ~ 12
VioVor = |V12

y _ 16§ - - ~ )2 ~
p Ek() = EgV11+V22)i\/ 1- sz) +4V,

e

Dies als Korrekturterm. Somit folgt flr ein Energieniveau der Energie E:

g ——
E=EQ+e£,® =g +% 11 +V22)i \/(Vll - sz) +4|V12
é

20
g
u

2

oo\

~ ~ \2 ~ 12
Dabei gibt \/(\/11 - V22) +4 12| die Energieaufspaltung an.

E ist, wie angegeben die gesamte Energie in 1. STorungstheoretischer Ordnung. Die Aufspaltung erfolgt linear in
€, also linear zur Stérung:

E__(o)

< AE ~ ¢

5.5 Stark Effekt im H- Atom

Anwendung der Stoérungsrechnung bei Entartung. Das H- Atom befinde sich dabei
in einem homogenen &uferen elektrischen Feld E .

Fir den Hamiltonian gilt:

Sei das elektrische Feld parallel zur z- Achse:



- eERy =H®

Eigenwerte und - zustdnde von I:I (0):
HOn1,m) = E,9|n,I,m)

1
En(O) - - RH —_
nZ
2 no-l
Die Energieist im Bahndrehimpulsinsgesamt N“ = g (2 +1) entartet. ( zu jedem n gibt es n-1 mogliche
1=0

verschiedene Bahndrehimpulszustande, die jeweils 2I+1 mogliche Einstellungen beziiglich der z- Achse einnehmen
n-1

kénnen ( magnetsiche Quantenzahl m). Mit dem SPin ist die Entartung sogar 2n? = é 2(2 +1) - fach. Diesist
=0

leicht zu verstehen: Durch den Spin wird der bestehende Hilbertraum um einen zusétzlichen zweidimensionalen

Hilberetraum erweitert. Dadurch kdnnen alle vorherigen Zustande noch einen Spinzustand aus dem neuen

Hilbertraum mit beinhalten ohne dass sie ihre Eigenschaft, Eigenzustande zu sein, verlieren konnen.
Die Zahl der mdglichen Eigenzustéande zu einem Energieeigenwert verdoppelt sich also !

Beispiel: n=2 (4fache Entartung)

mogliche Zustande:
|2,00),|21- 1),|21,0),|2,1,+1)

(rrim) = 20y

Keine Knotenlinie

@

Eine Knotenlinie

Yl0 = \/% cosJ




©

r
up()_ 2 g[ r 9 25
r 3 2a g
(23)2 ¢ 0%
r
" L
U21r( ) _ 1 —re 2a,
V3(22 )220
2
Mit dem Bohr- Radius ag = L4pzeo
me

Matrixelemente des elektischen Dipolmoments d = eXgmit {Il"n|Xg| nlm) ~ dy ) 420

Vergleiche Seite 121:

n=n"=2 1=0, m=0 =1, m=1 1=1, m=0 =1 m=1 a

I"’=0, m"=0 0 0 d13 0 1

I'=1, m=1 0 0 0 0 2

I"'=1, m=0 d * 0 0 0 3
13

I'=1, m=-1 0 0 0 0 4

Der SToroperator:

AO - g

Wir haben also mit d;5 das einzige nichtverschwindende Matrixelement:

d13 = <200|e$(3|210>
X3 =r cosJ




dy5 = (200|e%5|210)

r r
¥ ® 0 "3 o
=eQ 4322 Sgl- T e 2aOr;sre Z%anoﬁ (SdJ S'nJJiCOSJJiCOSJ
)E 28 4p 4p

(289 V/3(280) 289
Ugo(r) 2 r Qeﬁ
" (ea)2® 0
w1
" aao)za
% cos) =Y,°

J3
omit existiert ein Erwartungswert des Dipolmomentes
d;3 =(200|eX;| 210) =- 3eq,

Dies entspricht einem PERMANENTEN Dipolmoment des H- AToms, welches Konsequenz der |- Entartung ist !
Die charakteristische GréRenordnung dieses Dipolmomentsist @ , also die AUsdehnung der Wellenfunktion !

r
b iy = (200[6ke|210) == § d¥r2 2 Sgi- Fe a1 e % =3,
= a
2

ST orungsrechnung: Aufspaltung des Energieniveaus n=2 im elektrischen Feld
E:

& _
Sakulargleichung: Q (— |E|dab - Ed,p )(‘le =0

a=1l
Sakul ardeterminante:

-E 0 -|Eds O

o -E 0 0 s o (= PU
-|Ejds 0  -E “O=ETE qE|d13)25
o 0o 0 -E

P E = 0 alszweifach entartetes Niveau und E = i|§|d13 = 13e|§|a0



Der Stark- Effekt ist also proportional zur eingetsrahlten feldstérke. Man spricht deshalb auch vom linearen Stark-
Effekt.

Daneben gibt es noch den quadratischen Stark- Effekt in allgemeinen kugel symmetrischen Potenzialen V 1 l ,aso
r

ohne | - Entartung. Also existiert in diesem Fall gar kein permanentes Dipolmoment und Stérungsrechnung2.
Ordnung wird nétig.

Ausgehend vom Niveau EZ(O) (4~ fach entartet) erhalten wir das folgende Bild:

1feit

ML

'4-,{“‘; "*‘i) T
v

2 fedk

14eck

5.6 Homo&opolar e chemische Bindung des W asser stoffmolekiils

Hier haben wir eine Anwendung der entarteten Storungsrechnung auf ein Zwei- Teilchen- Problem. Dieswurde 1927
durchgefuhrt von heitler und L ondon:

Das Potenzial der ATomkerne, wenn diese als fest angenommen werden ist:

aY

&

\' 2

R

babei bezeichnen aund b die festen ATomkerne und 1,2 die bewegten Elektronen
Der kernabstand R ist ein fester Parameter

Ungestortes System ((ohne SPin):

2 nicht wechselwirkende H- ATome:

|:|a1| a>1 = Ea|a>1 Elektron 1 am Kern a
|:|b2|b>2 = Eb|b>2 Elektron 2 am Kern b

mit den Hamilton- Operatoren



Eigenzustandevon |:|a(0) - H at HAbZ bzw. ﬁb(O) = ﬁaz + |:|b1 2 EQ = E; +Ep:

Ya ) =[a),|b),
|Y5)=]a),|b),

Man spricht in diesem Fall von Austauschentartung der Energie E(o)
Die Entartung ist in diesem Fall zweifach. Zu beiden Varianten gehort die Energie E(O) :

1 — (0
Ha,b|Ya,b > - E( )|Ya,b>
Eine Stérung dieses Systems sind nun alle denkbaren weiteren Wechselwirkungen:

1 12 2

h

oo e @ 1 1 10

a - cC— 4+ - -
dpeg graz M1 T2 Ry

Genau genommen haben wir dann den Hamiltonian

~ A

Fap = Hap@ +H, 0@ kuz: =A@ +H O

Die Stérungsrechnung 1. Ordnung liefert
E» EO +g@
|Y> » Y(0)>+|Y (1)>

mit

|Y(0)> =G |Ya>+cb|Yb> =G |a>1|b>2 +Cb|a>2|b>1



Bemerkung:

Dasich |a> und |b> auf verschiedene Koordinaten beziehen , sind |Ya ) und | Yy > nicht orthogonal ( Nur fir R ->

unendlich !, also Trennung der Kerne).

(Ya|Ys)=1(alb),,(alb), =TT * 0
mit dem Uberlapp- Integral

Ti= (ab) = ¢ Ya (MYy (d’n
P T=0dnR*y )™ Gai a)Rr (b)Y ™ i b)
Daher erhalt man aus der STorungsentwicklung

(I—] ©, p - E(O)XJY(D>)=(E(1) - I:I(l)X%|Ya>+Cb|Yb>)

dann die Sakulargleichung, wenn man mit <Ya b | multipliziert:

0= (HA (1)a,a - E(l)ka +(HA (1)a,b - E(1)|T|2kb

0= (A Oy, - Ok, +(A @4, - £,

Mit

H%a =(Ya [HP]Ya) =1 (al(b|H Vb, | a),

P H® 2 =8d% 0 %Y @)Y o(R) H® =H O

Dies sieht man an der Méglichkeit, die Elektronen 1<->2in
H® 2utauschen.
H (l)a a—-H (l)bb =: D sogenannte "direkt Coulombenergie" ( klassische Energie einer Ladungsverteilung)

Weiter:

b =(Ya [RO|Y5 ) = (a],(b|H ©la),|b);

P H % =% d¥oYa @) Yo(@)Ye(R) Ya@)H® =HVha = A
A a's sogenannte "Austauschenergie” ( nichtklassisch).

Sakulardeterminante:

D- E®Y  A-EQ TP

A-ED TP D-EO =0

(D- E(l))2 - (A- EO T |2)2 =0= E<1)2(1- IT |4)- 2E(1)(D- IT |2)+ D?- A?

Damit kann die Energieaufspaltung angegeben werden und es erfolgt:



E(l) _ D+ A
LT
Die Energieaufspaltung hier steht fur die AUfhebung der Austauschentartung.

Ein wesentliches Grundversténdnis hierbei ist, dass Zusténde von natur aus immer unendlich oft entartet sind. Man
kann das Niveau jedoch so weit einschranken ( kein Spin, kein 2. ATom, €etc...), dass es nur einen Eigenzustand im
gegebenen, beschrankten Hilbertraum gibt, der Eigenzustand zum Energieeigenwert ist. Jede zusétzliche Stérung von
aulRen kann unterschiedlich auf unterschiedliche Eigenschaftenm der Elektronen wirken und demnach zu einem
Energieniveau verschiedene Zustéande zu lassen, die dann aber mit der auf3eren Wechselwirkung auch leicht
verschobene Energieniveaus bilden kénnen.

Dadurch bekommt ein bisschen ein Bidld davon, wie durch die AUfhebung der Entartung quasi neue Energieniveaus
geschaffen werden.

Fur die Gesamtenergie des Niveaus gilt dann:
E,»EQ+ED =E_+E, s DA
L|Tf

Die zugehorigen Eigenzusténde sind zwei der Art, ein zwischen | a)| b) symmetrisierter und entsprechend der

antisymmetrisierte Zustand:

©___1
v = @), 214 1))
2)5), =Y
219, =Y

Wie man sieht, hangt E, parametrisch vom Kernabstand R ab:
Man wahle |a),| b) a's Grundzustand der H- ATome.

Esergibt sichfir E, bzw. E_ der folgende Verlauf der Energie:




Das Energieniveau E _ (R) wirkt dabei abstORend , wahrend E, (R) ein attraktives Minimum besitzt. Es kommt

zur homoopolaren Bindung ( kovalent), einer sogenannte (AUSTAUSCHBINDUNG), denn die Grundlage fir die
Existenz dieses Niveaus ist die Austauschentartung, die aufgehoben wird.

Die Bindung an sich ist nur quantenmechanisch zu verstehen, wie aber ja auch schon der gebundene Zustand eines
Elektrons am Kern.

Ber licksichtigung des SPin

Der gesamte 2- Elektronenzustand

|Y > = |Ort >| Soi n) muss antisymmetrisch sein bei Permutation von Spin und Bahn, da die Elektronen Fermionen
sind.

das heif3t, es muss einer der beiden Produktbildenden Zusténde | Ort>,| Soi n) antisymmetrisch sein und der andere
symmetrisch.

2 Mdqlichkeiten:

1) der Spin- Anteil ist symmetrisch und der Bahn ANteil antisymmetrisch:

stl+52: +%:1

NI

einTriplett- Zustand also !

mg =0,x1

Merke: Multiplett- Zusténde sind multi- fach entartet in dem Sinn, dass die charakterisierenden Eigenschaften der
Wellenfunktion gegeben sind und daraus die bestehende Entartung multi- fach ist.

Das bedeutet. Bei Spin und Bahndrehimpulsist das n. Energieniveau ein 2n2- plett, wenn keine Wechselwirkung mit
aulReren Feldern stattfindet. ( In Wahrheit sind jedoch auch diese Zustande nicht mehr vollstandig entartet, da schon
das magnetische Moment des Elektronenspins mit dem des Bahndrehimpuls wechselwirkt und die Entartung
teilweise aufhebt.

Im Fall 1) wére nun der Bahn- Anteil antisymmetrisch:

Y. © , E. . Dieser Potenzialverlauf ist jedoch grundsétzlich abstoRRend. Es kann nicht zur Bindung kommen. Das
Orbital ist antibindend.

2) der Spin- ANteil ist antisymmetrisch und der Bahn- ANteil symmetrisch:
11

S=s+s55==-=-=0__ : . .
2 2 Die beiden Spins stehen also antiparallel und der Zustand ist bindend. Es kommt zur

ms =0

Bindung.

Denn: Der Bahn- ANteil ist symmetrisch:

Y. O E,
Die AUfenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen zwischen den Kernen ist erhéht.

5.7 Variationsverfahren

Diese Naherungsmethode von W. Ritz ist nitzlich, falls der Hamiltonoperator NICHT in einen ungestorten Anteil
und eine KLEINE Storung zerlegbar ist, was den Abbruch der Stérungsreihe rechtfertigt.

Die zeitunabhéngige Schrddingergleichung:



HIY i) = Ee|Yy)

<Yn || Y ) =d, bilden ein vollstandiges Orthonormal system

Dies sind die nétigen Vortaussetzungen zur Durchfihrung des V ariationsprinzips:

Weiter seien die Energie- Eigenwert der Groéf3e nach geordnet:

EoEE £E, £E;....
Dann gilt fir einen beliebigen Zustand |Y ) , im Allgemeinen kein Eigenzustand:

(YIHIY)=& (YIRYa)XYalY) =8 ExlY[YaXYalY)

E, 3 Eg

Pa E{Y[YaXYallY)? Bo@ (Y[Ya)YalY)=Eo(Y]Y)
n n
Wodurch uns die Ungleichung geben ist:

a En{Y[YaXYalY)

3 E,
V1Y)
Also:
VIR, -
o alsExtremal- Prinzip
(Y

Naherung fiur den Grundzustand:

1) Mache einen geeigneten Ansatz fir eine Testfunktion |Y ) mit verschiedenen Parametern, also Y (F,a,b,...).
2) Dabei sollten Symmetrien und Asymptotik beachtet werden.

3) Variiere dann die Parameter, bis m: E minimal wird:
(Y[IY)

lEzlE:..;!:O

fa b

P ag,bg,..

Damit ist eine Naherung firr die Grundzustandsenergie Eq » E(aq, bg,....).
Die Parameter in der testfunktion setzen dann gleichzeitig eine Néherung fir den grundzustands- Eigenzustand

YO » Y(r_,ao, bo,)

Bemerkung

Die Naherung von Eq » E(ag, bg,....) ist ebsser alsdie Naherung Y o » Y (I,a¢, bg,...) in folgendem Sinn:
Y (F,ao,bo,...) = YO +| J

Wobei die gengherte Funktion Y (F,a g,b,...) dieexakte Y gumdenTerm | j verfehle:



Mit
| 1Y) =0 Firkleine |l |gilt, daE bei Enein Minimum hat:
G 1Ivo) I 0

E@g,bg,....) = Eg +1 2A+...
Der Fehler geht also nur quadratisch ein. Die Energieist besser genahert.

Naherung fir angeregte Zustande:
Eo » E(ag, bg,....)und Y o » Y (T,aq, bg,...) sindalso ndherungsweise bekannt.

Nun wahle man eine Testfunktion Y (F,a,b,...) mit <Y (r,a,b,... ||YO> = 0. Dies muss natiirlich fiir beliebige
Belegung der Parameter gelten !

(YIHIY )
(YY)
Dann hat man eine Naherung E; » E und Y1 » Y (F,a4,bq,...)

= E minimal wird.

Nun kann man die Parameter erneut variieren, bis

Bewseis:
. 0 . g
(Y[H[Y)=a (YH[YXYn[Y)=a Ea(Y]YaXYnlY)
n n=0

(Y|Yn)=0fir n=0

b (YIA[Y)=A En(Y[Ya)YalY)

n=1
b E,3E
$ s
Pra En(Y[[Ya)YnlY)® Ei@ (Y[Ya)XYalY)
n=1 n=1
g
y a Ex(Y[YaXYalY)
b & EY|Y XY |Y)2E(Y]|Y)P E, £1L
& E(Y IV aKYalY)* BV )P & aNd
o g e YY)
(Y1v)

Weiter e Naher ungsmethoden

beispielsweise WKB- Naherung (, Wentzel, Kramer, Brillouin (1926)
sogenannte "quasiklassische Naherung":

Gut, falls die De- Broglie Wellenlange viel kleiner ist als die Lange, auf der sich das Potenzial wesentlich andert.

Flieffbach, S. 155 ff.



