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Theorie: Mechanik

Klassische Mechanik im Gegensatz von Relativitét, Quantenmechanik und statistischer Mechanik :
beschreibt die Bewegung von Korpern
ist deterministisch ( aus AnfBed berechenbar)
ist kausal ( durch Kréfte verursacht)

Mechanik leistet
einen Uberblick tiber die physikalischen Grundbegriffe
liefert das Paradigma einer physikalischen Theorie ( as mathematisch- geometrische Struktur der
Dynamik)

Die Mechanik soll nicht dargestellt sein als Mechanik von mechanischen Systemen aus Massepunkten mit
Néaherungen und V ernachl&ssigungen, die zu exakt |6sbaren Problemen fihren.
Mechanik soll heute den formalen Rahmen betonen

- Symmetrien und Invarianzprinzipien

- geometrische Strukturen

- Nichtlineare Theorie

- Grundlagen fir andere Theorien

Die Mechanik soll verallgemeiner, kanonisch formuliert werden
- Lagrangeformalismus. Feldtheorien ( E-Dynamik, Relativitét)
- Hamiltonformalismus ( Quantenmechanik und Statistische Mechanik)

Inhalt:
Extremal prinzipien
Differenzial prinzip: dAlembertsches prinzip
Integralprinzip: Hamiltonsches Prinzip

Hamiltonsche Gleichungen
Mechanik des starren Kdrpers
Dynamische Systeme und deterministisches Chaos

Grundbegriffe

Kinematik und Dynamik von Systemen von Massepunkten ohne Zwangsbedingungen: Newtonsche Mechanik
Axiome Newtons
- kréftefrei = geradlinig und gleichformig
. ._d_ =
- Beschleunigung: @ = EV M F

- actio = reactio
- lineares Superpositionsprinzip ( lineare Superposition von Kraften)

Bemerkungen

Koérper = Massepunkt ( empirisch motiviert)

Kraft = mechanische Auswirkung einer nicht ndher zu spezifizierenden Wechselwirkung ( Gravitation, schwach,
elektromagnetisch, stark)

Theorie der Kraft ist Feldtheorie und damit nicht Gegenstand der Mechanik

Erledigt: Edynamik. Ziel: GUT

Die Definition von geradlinig und gleichférmig ist operativ. Geradlinig bestimmt den starren Maf3stab und
gleichformig die absolute zeit.( Uhr).
Dadurch werden Struktur von Raum und Zeit bestimmt.

Experimentell zeigte sich:
Der Raum ist homogen und isotrop ( 3dimensioal und euklidisch)
Zeit ist universell ( unendlich schnelle Signalgeschwindigkeit)



Ereignis:

= ~ d .. Kt
Dynamische Variable: T (t) ist Bahnkurve, V(t) = Er (t) =T ist Tangential vektor
1. Newtonsches Axiom:

Es existiert ein | nertial system ( operativ durch kréftefreie Bewegung definiert).
Galilei- Transformation leistet die generelle Trafo zwischen 2 Inertial systemen

Bewege sich ein gestrichenes System mit vo nach rechts und lagen die Urspriinge zur Zeit t aufeinander, so gilt
fur die allgemeine Trafo zwischen 2 Inertialsystemen: {K,t} ® {K',t'}

r(t) =1 (1) +Vo (1)t +5,

t'=t

Dabei bezeichnet S, den Koordinatenursprung des ungestrichenen Systems.
Sind die Koordinatensysteme gl eichzeitig noch gegeneinander verdreht, so gilt:

F(t) = ROE) +Vo(t) X+,
t'=t
wobei E die Drehmatrix bezeichnet.

Gegen diese Form der Transformation ist die Newtonsche Mechanik forminvariant: Galilei- Invarianz

2. Newtonsches Axiom

~_d_ =
a= EV M F , dabei existiert einskalarer Faktor m, die trage Masse

man gewinnt die Bewegungsgleichung:

-d d?
F(r,—r)=m——
dt (dt)
Dies ergibt 3 gekoppelte, nichtlineare Differenzialgleichungen
Es existiert jedoch eine eindeutige L osung zu den Anfangsbedintgungen (t, T, ) : T'(t; Ty, to)

r

Diese Losung heil3t Bahn oder auch Trajektorie oder Orhit.
3. Newtonsches AXiom

E@ L E@) _

Beispiel

Man betrachte 2 Massepunktein einem Inertialsystem ( ohne ulRere Kréfte)
AusActio = Reactio folgt sofort die Impulserhaltung: ( die erste Kraft wird von 2 auf 1 ausgelibt!)



E@ - @ _9 50 - 050

(dt)
E@) — @ 9 52 - 1252
(dt)
® (O + m@y@)=0
dt
® %(@a) +5@)=0

® pY+p@ =const
4. Newtonsches Axiom
Kréafte haben Vektorcharakter. Damit sind sie superpositionierbar.

Kréafte entsprechen Feldern. Die entstehenden Theorien sind damit dann lineare Feldtheorien.
Jedoch ist die Bewegungsgleichung

- d d?

F(r,—r)=m > I im Allgemeinennichtlinear (im Ort, in der Bahnkurver)
dt (dt)

Die einzige Ausnahme bildet der harmonische Oszi

- . d

F(rl_r) U r
dt

Das Newtonsche Gravitationsgesetz ( empirisch)

Dy @ r®-r®

S 3

‘r @ _ r(Z)‘
Dabei ist die schwere Masse stets grofRer Null und gleich der tréagen Masse ( alle Korper fallen gleich schnell).
Die schwere Masse ist MaR flr die Kopplungsstéarke der gravitativen Wechselwirkung. Die Trage Masse ist Mal3
fur die Fahigkeit eines Korpers, sich dem Einfluss einer Kraft zu widersetzen, also mal3 fir die Kopplungsstérke

der Bewegung mit der wirkenden Kraft. Dass schwere und trage Masse gleich sind ist nur experimentelle
Erfahrung

Wahlt man schwere und trége Masse gleich
3
11 m

kg xs

OQ_-_m® - -
my™~ =mg” ® g=6,67x10 5

Das dAlembertsche Prinzip

Zwangsbedingungen und Zwangskr éfte

Ein System von N Massepunkten hat 3N Freiheitsgrade, wenn keine Zwangsbedingungen vorliegen. Die Zahl
der Freiheitsgrade wird verringert durch

Holonome (integrable) Zwangsbedingungen

Die Aufstellung der Zwangsbedingungen erfolgt derart, dass fir eine Zwangsbedingung L ambda gilt:
fi (M.l Iy)=0 | =1.n

Betrachten wir als Beispiel einen Starren Korper aus 3 Teilchen, die jeweils den festen Abstand



Iij einhalten, so erhalten wir 3 Zwangsbedingungen:
fian-nl-1p=0

fo=lrp-T3]-13=0

fa=ln-rl-li3=0

Die Zahl der Freiheitsgradebetragt f =3N-n =9- 3=6

Allgemein kénnte man nun fur einen beliebigen starren Korper aus N Teilchen annehmen:
fi (.o, 0y ) =6 - 1 [ -1 =0 0, )=12,..,N

Jedoch sind diese Bedingungen nicht unabhangig. So gibt es fir N=4 noch wie zu erwarten drei zusétzliche neue
Einschrankungen. i,j kann von 1-4 laufen, 2 aus 4 sind gerade 6 Mdglichkeiten und es gibt fiir N=4 auch genau 6
Zwangsbedingungen.

Fir N=5 kommen jedoch nicht 4 neue Zwangsbedingungen hinzu, sondern lediglich drei. Hier greift die
Abhéngigkeit einer Zwangsbedingung mit den anderen und man kann eine Zwangsbedingung der 2 aus 5
Kombinationen weglassen. Ware dies nicht der Fall, so wirde sich die Zahl der Freiheitsgrade des starren
Korpersjaauch gerade wieder reduzieren, was unsinnig scheint.

Es zeigt sich, dass fur jeden Massepunkt ab N=4 genau drei neue Einschrankungen hinzukommen. Die Zahl der
Freiheitsgrade bleibt ab N=3 konstant, namlich 6.

Unabhéngigkeit bedeutet, dassfir alle | = 1,...,n die Zwangsbedingungen ein linear unabhangiges
Gleichungssystem bilden, also

Rangaqﬁ—'g: n

g i g

Somit gibt es genau 3N-6 Freiheitsgrade fur N grof3er/ gleich drei:

N neue Einschrénkungen Zwangshed (N ) Freiheitsgrade f=3N-N
1 0 0 3
2 1 1 5
3 2 3 6
4 3 6 6
5 3 9 6
3

N>3 3 3N-6 6

Nun sucht man eine L6sung fur die Bewegungsgleichung. Ohne Zwangsbedingung findet man fur dasi-te
Teilchen eine Bahnkurve T; (1) . Alle Bahnen T; (t) miissen nun jedoch die N unabhéngigen
Zwangsbedingungen erfillen:

fi (7). (), Fa(t), Py (8),8) =0 | =1.n fur allet

Nichtholonome Zwangsbedingungen

Das totale Differenzial (14ngs der Bahn T; (t) ) 143t sich schreiben:
di _ &« - T

[¢]

—=a N, f, W +—— =0 | =1..n

ot ia:.l ri'l i it

In differenzieller Schreibweise gewinnen wir das vollstandige Differential :
N f

df, =@ N, f, xdF Mog0 1 =1n
=1 Tt

Nun sind jedoch Nichtholonome Zwangsbedingungen der Art:




N
A 3 (F T, Ty 1) 0OF +8) o (F, Foes Iy ) =0 1 =1,.0
ol

Diesist eine Pfaffsche Differenzialform. Diese ist nicht integrabel, was gleichbedeutend ist damit, dass kein
integrierender Faktor Q) existiert, so dass

N
é ) ay (1, 1,..., Ty, 1) Xdi + 9, & o(7,15,..., Iy, t)dt =df l =1..n
i=1

Gleichbedeutend mit

g a; =N f
_ 1

g a|o—ﬁ

Dies kann man wieder so interpretieren, dass beliebige Positionen der Teilchen, alsof; (t) i =1...N méglich
sind, also I, T5,...Iy beliebig, jedoch ist die momentane Bewegungsrichtung eingeschrénkt. Man sagt auch, die
lokalen Bewegungen sind eingeschrankt (1angsder Bahn T; (t) 1 =1...N)

N

o - — . — - = -

a q i( 120N ,t) Vi +a| O(rl,rz,...,rN ,t) =0 | =1..n
i=1

Beispiel ist das Rangieren eines Autos auf einer freien Fléache. Jeder Punkt ist erreichbar, jedoch ist df; (t) durch
die momentane Radrichtung bestimmt

Esist weiter zu unterscheiden
Zeitabhangigkeit

- zeitabhangige Zwangsbedingungen heilRen rheonom
- zeitunabhangige ( nicht explizit zeitabhangige) , starre, ZB heil3en skleronom

Zwangsbedingungen als Ungleichungen

z.B. bei einem Gas in einem Behdlter mit Wéanden

Bewegungsgleichungen

—

diese Art ist bekannt. Auf der rechten Seite findet sich die Summe der AuReren Kréfte, eine dulRere Kraft auf das
i-te Teilchen und die Summe Uber die inneren Kréafte durch Wechselwirkung mit den weiteren j Teilchen, die
anwesend sind. Die Summe aller Kréfte nennt man "eingepragte Krafte".

Diese Bewegungsgl eichungen sind nun jedoch unter den Nebenbedingungen

f, (f,1,T3,..7y) =0 | =1..n (holonom)

oder

J

a g (1, Iy, t) % +8,9(7,,..., Ty 1) =0 | =1,..n (anholonom)
i=1

zu |6sen.



Dazu soll die Beschreibung gewechselt werden.
Wir nehmen an, dass die Nebenbedingungen ( Zwangsbedingungen) durch Zwangskréfte Zi erzwungen werden.
Damit folgt fiir unsere Bewegungsgleichung:

—

mit)=F+aF +Z =X +Z i=1.N
i

Beim Beispiel der schiefen Ebene wirkt die Zwangskraft gerade der Normalkraft entgegen und verhindert somit
das Fallen des Korpers durch die schiefe Ebene.
Esqgilt:

. 0sJ §
Z+F:mgs'n.]>§ec_ JS
-9nJd 4

Virtuelle Verriickungen

Unter einer virtuellen Verrtickung {dﬁ} versteht man dieinfinitesimale Anderung der Koordinaten, di zu fester
Zeit {dt = O} die holonomen, bzw. nicht holonomen Zwangsbedingungen erfillen.
Damit ist der Unterschied zu einer reellen Verriickung klar, dieals dﬁ im Zeitintervall dt 1angs der Bahn

geschieht.
Die Zwangsbedingungen lassen sich jedoch nicht virtuell verriicken.
Esgilt folglich
N
df, =a N, f <f =0 | =1.n
i=1
J
a a| (rl,Fz,...,FN,t) >dﬁ =0 | :1,..n
|:

Die zeitabhangigen Anteile fallen raus, dajanach Definition {dt = O} .

AlsBeispiel betrachten wir die Bewegung einesMassepunktesin einer Ebene:

axr-r(t)=0
Dabei ist I, (t) der Startpunkt des Teilchens, also ein fester Punkt in der Ebene und nicht notwendigerweise

zeitunabhéangig. a charakterisiert den Normalenvektor auf der Ebene Schliefdlich kann sich die Ebene bewegen,
bei spiel sweise hoch und runter.

Formuliert man nun holonome Zwangsbedingungen fir N Massepunkte, so gilt:
f(f)=axi-©) =0 i=12..N

df () = X - Yo (0d) =0 1=12.,N v,(t)= 2ot

dt



also gilt im Allgemeinen:

dr, (1)

axdn =ax,(dtt 0 i=12.,N V(1) =
aber:

df =asd =0 i=12..N Vo(t):M

Das heif3t, die virtuellen Verriickungen geschehen alle bei festgehaltenem I, (t) . Esgilt: dii* &

1.3 D Alembertsches Prinzip der virtuellen Arbeit

Gegeben sei ein System von N Massepunkten mit beliebigen ( holonomen oder nicht holonomen) Zwangsbed.

Schreiben wir die Bewegungsgleichungen mit den Zwangskréften Zi al's:
mr@t)- X; =Z, i=1.N

® & (i (- X} =& Z,

Dabe; versteht man |

é )zidﬁ alsvirtuelle Arbeit der eingepragten Kréfte und é Zidﬁ alsvirtuelle Arbeit der Zwangskréfte
[ [

Beispiel: Bewegung auf einer Flache

fF.0=0
dasist auf der Ebene gerade durch die Normale auszudrticken:

axr-r(t)=0
Annahme: Alle Zwangskréfte stehen senkrecht auf die Flache:

Zi =1 (BT I N 1
N, f zBa fir Ebene

Die Virtuelle Arbeit der Zwangskréfte verschwindet nun:
Zdr, =0=1(fy,Ts,....,iy )N, fdi; =1 ,0f

Begriindung:



N ,; fdF; ist als Variation der Zwangsbedingung zu verstehen:

N i T ist ein Differenzial senkrecht auf die Flache

fdr; ein Differenzial parallel zur Fl&che

Also folgt:

a Zdr, =0

Dlie reale Arbeit der Zwangskréafte verschwindet dagegen im Allgemeinen nicht:
azdito

Beispiel: Starrer Korper

ij =
Das Vorgehen |3t sich also folgendermaf3en schematisieren:
Bestimme die Richtung der Zwangskraft und multipliziere einen beliebigen skalaren Faktor mit dieser Richtung.

Falls die Richtungen fur verschiedene Zwangskréfte verschieden sind, so muss man diese indizieren ( mit einem
Index kenntlich machen). Die Zwangskréfte erhalten dann ebenso indizierte skalare Faktoren.

Mit Hilfe des 3. Newtonschen Axioms kénnen wir weiter einschranken:

Auf das Teilchen i wirkt also insgesamt die Zwangskraft:

_oI ﬁ'rj
=ali
j

Ziz

e
N

[N

rij

Zidﬁ 1 Oim Allgemeinen. Es verschwindet also nicht die virtuelle Arbeit fur jede Masse einzeln.
Jedoch gilt:

o 3 o ﬁ'FJ . _1o ri-Fj - 1o _
aZ a'u dr _a 4d (r|' rj) _a _O
i i 255 i 2
Beweis:
1 1
d|rd(r=)? :%(rxr) 2rar =19
r
und
d rij =0

Allgemein kann man fordern:
o = —
a Z;d r; =0fur ale betrachteten Zwangskréfte.
i
Das bedeutet: Gleitreibungskréfte langs einer Flache sind als Zwangskréfte ausgeschlossen.



Somit folgt alsdAlembertsches Prinzip:

azdr=a (miﬁ - Xi)jri =0
i i
Das d"Alembertsche Prinzip gilt gleichermal3en fur holonome und anholonome Zwangsbedingungen

Beispiel fur ein Variationsprinzip:

Differentialprinzip: (fur infinitesimal kleine Variationen):

Der wirklich angenommene Zustand eines Systems ist in Extremal zustand in dem Sinn, dass die gesamte
virtuelle Arbeit Null ist. Dieser Zustand ist stabil gegen kleine Verriickungen der Bahn {dﬁ} .

Variationsprinzip mit Nebenbedingungen

Wir numerieren nun die Vektorkoordinaten um:
Fr®r(j=1.3

X® X
a® b;"
Ausdem d”Alembertschen Prinzip gewinnen wir:

N N
a zdr =4 (mf - X;)dr =0
i=1 i=1

Nebenbedingung:

%N
a bi ndri =0 n=1..,n
i=1

NU charakterisiert auch hier die Zahl der Nebenbedingungen, der Index n steht fur die n-te Nebenbedingung

Diesist |6sbhar mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren.

Denn: Wenn die Vektorkomponenten I; frei variierbar wéren, also dri beliebig, so musste gelten:

mi I‘, - Xi =0

Also wére es sinnvoll, das lineare Glei chungssystem so umzuschreiben, dass ein Satz von Faktoren frei
variierbar ist:

Zuerst addieren wir die Nebenbedingungen mit noch beliebigen Lagrangemultiplikatoren | n-
Wir erhalten:

MNee 2 o)
a erJ'XJ'alnbj :er—O
j=1 n=1 (%]

Nun sind drq,drs,...,dr,, ausden Nebenbedingungen zu eliminieren.

Die verbleibenden dF,, 41 ..., dray sind nun frei variierbar.

Nun kann das Summenzei chen weggel assen werden, da die verbleibenden V ektorkomponenten frei variiert
werden kdnnen und dementsprechend jeder Summand fir sich Null sein muss:

Eslassen sich | 1 ..y | 1y derart bestimmen, dass



n
e o] .
mjrj' Xj'alnbjnzo J:].,...,n
n=1

Das heifdt, wir suchendie | ..., , aus diesem gegebenen linearen Gleichungssystem fur die |, (t) ds

Funktion der [ (t) . Im stationaren Fall ist dies direkt aufl dsbar.

N e 2 0
a mer-XJ-aIan :dl’]:O
j=n+l n=1 (4]

Dahier jedoch die drj frei variierbar sind, gilt:

n
. o} n_
mer‘XJ-aIan =0
n=

Die Lagrange- Gleichung der 1. Art

[¢]
al nb i " kann als Zwangskraft interpretiert werden und taucht in der Statik alsLagrange- Parameter auf.
n=1

Beispiel Atwoodsche Fallmaschine

Aus der Schule bekannt ist die Kraft, die an m1 angreift, ndmlich -m1g und die Kraft , die an m2 angreift,
namlich -m2g.

Beginnen wir mit dem d”Alembertschen Prinzip:
o = - _ [] 3 Vv - _
aZ,d I —a(miri - Xi)jri =0
i i
so folgt:

(myfy - Xp)dhy +(mphy - X5)dh, =0

Dader Aufbau nur ein Radchen besitzt gilt ganz einfach:
h + h, =condt.

dh, = - dh,

by =-h



Also folgt:

(myhy +myg)dhy - (- myhy + myg)dhy =0
myfy + myg +m,fy - myg =0

- (my - my)

m-;;;5;g

Also: Am bedeutendsten ist dasd”Alembertsche Prinzip, welches sagt, dass die Summe (ber alle virtuellen
Arbeiten der Zwangskréafte Null ist:

é_.zid fi :é.(miﬁ' )Zi)jri:o
|

Generalisierte Koordinaten

Problematischerweise liegen bei holonomen Zwangsbedingungen

fi (FL(t),F> (t), Fa(t),.Fy (£),0) =0 | =1.n fir alet
gekoppelte Koordinaten vor ( die Koordinaten sind in den Zwangsbedi ngungen gekoppelt).
Somit kénnen die Punktkoordinaten

{Fl (t), o (), F3(t),..0 (t )} nicht unabh&ngig voneinander variiert werden.

Ziel:

Suche einen Satz von f unabhéngigen generalisierten Koordinaten. Diese sind optimal angepasst, wenn so viele
unabhéngige Koordinaten wie Freiheitsgrade existieren:

{u().qo )05 O} f=12..3N-n

Anschliekend kénnen Bewegungsgleichungen fiir die {ql(t),qz(t),...qf (t)} f =1,2..3N-n aus
einfachen Extremal prinzipien ermittelt werden.

Wesentlich: Die {ql(t),qz(t),...qf (t)} f =1,2,..3N - n sind FREI variierbar ! Wegen
=T (ql(t),qz(t),...qf (t)) f =1,2,...3N - n sind die Zwangsbedingungen identisch erfullt.

Beispiel: Der Massenpunkt auf der bewegten Ebene:

ax(r - T, (t) =0

€
4
7‘.'4
—
> Q1
F

Betrachten wir ein mitbewegtes K oordinatensystem €1, €



Fur den Radiusvektor existiert dann eine V erallgemeinerung:

F=T(t)+ &1 +0€"
Somit existiert eine injektive Abbildung der Koordinaten und wir kdnnen al's generalisierte Koordinaten
bestimmen:

{ap. qp}, =2

Beispiel: Massepunkt auf Kreis mit Radius R:

fe,

.l

I =R(cosj & +9nj &,)
q:
f=1

Virtuelle Verriickungen

mussen nun auch in den generalisierten K oordinaten ausgedriickt werden, also:

dr; wird ausgedriickt durch dqjy ,...,dqf

B
(@) ® ot =0@ o = & g,
i=2&ldj g

Betrachten wir einereale VerrUckung (inder Zeit), so gilt:
o d__ deEm l .
Vi = d — i aé qj = f
Daraus ergibt sich jedoch die Gleichung:

1. _ 76l 0 g U

V= QS0 T u——r(ql 20 ,t)
ﬂqj ﬂq] 81—15'”% 17 ﬂt H ﬂq]

Mit diesen Gleichung kann die Virtuelle Arbeit der eingepragten Kréfte gewonnen werden:

=i

'D“E_‘C

IIF

f
T Yoo, =& Qudq
fa, a4 M

— i /

a Xdr =3 ia X
i il



Somit kann man als Ausdruck fur die verallgemeinerte Kraft angeben:

o - 1T
= X, ——
Qj ? |ﬂqj

Sind die eingeprégten Kréfte konservativ:

Xi = - NeV (7,7 P)
So folgt:

mw o ~ _ N [1] o - 1T
- —=-a NV (L, n) ——=a Xi— =Q;

fa; i fiq; i fa;
Somit besitzen auch die verallgemeinerten Kréfte ein Potenzial, natiirlich das physikalisch gleiche wie die
eingepragten Kréfte !

1.5 agrangegleichungen 2. Art

Betrachten wir wieder das d Alembertsche Prinzip:

a miidi =3 Xdi =g Q;da;
| |

Linke Seite:
é_mrdr—é_ g’ém‘ i _qu —é éldgem* m:2 mfdgeﬂ F%dq
e L = i —CmT —TF - —C F .
T T A IS G B TR B TR
Mit
1. g8 er 0 9q9U q
= C—L g +—Fr0 =—T (a,....,q¢ ,t
Ta; ' T4; ggTa; qJ;, 'y Ta; (G Q)
und
; L ; ) _
. o ®RO q_ gc&qg O g doER 0 g _
i = _:q +—7 = _V:q + —T I:) _ __:_ A
| (ir:llﬂqiiaj it Ja:1 fa; ‘5t dté'"qjy) fla;
Beweis fir die letzte Deduktion:
- 2= A 2
aEM O g @I 9 1
dtghia; 5 ka&Wotay 5o fiog
T _ Tl o 71 H_o&7%m 0  °
= O +—rly= Ty + f
Ta; 'ﬂqj+|?;1 ok 5 ﬂt'% Eléﬂqkﬂqjﬁk flo Tt



Somit ergibt sich fur die linke Seite

9 0 L me &g Y
S LT R TR

Ziel ist es, diese Seite durch die gesamte KINETISCHE ENERGI E auszudriicken:

i ——

& midi =4 &
i j i

o 1 _
T=ai§mivi2
U [ T &l 20
myVvi —V, :_.(}_mivl29
ﬂqj ﬂqj ez (%]
mvl_’i :iéﬁ—mﬁizg
fla; flg; e2 2
Somit folgt:
i e e ®
a1 1,8 ta@g 0 @2y

— mi\_/i \_ii 9' mi\7i e Igl:/l:?
g™ 70, 5 T, & i

-

ofd@y 0 @®q 6 f
Pai&—T:- &—TI-Qjydq; =0
jfdté'"qj 5 é'"qj 5 p

Der T-abhangige Ausdruck ist jedoch inqj vollig frei variierbar. Somit ist keine lineare Abhangigkeit der
Variationen Uber verschiedene j gegeben.
Jedes qj ist fur sich frei variierbar, so dass der Ausdruck auf der linken Seite fir sich Null wird:

LELINCAN-D)|
asta, 5 éﬂqj ;
dae‘n 0 o

dtg'ﬂQk P g'ﬂQk P TR e

Lagrange- Gleichungen 2. Art:

QJ

Die Lagrangegleichungen der zweiten Art kénnen aus dem d” Alembertschen Prinzip nur fir HOLONOME
Zwangsbedingungen gewonnen werden ( im Gegensatz zur Lagrangegleichung erster Art).

Diesliegt daran, dass nur fir HOLONOM E Zwangsbedingungen generalisierte Koordinaten definiert werden
konnen:



Spezialfall konservative Kr afte;

V(0 Qg 1) =V ([0 Af 1) TN (G, - O 5 1))
Dies bedingt jedoch:

™V(ay,-- 95 ,t) _
flak

0

Wir kdnnen uns die Lagrangefunktion derart definieren, dass:

L(Gs s Gt G Gg 1) = L(G G ) =T -V

Esfolgt:
deefL o ML _,
dtgfax g Yok

Die sagenumwobene Lagrangegleichung 2. Art fur konservative Kréfte !

Anmerkung:

die genannte Lagrangegleichung L ist nicht eindeutig festgelegt
L=T-V ist nur EINE mdgliche Form

2

1Y &l qF )

T ’ 1t =—= ! + I?

(dk. k. 1) 2§1m§&ﬂqk o s
f

f
T(0, G, 1) =a+ 3 by + A Cak
k=1 k=1

Dabei ist die kinetische Energie nur fur skleronome Zwangsbedingungen eine HOMOGENE
Bilinearformin ¢, (@ =Db, =0)

Anwendungsschema flr Lagrangegleichungen zweiter Art:

Die Atwoodsche Fallmaschine

Generalisierte Koordinate: q

. 1 .
T(@.q .0)=5(m +my) ¢
V(q,q,t) =mog+my(l - g)g

&:mlg - Mg
19

L )
T o (o +mo)g
19

(M +my)g+mg- mg=0



Beispiel 2:

Eine Masse m rotiert mit Winkelgeschwindigkeit w an einem Faden der Lénge Ro, welcher mit Geschwindigkeit
¢ durch ein Loch gezogen wird (rheonome Zwangsbedingung).

Generalisierte Koordinate g ist der Winkel | :

. 1 1 .
T(q .4 ,t):Emc2+§mq2(Ro - ct)?
V(q,q,t) =0
L=lme2+l 1°(R, - ct)?
=2 > M (R,

Dahin kommt man im Ubrigen aus:

T= %m(x2 +y?)

x =(R, - ct)cosj

Xx=-ccos] - (R, -ct)'dnj =-ccosq- (R, - ct)gsnq
y =(R, - ct)sinj

E: ) - 2

19 mi(R, - ct)

d L

i mG(R, - ct)?- 2cmy(R, - ct)

P A(R, - ct) =2cq
Somit haben wir eine Bewegungsgleichung fur die Winkelgeschwindigkeit gefunden:

Inw =-2In(R, - ct)+ const
cons
(R, - ct)?

cons

wW=——
(Ro - ct)?

Bestimmung der Konstanten aus den Anfangsbedingungen liefert:

Inw =1In

Drehimpuls:



L=mv’' F
_ 2 _ _
O_rn\NORO VO_WORO r.O_RO
anderersaits:
W = cons
07 S \2
(Ry)

cons
P W:—b cons = —~2

(R, - ct)? m
Lo _
m(R, - ct)?

Durch Integration gewinnt man:

I_l

w =

0 =gy +——=2

° MR, - o)
Das heif3t, wie zu erwarten war, die Masse dreht sich immer schneller, je kiirzer der Faden wird (
Drehimpulserhaltung !)

Nor malschwingungen

Anwendung: Kleine Schwingungen eines Systems von Massepunkten IM;

Die Zwangsbedingungen seien holonom und skleronom.
Aulerdem sei das Potenzial beliebig

V(.. Ty)
es existiere lediglich eine stabile Ruhelage.

Dazu wahle man generalisierte Koordinaten ( f Stiick) mit der Ruhelage 0
Man kann an dieses Problem herangehen, indem die potenzielle Energie um die Ruhelage entwickelt wird:

1, &q% O
jt > A& djo+

81-[ j Q) J,kgﬂqJﬂQk%

Der erste Term kann gleich Null gesetzt werden ( Skalenverschiebung bei Potenzialen). Dies entspricht einer

Skalenverschiebung der Energie.

Im Zweiten Term tauchen jedoch die verallgemeinerten Kréafte ( von auf3en) auf. Wenn diese nicht existieren, so

ist dieser Term ebenfalls Null:

V(g ds) =V(0,....,0) + a

V(0....,0) =0
o BV 9 & 9

Age 20 =0 g —1=-Q; =0
i &Ya; 5 Mz

1o 2972 0 o

—a q;q aV- fe
Jkéﬂqlﬂ Ok gy < 2,

Fur kleine Schwingungen hinreichend genau erhalten wir also in niedrigster Naherung grundsétzlich
harmonische Schwingungen in einem g?- Potenzial :
Das Potenzial ergibt eine positiv definite quadratische Form ( positiv definit, da Ruhelage stabil !)

V(d,.- 'Qf)»—aVquJQk Vik =Vy
jk



Ansatz fUr die kinetische Energie:

1 -
T:—é miVi23 0
2i

. &F O
Vi=a g_l:qj
j ﬂqiz
o & & Ceeyr 0 0
T=-améa s %14 %0
TSk &y 5
1o
T=§aT,-quqk
j.K
oefr, O 28, O
Tjk _Tkj »a mig——7= —'_

Die Auswertung der Ableitungen des Radiusvektor an der Ruhelage (0) gilt dann als niedrigste ( quadratische)
Naherung fur kleine Schwingungen.
Auch diekinetische Energieist in unserem Fall nun eine positiv definite quadrati sche Form.

Die Lagrangegleichung 2. Art ist somit vollstandig bestimmt:

L=T- V——gaTqu A - aVqu Oy

0
jk %)

L 1o T/ . 1o . . 1o o . .
—=—aTk=—j%)=Za Tdj +duq;)==a TGk + T4 Tl mitT, =T,
1 Z?Ik jkﬂql(jk) 223( jk(jlk ki ) 2a kO 14 = E'l:(llkk it =l
deefLO o

—C—T= T

dtgﬂq”'g ak Ik Ok

qL o

—_ = V

. ak Ik Ok

Einschub: Transformation auf Kugelkoordinaten:

(rd.i )=(o1, 02, 95)
X=rcosj snJ
y=rdgnj snJ
z=rcosd

o &Ir 0
=a
j éﬂql @

In Komponenten ergibt sich somit:



Vy :%_Er+ﬁ +BJ =dnJcosj r+rcosl cosj J - rsnd snj j’

dad¢ T W1

v _ﬂ_ﬂ ﬂ %TJyJ —ansnjr+rcostan+rancos“

Y odt o 1

___Er EJ +EJ =cosli - rdndJ

VZ
a fr 19 1l

Es &Mt sich eine Funktionalmatrix zusammenstellen:

afx X o

g‘ﬂr 0 - a@nJcosj rcoslcosj -rs€nJdsnj g
¢y fy fy+_¢ o - P

g‘ﬂr 'ﬂ_J i ganan rcosJ 9n| rand cosj =
‘ﬂz 1z J_ g cosJ -rs€nd 0 5
r 1 ﬂ] 7

1o

Ea qu qk

ik
Tk =Ty »é_maeﬂr'—&ﬂr

®evx O Geﬂy Gefy 0 69112 Geevz 0u

méﬂqj ﬁﬂqk 5" €0, Fra. 5 S0, Zoy 4

Tllzm(san cos?j +sn2Jdn j + oS J):m

T,, =mr?{cos?J cos?j +cos?J sn?j +€n2J ): mr
Ta3 =mr2(sn2J an?j +€n2J cos?j )=mr2sn2J
Diese Wert hdngen dabei von den gewdahlten Koordinaten, also dengj ab.

Aus diesem Grund ( um dies zu erreichen) wurden ja gerade die gj so eingefihrt.

T;, =Ty =mr(dnJ cosj cosl cosj +snJ snj cosd snj - snJcosl)=0
Ti3=T3 =0

T3 =T3 =0
gen 0 0 9
Tjk :(;0 mr2 0 =

&0 0 mr?dn?Jj

T :%m(r‘2 +r2372 +r25in2Jj'2)



Zurtick:

5
L=T- V——QaTqu Ji - aVqu Ok =
8J,k j.k 7
L 1o L 1o 1o . . o . .
%:E?’kT]k%(Qij)zzﬁ( (d,|Q|< +d|<|OI) E? Ti G +T|jO|j:ak.T|ka mt T, =T
daafLo o
—C—= T
a1 5 % Ik Ok
qL o
- = V q
Ta ak. Ik Ok
P a Tk +Vikdk =0 1=1..,f
k

Somit haben wir ein System von f linearen Differenzial gleichungen gegeben.
Bekanntlich eignet sich als Ansatz fir die L ésung:

a ) =A™ Al C
a (Vi - W?Ty)A =0
k

Diesist eine Eigenwertgleichung fur w?
Bei gegebenen w2 liegt ein lineares Gleichungssystem fir die Ak vor:

Eine nichttriviale Lésung existiert aber genau dann, wenn

det(\/n( - W ATy ): 0

Diesist die charakteristische Gleichung fur w2, die sogenannte Sékulargleichung, ein Polynom f-ten Grades.
Vi, Ty positiv definit b w? > Ofir alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms.

Beweis:

a (Vi - W2T)A =0g A’

k |

A VikA A W23 Ty A A =0
I,k I,k

A VikA A
w2 = 1k
aTuA A
| K
) * I * 1o « 1o (* * )_10 (* )
AViKkA A =-aViKkA Act-aVuA A =-aVik\ A ActAcA l=-aVikeRelA A
| k 21 2k 21 2y

Also handelt es sich hierbei um eine reelle quadratische Form. Nun sindVIk und TIk positiv definite Matrizen.
Zahler und Nenner sind aber reelle quadratische Formen.
Was zur Folge hat, dass w2>0

Die Lsungen des Gleichungssystems



q ) =A™ Al C
a Vi - w2Ty)A =0
k

sind die Eigenfrequenzenwza a=1..,f

und die Eigenvektoren Ak(a) a=1..,f
Wobei die Eigenvektoren nur bis auf einen Normierungsfaktor bestimmt sind und reell gewahlt werden kénnen.

Die allgemeine Losung fur die verallgemeinerten Kooridnaten lautet:

L o p @il
Ok (t) = Ref § CaA P ety

a=1

Die C,werden durch die Anfangsbedingungen ¢}, (0), ¢ (0) bestimmt
Normalkoor dinaten

Ziel:

Transformiere auf neue generalisierte Koordinaten, so dass die Bewegungsgleichungen fir die Koordinaten
entkoppeln.

Seien diese neuen Koordinaten QJ- so soll gelten:

Q; +w;°Q; =0 j=1..f

Dieswird bekanntlich erreicht durch eine Hauptachsentransformation der symmetrischen Matrizen VIk und Tlk
Die Transformation ist das Diagonalisierungsverfahren. Dazu werden reell gewahlte Eigenvektoren

Ak(a) eingesetzt. In diesen muissen sich dann die generalisierten Koordinaten mit den Normalkoordinaten als
Entwicklungskoeffizienten darstellen lassen:

f
a® =4 APQ,

a=1

Diediagonalisierte Matrix kann die Koordinatentransformation als Abbildung vollstandig darstellen:

d=AQ mitgQl R'

Bleibt zu zeigen, dassVIk und TIk durch das gleiche System von Eigenvektoren diagonalisiert werden:
Es gelten die Eigenwertgleichungen:

a Vi - WaTy)A2 =0
k

QAP
|

& M - Wp T A" = 4"601 A’
| K



o b b, 2 2 _
A A M- VAL - AP W Ty - wp T )AL =0
K|
Vik =Vy
2 2
& Wa” - W) APTUA® =0
K|
Die Annahme lautet nun noch:

Wa2 - sz 1 O Die Eigenwerte sind nicht entartet, nattirlich fiir verschiedene a/b

Somit folgt jedoch

A A'TGAS =dy
K,

Im wesentlichen ist dieser Ausruck ( die transformierte kinetische Energie)Null fir verschiedene aund b. Bei
geeigneter Normierung kann er flir a=b gleich 1 gesetzt werden.
Die Trafo ist also eine verallgemeinerte orthogonal e Trafo.

Esfolgt wegen

2 2 o b
a (Vik - wa Tk A =0pa A
k I

dass

A (AN - WA )AL =0
k,l

o ay_ 8 2, b a _ 2

& (AVIA®) =3 W’ ATy A" 2w, dy,

k.l kil

Also werden Tlk und VIk durch das gleiche System von Eigenvektoren diagonalisiert.

Lagrangefunktion;

18 . 0
L=T-V =§9a TikGjdx - A Vika;0 -
&k ik o
18, & o 00
L=2%4 %A A ijkAkaQaQb -a Ajt\/jkAkaQaQb;;
ik

2ga,b j,k [47]

o A b _
a A TiKAl =dg,
ik

1& (12 2 2)9
L :Eéa (Qa -Wa Qa" L
a (%]

In der tat entkoppel n nun die Bewegungsgleichungen:

9, +w;°Q, =0 a=1..,f

Beispiel: Pendel

L eicht kann man sich an einer Skizze klar machen:
2=1(1- cosj )
Als verallgemeinerte K oordinate kann man die Bogenlénge wahlen:



I
n
I
—

q
T =

l\)ll—‘
Q

. 1 . 1
V =mgz = mgl (1- cosj ) »Emglj 2= E%qu
Die Entwicklung des Potenzials kann aufihrlich gezeigt werden.

Nun seien zwei Pendel Uiber eine Feder der Federkonstante k gekoppelt:

Zwei gekoppelte Pendel

Hier nehmen wir fur beide Pendel generalisierte Koordinaten:

Oh =5 =j 4
Q2=52=j al

——m(ql + 0 )
V= —k-2=|1-ﬂ1k-2|1-q—2

mgz; +mgz; +—k(qy - 0p)° = mgl(1- cos—=) + k(o - gz)“ +mgl( cosl)
V—I+|+k 2__2 +19 +k 2
»—mglj) 1 malj - (th- 92) Imq 2|mq2 (th- 92)
Nun kann gefordert werden

19 19
V»E—moa +§|—qu +— k(o - 0p)° = aVqu qx Forderung!

j,k=1

Dieslafdt sich direkt Uber die mehrdimensionale Taylorreihe zeigen, Mit Hilfe der Multiindizes:

i} 2 6

VO _FVE o,

S‘qu zb 811(12 o !

ey 0 1 qZ
T=mg—(sn—*=) - —( - 0p) = -

Tyflao Yoy we

Somit 1803t sich die kinetische Energie angeben:
Somit lassen sich kinetische Energie und Potenzial als Matrizen angeben:



= %m(qz +0,%)

_1g9 19 1

1 . 1 . 1
\% »Emg'J 5 +§mg|l ~ +Ek(q1 - 0,)° _El_mqlz +E|—m‘122 +§k(q1 - @)’
1 1 1 1
L=T-V =Eﬁ(q12 +Q22) - Elgmqlz - Elgquz B Ek(ql B Q2)2
Die Bewegungsgleichungen ergeben sich als:
mq1+|ng1+k(On' Q2):0
. +g - Kla - -0
md; I ma, - k(q - @;) =
Auch hier haben wir ein System gekoppelter Differenzialgleichungen.
Als Loesungsansatz wahlen wir:
g, = Ae"™
Dieresultierende Eigenwertgleichung lautet:
gemg +k - mw? - k 2 . .
| @A 0_
¢ g B’ =0
g -k m|—+k- mw 2 B
(7]
Aus der charakteristischen Gleichung gewinnen wir das charakteristische Polynom
9,k w2 Kk
0 = det(V,, - w’T,) =’ | I’n_k g_}_kn‘_lwz =0
m l m
2 .2 .2
0=wt- X+ 9G2 48 o oye B, 00,0, 88, KO X0
em | g | Im em | g el mg éemg
9
2_aK 90, akKo _1 |
W,, =¢c—*+—+c—= =] ..
2 T &m Ty émg ]-24.28552
t1  émg

Somit kennt das System die folgenden Eigenfrequenzen:

_ 19 ._
Wy =[5 =W,

ungestorte Pendel frequenz

k =
W, =1/|—g+25 =, + 2W°

Die zugehérigen Eigenvektoren lauten:



9
I
Somit ergibt sich mit der ungestorten Pendelfrequenz w1l

?fm +k- mwaZQAf- kA =0
é o

Y]
KA' - KA' =0P ?;u glz
Ag elo

Aus der Eigenfrequenz w2 ergibt sich:

2 .
0 &l o
- kA% - kKAZ=0b ?zng =
A2 9 = 1ﬂ

In Normalkoordinaten gilt fur die Ldsung des Ortes:

a1 2
a(t) =AQ +AQ,

Bis auf einen konstanten Faktor.
Die Umkehrung lautet:

2, 0_® A G0
50,5 §A" A’Sa.5

Mit der zu oben transponierten Matrix ( Umkehrung)
Die Eigenvektoren sind so zu normieren, dass:

2

a AT A =ma |A% =1
k|l k
A0 1 280
P IT—g =
SA'p Tams
A0 1 @lo
ATy Ve 1
Esfolgt fur die Normalkoordinaten:
1 :
Q. = E(ql +q,) SChwerpunktskoordinaten
1 :
Q, :E(ql- g,) Relativkoordnaten

An Normalschwingungen existiert somit:

W, |
W2 = g +2 5

I m
Dabei stellt ersteres die gleichphasige Schwerpunktsschwingung dar, letzteres reprasentiert die gegenphasige
Relativschwingung.
In Realitét haben wir es mit einer beliebigen Uberlagerung von Schwerpunktsschwingung und
Relativschwingung zu tun.



Dabei treten Uberlagerungszustande al's Schwebung auf.

In Realitét erhélt man eine reine Schwerpunktschwingung, wenn die Anfangsbedingungen reine L 6sung der
Schwerpunktsskoordinaten sind.

Eine Relativschwingung ergibt sich, wenn die Anfangsbedingung exakt eine L6sung der Relativkoordinaten
reprasentieren.

Das Hamiltonsche Prinzip

Variationsprinzipien

Die bisher betrachteten Variationen waren differenziell. Derart wurden sie beim d”Alembertschen Prinzip
angewendet.

Differenzielle Variation: dr

Beim Hamiltonschen Prinzip dagegen wird die gesamte Bahn variiert:

i (t)

Hat man also eine Bahn gefunden, so variiert man diese, indem eine beliebige , génzlich von der ersten Bahn
verschiedene Bahn betrachtet wird.

Lediglich Anfangs- und Endpunkt zu den Messzeiten t1 und t2 werden festgehalten.

Sizze

Grundidee des Hamiltonschen Prinzips ist, dass die wirklich angenommene Bahn eine bestimmte GroRe, namlich

die sogenannte Wirkung der Bahn , extremal macht.

Fermatsches Prinzip

Dieses Phanomen ist bei der Lichtausbreitung als Fermatsches Prinzip bekannt.

In der geometrischen Optik gibt es die Moeglichkeit, einen Lichtweg zu finden, indem das Fermatsche Prinzip
berlicksichtigt wird. Demnach sucht sich Licht immer den kiirzesten W4eg in einer Anordnung von Spiegeln und
brechenden Glasern mit Brechungsindex n(r )

Vorsicht ! Das Licht sucht sich demnach den kiirzesten Optischen Weg, also den Weg, der in der kiirzesten
Dauer zurlickgel egt werden kann ( Das Licht bewegt sich entlang der lichtartigen Geodéten).

. Cc
Sei der Brechungsindex N(I) = —
CO

So gilt:
2
d ¢fisn(r) =0
1
als Bedingung an den tatséchlich zwischen 1 und 2 angenommenen Weg.
Betrachten wir ein Teilchen im kréftefreien Fall, so gilt, dass die Bewegung auf Geodéten stattfindet. Dies sind

die kirrzesten Verbindungen zwischen zwei Punkten, bei Kugeln beispielsweise die Grofl¥kreise.

Gemal3 der allgemeinen Relativitdtstheorie verzerren Masseansammlungen den Raum derartig ( die Metrik des
Raumes), dass alle Teilchenbahnen Geodéten werden. Unabhangig davon, ob Kréfte vorliegen oder nicht.

Allgemeine Aufgabe der Variationsrechnung

Sei | : C2->R ein Funktiona



t2

Beispiel: q(t) ® 1[q]:= (¥tF (a(t), 4(t).t)

tl
Die Funktion q(t) sollte zweimal stetig differenzierbar und reell sein. ( Bahnkurve mit existierender
Geschwindigkeit und Beschleunigung).

Die Aufgabe lautet nun:

Suche ein q(t) derart, dassdl [q] =
Das Funktional sollte also in q(t) extremal werden. Sprich, Maximum, Minimum oder Sattel punkt aufweisen.

DieVariierten Bahnen

Eine Variierte Bahn ist dann eine Bahn, die zu jeder Zeit t mit t1<t<t2 ( eigentlich kleiner gleich) dem Punkt q(t)
auf der reellen Bahn einen variierten Bezugspunkt q”(t) auf der variierten Bahn zuordnet.

Dabei gilt:

1q (t)T C? Die variierten Punkte stammen auch ausquadratintegrablen komplexen Funktionen

2.dq(t) :=q(t) - q(t) differenzielle Variation. Die Zeit wird nicht variiert.

3.dt=0

, 9t)=at)
q(t,)=q(t,)

5. dq(t,) =dat,) =0

Dadie Variation der Integrati onsgrenzen verschwindet kann Integration und V ariation vertauscht werden:

F F
0= dOJItF(q ) = OjtdF(qqt) Ojteﬂ dequ

Die Ietzte | dentitét gilt, da die Variation nlcht auf die Zeit bezogen werden muss ( Zeit wird nicht variiert).
Fur die variierte Geschwindigkeit gilt:

Anfangs- und Endpunkt sind fest

. . : d, . d
dg(t) = q(t) - qt) = a(q (t)- q(t) = adq
Also folgt mit Hilfe partieller Integration

eﬂF ﬂquu odgdq ﬂFdd 2 eﬂFd dﬂqu TF

u_
ag q- ag+
TR O AT J&Tq dtTa 4 T4

Gﬁ Pl

t

Dajedoch die Variation an den Grenzen t1 und t2 verschwindet gilt:

Ojlte'nF dFL. _,

N &1 dt 190

Daq jedoch vdllig frei variierbar ist:
F_diF_
g dt g

Diesist die verallgemeinerte Euler-Lagrange- Gleichung der Variationsrechnung

Diese Differenzialgleichung ist &quivalent zum Integral prinzip
difq]=

Neben der Einfuhrung einer bijektiven Abbildung zwischen Bahnpunkten bund variierten Punkten ergibt sich
auch die leichte Méglichkeit der Ableitung durch Einflhrung eines Variationsparameters. a :

q(t,a) =q() +ah(t)



Die konkurrierende Funktion wird durch den Parameter @ bei festem h (t) parametrisiert.
Weitere Moéglichkeiten sind zu finden unter ,, direkte Methoden der Variationsrechnung)

Exkurs zur Variationsrechnung

1. DasExtremum einer Funktion f(x) bei einer Variablen
df ()= f(x+dx)- f(X) = di f (X)dx = Ofur beliebige Variationen
X
dx! 0
d

— f(X) = 0an x=x0 ( Nullstelle)
dx

2. Extremum einer Funktion f(x1,x2,...,xN) mehrerer Variablen

N
df = fod+dx,.)- f(d,..)=g T f (X)dx, = Ofur beliebige dx, O
i=1 i
fif . o .
ﬂ? =0 i=1...,N bei xi =xi0 ( Nullstellen der Funktion)
entsprechend:
3. Extremum eines Funktionals
fIX]=f[x(1)]
Xy yeeey Xy = > X(t)
dxg,...,dx, - >dx(t)
to
df =Q ﬂdx >df = ditidx(t)
i=1 ﬂx| (t)

Mit als Funktionalableitung

dx(t)

Beispiel : Integral als Funktional

sa f[x]:= tz(‘}JItF(x(t))

df = fx(t) +dx()] - f[x(®)] = éﬁt{F(X(tHdX(t)) - F(x)}

- oi t9E X gy @ IEX) - endf =& T - —tzﬁtidx(t)

o X dx d() = % dx(t)

tp
df = ¢yt %dx(t) =0 fiir beliebige dx(t) (Extremun)
X
4
Somit folgt jedoch wegen der Beliebigkeit der variierten x:
dF(x) _
dx dx(t)

= Qals Funktionalgleichung zur Berechnung von x(t)



Bei Abhéngigkeit von X, X:

fIx,x]= tE‘j:ItF(X(t), X(t))

df—ojtdF( x)—dit'ﬂF 11]; xt\;— e} TE +£E%d (t

A dtﬂ-

Im Extremum gilt dies wieder fiir beliebige Variationen dX(t) .
Somit gewinnt man die Euler-Lagrange- Gleichung zur Berechnung von x(t):

T, dIF_

x dt Ix

Das Hamiltonsche Wirkungsprinzip

V oraussetzung:
- holonome ( integrable) Zwangsbed. -> Bedingung fuer Existenz generalisierter Koordinaten ( g1

of)
- konservative Kréfte -> Bedingung fir Existenz der Lagrangegleichung / Lagrangefunktion

- L(ql""qf ’ql""’qf’t) =T-V

Nehmen wir nun die Lgrangegleichung als Funktional:
F=L(%g,0¢,%,..qs,t)=T-V

Nun ist auch das Variationsprinzip auf mehrere Variablen zu verallgemeinern:

Die entstehende Euler- Lagrange- Gleichung entspricht einer Lagrangegleichung 2. Art
Integral prinzip entspricht dem Hamiltonschen Wirkungsprinzip

Somit erhalten wir bei Integration Uber die Zeit ein Wirkungsfunktional:

dw =0
t, t, t,
W= c‘ﬂtF = c‘jth(ql,...qf e Qg0 1) = (‘ﬂﬂ- -V

tl tl tl
Bei Berechnung der Variation erhalten wir:

dwW =0
tz ci; \Iﬂ
dW =d OyitF = jtd = dg (t)+——dq (t)
t?j ?jkle'” “ Ty dt ¢ i;
i d i
dW = glta i — - ——-—yday (t) =0
thitkleﬂ dtﬂkf)dk

Daauch hier wieder véllig frei in g variiert werden kann ( gilt fiir beliebige dqy (t),k =1,..., f)
gilt alsLagrangegleichung 2. Art:



L=T-v=Dg2. MW 42
2 2
b Im mw? il
dW:c‘)ddquz- > q2y
g 1
Mit Hilfe:
dg? = 2qdq
ergibt sich:

Lo d ..

dw = c‘;ﬂt% 2 mg- mwv2qitig =0
o1t

mg- mw?q=0

G+w?q=0

Unterschiedezum d”Alembertschen Prinzip

Das Hamiltonsche Prinzip ist ein Integralprinzip. Das heif3, die integrierte Summe aller Variationen ist extremal,
die tatséchliche Bahn ( gesamte Bahn) wird also mit einer differenziell benachbarten Bahn verglichen).

Das Hamiltonsche Prinzip unterliegt dem teleologischen Prinzip. Esist zweckgebunden. Der Zweck betrifft
dabei die Eigenschaften der gesamten Bahn.
Auferdem ist das Hamiltonprinzip véllig unabhéngig von der Koordinatenwahl.

Wirkung = Energie X Zeit
Wirkung = Impuls X Ort

Vergleiche dazu: Plancksches Wirkungsquantum !
Die Wirkung ist also quantisiert . Zwischen den Grof3en, die eine Wirkung best9mmen entsteht eine Unschérfe.

Somit ist die Wirkung quantisiert und sucht sich in der Natur ein Minimum.

Allgemein kann man das Hamil5tonsche Wirkungsprinzip natirlich auch formulieren, wenn die
Zwangsbedingungen beliebig ( nichtholonom) sind und die eingepragten Kréfte nicht konservativ:

Seien die eingepragten Kréafte ( nicht konservativer Art) von der Form:
X;
sogilt mit dA= Q X,dF,
i
t2
Ot([dT +da)=0
t1

Eichtransformationen der L agrangefunktion

Die Lgarangefunktion wird duch die Lagrangegleichung nicht eindeutig festgel egt.

Betrachten wir beispielsweise ein geladenes Teilchen im elektrischen Feld:



(%Q2,Q3) = (Xl’ X21X3)
esei die Ladung

Bewegungsgl eichung:

d? . L
m?(%'%’%) =mq =eE(q,t)+eq” B(T,t)

Die Lorentzkraft ist typischerweise nicht konservativ
Die Darstellung des el ektrischen und magnetischen Feldes erfolgt Uber die Potenziale;

E(a.1) =-NF@.1- %Z\(a,t)

B@.n=N"A@"
Dabel ist Phi skalar und A ein Vektorpotenzial (MKSA- System)

Ziel: Suche eine Lagrangefunktion L(q,q,t) =T - V inder Art, dass

Sl dt fo,

2
Die Bewegungsgleichung mzt—z(ql,qz,%) =mg =eE(q,t)+ej” B({,t) ergeben.
Ansatz:
L(a.a.0) ="14% +{dA@D- F@D)
Probe:

L .

ﬂ—.=mqk+eAk
Ak
d L N d _
= = - t),t
a1, ka*ethk(Q() )
d 1L _ =5l o A .9
o= e ACHE R0 T
afg, kG T g
d L N el = o]
- = +ec— A+ gN)A =
o 4, M egﬂtAk (g )Akg
Weiter:
L eéT (. — 1
— =eag—\Og*A)- —F
o Mok a-#) o G



lod i ol 6 €9 oy f U
== 2 LA +(@R)A S ea(GxA)- - Fy
TR S TR T CRUES: o @A) o &

T ) fola
= md + eg—Ak+ﬁF +eg'ﬁ(qu)+(Q’NAkH

= ma, - eE - [ed” (N AJ],

= mqk - eEk - [aj' B]k
Somit erflllt unser Ansatz die Bewegungsgleichungen

Eichtransfor mationen

Die Potenziale lassen sich umeichen mit Hilfe der Eichfunktion C :
A@.t)® A'(@.t) = A@,t) +Nc(T,t)

_ o _ T _
F(q!t)® F (q!t):F(q!t)-ﬂC(q!t)
Durch Eisnetzen sieht man schnell, dass sich die Felder nicht &ndern:

E'@.t) =- NF’ (qt)-ﬂ—A(qt)--NaT'—'(qt)-ﬂ—c(qt)—-ﬂ—(A(qt)+Nc(qt))=E( t)

B (gt =N A@t) =R (A@G.t)+Rc@b)=B@.t)

Betrachten wir die Lagrangefunktion, so ergibt sich:

- . m_-z S e

L@t =24 +eld& @0 - F @)

- . m_'2 LR = — :
L'(a,9,t) =54 +elgA@.t) +3Kc - F(q.t) +c)

L'(g,q,t) = L+e(C + (jxﬁlc): L+%(ec(c‘1,t))

Einsetzen zeigt: L~ flhrt zu denselben Lagrangegleichungen wie L.
Die Eichtransformation

. f d _
L(@4H® L'@.at=L+—(M@D)
Mit einer beliebigen Eichfunktion M ( skalar) 1813t die Lagrangegleichungen invariant.

Allgemein gilt:

Sei M (@,t) = M(qy,....q¢,t) T C>believig

L'(q q.t) = L+(M + M )= L+%(M @.1))

und ™ ™
L@at) =L+ M g 41V
(@.q.t)= alﬂ a o it

dann erfillen die
{qk (t)} das hamiltonsche Prinzip



Also:
d¢L'dt=00 d¢Ldt=0

Das bedeutet, die Euler- Lagrangegleichungen sindinvariant unter Transformationen der Art

L@6.)® L@.q0=L+M@.0)
mit M (@,t) = M(qy,...q¢,t)T C>beliebig.

Beweis:

w odow i, 17&M™M. MO dfL d 1 & M

™ 9

flax dt 16, B fTax Mok §|:1 fa, "t g Ot TG, dt Tay, §|:1 Ta,

L dfL, fdv dIM_fL d L
Mo, dtfge To, ot dt o, Yo, dt o,

mit
T8 M . MI_M
fdk §|:1 19 | fit a flak

Einzige Nebenbedingung:

M (@,t) = M(qy,....q¢ , D)1 C3darf nicht explizit von qy abhangen.

Beispiel: eindimensionaler Oszi

m., nMw 2
L=T-V=—qg°-
2 a 2 a
Beispielhafte Eichfunktion:
2
mw* o, dM 2 .
M = b —=mw
(a) 5 q a aq

=47 ™ 2 - 2qq)

Die Lagrangegleichungen lauten:

d I . 2.
o = ma+mweg

dt g

il 2 2,4
— =-mw“q+mw-g
fak

Esfolgt al's Bewegungsgleichung
q+w?q=0

Forminvarianz der | agrangegleichung

Eine schwéchere Form der Invarianz ( alsdie Eichinvarianz) ist die Forminvarianz.

Dabei gilt alsForminvarianz:

q +

It

]



. dt 1o, 1Q dt 10,

Fir welche Trnsformationen der generalisierten Koordinaten

F:{a} ® {Qd

sind nun die Lagrangegleichungen forminvariant ?
Satz:

F :{qk} ® {Qk} ein C*- Diffeomorphismus,

also eine umkehrbare und eindeutige Abbildung und sind
F,F Lheide zweimal stetig differenzierbar, dann ist
{Qk (t)} Lésung der Lagrangegleichung zur transformierten Lagrangefunktion:

L =L(f —_—
(Qc. Qi t) (k(Q.,t)z? ‘HQ ‘ﬂt K1)
mit
fi (Q,1) =
o T o T .
8i- ﬂ_QiQ' o %

Diese Aussageist aquivalent zur Aussage:

{qk (t)} sind L 6sung der Lagrangegleichungen zu L(q), G ,t)

Beweis:

d fL _gdfLfg _gde fo ¢

dt 10, 6_‘1dt o 10, Eldtéﬂm 10k gwege”
k(th) Ok

o Mo TR _.

A Qg T "k

Nun:

d A0 _{iéd e @ifg T dfg ¢
dt 1Qx e&e_gﬂ% 26 1Q 'ﬂfh dtéﬂQk%

_J"[édaeﬂLouﬂ% 'ﬂLaeﬂ% 85
= a 1e+ g
1= 1 8t &6, m'ﬂQk 'HQ| (0% %
und auf der anderen Seite:
9 el Yo | L eg

‘HQk Ial fla 1Qx 'HQ| gﬂQk
Somit:

o
o



gd_ae'ﬂL U, L &g O 2L g | ML eefig Of
X160, 10, %t g 10, W G105 §10 10, 1 éﬂkab

:éf}gd_aamwﬂq. L o K 4 fa fed L @l cen o
18X ETG 0 ETo 1O, 15 T« {6 €16, 24 T g

Dabei bildet

ﬂi die Transformationsmatrix, die nichtsingul & sein muss, also det ﬂi 10

ﬂQk ﬂQk

Daher die Bedingung, dass
F :{a.} ® {Qy}ein c= Diffeomorphismus,

also eine umkehrbare und eindeutige Abbildung und
F,F Lpeide zweimal stetig differenzierbar.

Nur dann ist {Qk (t)} L 6sung der Lagrangegleichung zur transformierten Lagrangefunktion.
Denn diese Aussage ist aquivalent zu

Q =F(th,qs,t)

Ok = fk(Qq,-.., Q¢ ,1) mit

Man sagt, d|eVar|at|onsabIe|tung
d oL 9L

— —— - — ist kovariant unter diffeomorphen Transformationen der generalisierten Koordinaten
dt Q¢ T1Qy

Also gibt esauch unendlich viele dquivalente Sétze generalisierter Koordinaten.

fif

10

Kontinuierliche Symmetrien und Erhaltungssétze

Betrachte kontinuierliche Transformationen, unter denen das physikalische System invariant ist.
In diesem Fall gibt es zu jeder kontinuierlichen Invarianz gegen infinitesimale Transformationen eine
Erhaltungsgrofe | (Integral der Bewegung oder auch Konstante der Bewegung), das heifdt, in diesem Fall gilt:

dl

— = O entlang der Bahn der angenommenen Bewegung ( 1&ngs der Bahn).

Diesist die allgemeine Aussage des Theorems von Emmy Noether

Das Noether Theorem

Voraussetzung: Autonomes, das heif3t, nicht explizit zeitabhéngiges System mit f Freiheitsgraden und einer
Lagrangefunktion

L(oy,...,dg,eot)
Theorem ( E.Noether, 1882-1935)

Die Lagrangefunktion L(ql,..., ql,...,t) eines autonomen Systems sei unter der Transformation

g ® h®(q) invariant. Dabei ist s ein eindimensionaler Parameter und h%=°(q) =  die Identitat.

Dann gibt es ei n Integral der Bewegung

o ‘ITLaed 0
I(q,q)—a— —h®(qg)*
|1ﬂql dS Igs,:O



Beweis:

Se g = q(t) eine Losung der Lagrangegleichung. Dann ist auch § (S, t) := h3(q, t) Lésung, das heiRt:

d IL@(s,t),a(st) _ TL(@(st),q(s.t)
dt 19, 19,

Invarianz der Lagrangefunktion fur beliebige s:

—L st s,t)) = - __+_ __ .Z._O
0. 860 =4 S EE0 L ELLD -

. d el ad 6_g & fL agg; 6, L d aelg 6 2
p—l g — * =g ¢——c— Y
@@= qldt ﬂ,g (@ )@s=0ﬂ ,a_‘lgdtﬂq,gng ﬂqldtgngB
Mit
ai_mn
dt g, o
d osio6_ s 6

dtéds g gds g
und mit Hilfe von

d . _ . oae'ﬂLaeiq,o ‘HLa@Iq,oo
—L(G(s,t),q(s,t —C—— =0
& @(st).q(s;t)) = .algﬂquSz ‘Hq.edsfaﬂ

folgt dann:

d . d
—I1(q,9)=—L=0
at (@.a) ds

Réumliche Transationsinvarianz

Seien die Kréfte konservativ und seien keine Randbedingungen:

L ——a mr - V(... TN)

i=1
Eine Translation in Richtung x ist damit eine Translation der Form:
h®:F® f+se i=1.,N

Der Parameter sist dabei beliebig.
Die Translationsinvarianz entlang der x- Achse bewirkt nun:

N
L(W* (7). F)) = 5 & M2 - V(T #8507y + 8, = L(5 ) Forderung
=1

N N
—=-3aN,eNV=-3 Ty =0 Forderung!
Das bedeutet aber: es darf keine auf3ere Kraft in x- Richtung geben !
Fir die Transformation gilt:



hS=0(%) = F, (Identitét)

d s,.\ _~
Eh (7)) =&
Fir unser Integral der Bewegung gilt jedoch:
_ (’)\I ~ hs _ [ = = _ [ .
I =a Nr’i'—g—a mr €, =a mx =Py
i=1 i i

Fazit: die Translationsinvarianz in x- Richtung bestimmt die Erhaltung der x-Komponente des Gesamtimpulses.
Dieser Zusammenhang ist leicht fir die anderen Komponenten zu zeigen.

Dies kann auch umgekehrt betrachtet werden:
Waéhle gql=s als verallgemeinerte K oordinate:

Nun gilt die Transformation:

fi =7 (G Q5 1) = Q8 + D (G- A 1)
mit

1€y a's Schwerpunktskoordinate und

Dr; (0.,...,q5 ,t) asRelativpositionen.

1
1
><('D
=
&
3
1
= QJO
o
=
+
|

Invarianz Erhaltungssatz

R 00 —— =0 squivalent zum Erhaltungssatz & = const
fla dt iy fia

Allgemein heif3t ﬂ— = P;j der zur Koordinate gj konjugierte verallgemeinerte Impuls.
dj

L ~ d L

Fallsgiltdassﬂ— =0U —ﬂ—

Yo dt Ty

ist, dann nennt man gl eine zyklische Koordinate. der zu ql konjugierte Impulsist in diesem Fall eine
Erhaltungsgroide.

=0, wenn also die Lagrangefunktion invariant gegen g1- Anderungen

Hier:
iL_ 1 m_ T& 1 .50 o . 7.
= = - = = — —mr = m .
1ﬂql ‘qu( ﬂql ﬂqlc'allznac':lluﬂql.
mit %‘, =8,



Verallgemeinerung auf Nichtkonservative Kr éfte

- — X 2
dt 16, Yo, - Top !
Xi kennzeichnet dabei die Kraft. Nun steht rechts also die resultierende Kraft in x- Richtung. Existiert keine
resultierende Kraft in x- Richtung ( Translationsinvarianz in x- Richtung), so gilt:

Invarianz sagt

——Ql— EE—OU Py —ﬂ—consi

Yo, dt fioy fid,
Nebenbedingung fur das fehlen konservativer Kréfte ( Falls Q1 konservative Kraft ist)

Ql =0p %V(E+ qléx’---’r_N +Qléx) a N”V ﬂﬂ (qle ) xé NriV =- éxé >_(i =
i i

Beispiel: ein Teilchenim Potenzial V=V (y,z)

e L
Das Potenzial hangenicht vonxab: — =0

X
Daraus folgt: & = mx = P, = const
1x
In diesem Fall existiert ein Integral der Bewegung:
S
I(T, F)—E dn —E—P = const
r ds X
wegen
T =N;L
i
o,
ds X

Beispiel: 2 Teilchen mit innerer Paar wechselwirkung

V(r,T) =V( - T,) DasPotenzial kann auch anisotrop sein.
Es sollen keine aul3eren Kréfte wirken, so dass das Potenzial unabhéngig von den Schwerpunktskoordinaten
wird.

Gleichzeitig soll Translationsinvarianz entlang x-, - und z- Richtung vorliegen:

_ - o =2 m - 2 _ —
L(rl’errl'rZ):%rl +72r2 - V(- 1)

L(h*(7). h°(72), 7o, o) =%?12 +%r*22 V(- ) (- B ) =L{ R R)
for alei =x,y,z

Somit existieren gleich drei Integrale der Bewegung:



mw_ . I i . 9L ) .
|l,.=—8, +—8, ——+ = =mX +M,X% =P, =const
SRR A T

mw_ ., TL_ i, . .
= —a - -+ = = +m = P, = const
y ", y T, y T My, + My, =Fy

iw_ L_ T T
|, =—8 +—8, =—+—=mz +m,Z, =P, =const
LRt T Ta Tz ATt T

Diesist, aufgrund des Fehlens dulRerer Kréfte, gerade der Schwerpunkts- Erhaltungssatz:
MR =P =congt

Mit den Schwerpunktskoordinaten

Ri=— 52. m;T;

i=1
Und der Gesamtmasse

2
M:=84m

i=1

Raumliche | sotropie

Nebenbedingung: konservative Kréfte, keine Zwangsbedingungen
Eserfolgt eine Drehung des Bezugssystems um den Winkel | = Sumdie z- Achse.

An einer Skizze kann man sich schnell verdeutlichen:
S.x= — —r g s s

h 'ri —(Xi,Yi,Zi)® ri _(Xilyiyzi)

Dabei gilt:

X;"= X COSS+Yy;9n s

y,"=y; coss- X 9n's

Zi = Zi

Rotationsinvarianz fiir die Drehung um die z- Achse;

Betrachten wir infinitesimale Transformationen ( Drehungen um die z- Achse mit kleinen Winkeln dj =ds
.0 acoss dns Ot 0 €d 0 00 20 s Ol O

¢Yi +=¢-9ns coss Ox¢yi+» g0 1 O+t¢-s 0 Oxgyi+

&' & O 0 1xzg &0 0 15 §0 0 Ogfz

Dabei gilt die rechtsseitige Taylorentwicklung fur kleine Winkel. Wir schreiben

=0 s 09
é-s 0 0+=-sJ,
&0 0 0y

Mit jzals Erzeugende fur infinitesimale Drehungen um die z- Achse.
Somit folgt:



o o pro g
CYi +=CYi =S¢ X == ¢yj++ &)
&'y &g &0y &%y

Formal schreibt man:

_, _ aed .0
ri:hs(ri)|Fo+st—hs(ri)9 +0(s?)
eds -0
ad _.0 L,
i _hs L) = =T
mit 8ds (F; )ﬂszo e

Rotationsinvarianz der L agrange-Funktion

lo :
T= 3 a m; 2 it rotations nvariant, da nur von |Fi | abhangig und die Drenmatrix andert die Abstande nicht.

|
( Drehungen sind orthogonal e Transformationen).

L(R'=h%(7 ).F) = L(7.T)

AL 6 AV 6 § o \adli o N
— =-c—+* =-aN,Vege—= =a k(i €
efsa_g gﬂszs:o ,6211( " )g S 20 21 (&)
wegen:

(Nv)=-F,

I ¢ _@h° 0

edS Z-0 ds Bs:O

Als zyklische Permutation gilt dann jedoch:

AL 6 AV o _ o (=. _ _ o (-, =
—+ =-C—+ =€ F,-r)=-¢€ noF
eﬂsﬂszo e'ﬂSzS:o z>ei.(| |) ZX?(I |)

o (_ , —
Mit a (I’i Fi )al s gesamtes Drehmoment und der Tatsache, dass die z-Komponente des duleren resultierenden
[

Drehmomentes verschwindet:

Interpretation nach dem Noetherschen Theorem

- = (’)\l L @hSO [o] - - — O (_ ., = -
IFh =8 * —c Tami {7 &,)=-8,8 [ mi)=-gl=-1,
i Thogds g o i

Also: Rotationsinvarianz entspricht Drehimpulserhaltung

Ander e Betrachtungsweise

Wahle 0; =] = Salsveralgemeinerte Koordinate
Trafo: f; = (j ,05,...,05 ,1)



o s, \0 o
—hi=¢-h°F)> =%"§
Yo, eds Bs=0

Fur infinitesimale Drehung um z-Achse.

mit

Invarianz Erhaltungssétze
R 00 EE =0 aquivalent zum Erhaltungssatz p; = & = const
fio dt ey T

Der Winkel ist also eine zyklische Variable.
Berechnet man den verallgemeinerten konjugierten Impuls zu ¢y =] =S, soergibtsich:

T“— T"— 1° ﬂ‘_ o _ﬂ; o - f_ . _ —_ 9o (_ ., -
pl:ﬂ_ﬂ_Eaim'ﬂrizzai‘ m iﬁlri :aimi i(i ez):'ezai. (ri miri):'lz
wegen
ﬂ = ﬂ — = o ﬂﬁ . ﬂr|
—FrF=—Trd = A + -1
ﬂch f 'ﬂ% rpda f ak. ﬂQk Ok it

Esergibt sich also wieder die z-Komponente des Drehimpulses als verallgemeinerter Impuls.

Nebenbedingung:
Wir betrachteten hier eine passive Drehung desK orodinatensystems. Die Aktive Drehung des
Koordinatensystemsiist jedoch aquivalent. Das bedeutet, wir drehen aktiv alle Massenpunkte mit | = -]

Dazu gehdren dann die konjugierten Impulse +1z

Beispiel:

N Teilchen mit einer inneren Paarwechselwirkung, die nur vom Abstand abhangt:
V(Fl,..., I’_N ) = V(rlz,..., rij ,) mit rij = |f’, - T-J|

Rotationsinvarianz gegen Drehung um alle Achsen:

V(rg,.. ) _sa IV 1

—— %—r;: = Ofiir beliebige Achsen, da

T SEITRE
.mlrij :%[(Fi 30 A :%(ﬁ - ] )%(ﬁ )= _ir_ij_j gﬁ_‘ - .mlﬁ%
Ghen A
b r‘,;ijr] Ee%f_i'%rj %z_i;ijrj [(r,-r‘j)’ ek]_aek[(rl rJ) (Fl'rj)]zo

Also ist der resultierende Drehimpuls | eine Erhaltungsgroéfe

Erzeugende der_infinitesimalen Drehung um z-Achse

Dieinfinitesi maIe_Drehung |8t sich schreiben als:
R'=h*() =(1- sJ,)f

B -1 0o
Mit der Erzeugenden J ;= gl 0 O:

& 0 0z

Bei einer Drehung um den endlichen Winkel | gilt:



2eCosj gnj 09

i’=R,( ) =¢c- snj cosj O-f;
& 0 0 1y

Esqgilt:

R.G)=epl J,i )

mit Definition

ol 35 )=T+( 3 )+%(- 3ife +%(— i f
Beweis
Far

ﬁ:g’ -Olgp M2=-TMe=-M.M4=T
M2n:(_1)nT

D = ()i

Mit Hilfe der Taylorreihen fir Sinus und Cosinus folgt dann:

8eCC.)Sj- Snj 0 Té (- 1)“. 2n _ '\75 (‘ 1)n J 2n+1
g- snj cos g oo (2n ) rmo(2n+1)

g 1 =2n: 2 =§,‘ 1 = 2n+l: 2n+l
=a Mn n _ Ma Mnl] n
n=0

(2n) Zolen+1)

Analog behandelbar ist die Drehung um die x-Achse

Erzeugende:
2 0 09
:go 0 -1:
%0 1 0y

Hier gewinnen wir die Drehmatrix:

R()=epl 3j)

Bei der y- Achse gilt:

Erzeugende:
(a;eo 0 1%
Jy=¢0 0 0:
&1 0 0y

Hier gewinnen wir die Drehmatrix:

R,0)=enl 3, )



Beliebige Drehungen um den Winkel | mit der Drehachse N :

Py

J

I

Q@

S
DOOY
I e

=

=
(SH o)

= e g =0 S

Die Drehmatrizen R (j7) = exp(é- j é n; J; Zbilden nun eine 3- parametrige (j 1) 21 3),stetige,
i=1 (4]

diffbare (inj ) und orthogonale Gruppe.

Eine solche Gruppe heif3t Lie- Gruppe oder kontinuierliche Gruppe in drei reellen Dimensionen
SO(3)

s0@3) = {E: R ® R3Iinear‘ﬁtﬁ =Joet R :1}

Mit KRR = 1lals Orthogonalitétsbedingung, so dass| F'|=| F | und det R =1zum AusschluR von
Raumspiegelungen.

Die Erzeugenden J i der Drehgruppe bilden eine Lie- Algebramit dem Lieschen Produkt (=K ommutator):

lji,jk = jijk - jkjl i,k=xy,z

Dabei vertauschen 2 Drehungen um unterschiedliche Achsen nicht. Das bedeutet, das Ergebnis hangt von der
Reihenfolgeab !:

Zeitliche Translationsinvarianz

Die Zeit spielt in der klassischen Mechanik im Ggstz zur relativistischen Mechanik gegentiber dem Ort eine
Sonderrolle.
Deshalb ist eine direkte Anwendung des Noether- Theorems nicht moeglich.

Zeitliche Trandationsinvarianz ist erfillt, falls:

1. die Zwangsbedingungen die Zeit t nicht explizit enthalten:
i =F (0 d¢)

T iy
fa;

=|=a
=

=a
j

Dabei ist i f; Funktion von gl...gf
fla;

2. 1L:O

it
3. Nebenbedingung: Aus der Existenz eines Potenzials der eingepragten Kréfte folgt NICHT automatisch die
Erhaltung der Energie, da die Zwangsbedingungen die Zeit enthalten kénnten.

Wenn die Zwangsbedingungen die Zeit enthalten, so ist die Energie nicht enthalten.
fi = (0, d¢ 1)



Kinetische Energie:

_ '_2_1 ..
T=24 mf, _Eé TGk
ik

ok o
der eingangs behandelt wurde.

éﬂ —-_ISt abhéngig von den gl...qf im Gegensatz zum Fall der kleinen Schwingungen,
qj ¢

T ist eine homogene quadratische Funktion der Gy...0 ¢

. A W S .
Also T(I Qyyeensl Q¢ )—I T(ql,...,qf)
Nach | wird partiell abgelitten dann wird | ‘lgesetzt

il ‘.w 499 o1, 0 AR Y —or
_1§ﬂ|CIk )& 1 ﬂl - = aéﬂQk
oAl g )o_ .
Al ado_
e Ml g

Obere Aquivalenz ist der sogenannte Eulersche Satz
DaV unabhangig von d;...q s gilt auch:

ae'ﬂL o

2670

Zur totalen Ze|table|tung vonL:

d o afL qiL 1L
= = = + 1=
dt 16 % " g, qka Tt

L = EL und & =0 wegen 2.(oben)

fla, dt oy Tt

Somit

dL o &L . dfL .6 do L. dT Nxe L 0.
—=aAt—0k t—=—0kz=—a — U = 2——wegen T4, = 2T
dt 7 &fdk K dt oy, ky) dt " o X dt 9:1 T(a¢ )z “

Somit

d d
O:E(ZT- L):E(T +V) b T +V = konst
Zeitranslationsinvarianz bedingt also Energieerhaltung !
L
Oder: Skleronome Zwangsbedingungen: 111]_'[ = 0 bedingen: E=T+V =constant

Nebenbemerkung
Die Aussage folgt auch aus dem Noether-Theorem, wenn man noch den folgenden Trick anwendet: (Scheck,

Aufgabe 2.17)

Machet zu einer g-artigen Variablen durch eine parametrisierte Darstellung: Qy = 0, (t ),t =t(t)
Als Lagrangefunktion muss man sich definieren:



5
da Lg 1 dg ¢ dt +

qka Y 4L T .
dt =
dt dt,z, % lAt)dt dt %
soll invariant unter Zeittranslationen sein:
h®(@,t) =(@,t +9)

Dann gilt:
1. Hamiltonsches Prinzip auf L angewandt:

_
(éQk’ ,

t2 t2
0=dylat =dgylat0 ST _g

t1 tl dt A, Yo

2. Noethersches Theorem flr L:

Integral der Bewegung I:

f+1 e T
L aed o _ 1L
'a—.l ﬂCh dS (ql’...’qf+1)65=0 1-[qf+l

rritgae%hs(ql,...,qfﬂ)g: (0....,01) f Nullenlan Stelle f +1mit g, =t

= 9
_ _ ¢ i
l_ﬂL _ L L+éﬂLg 1 +dog dt
ﬂqf+l ﬂ?jto ﬂqu @to _dt at

edt g 8 gdtgg
d e o
=L-Qa -qk—T V-2T=-T-V)
k=1 1-[(qk 4]

Also Erhaltung der Energie durch zeitliche Translationsinvarianz

Das Zweikor perproblem

Hier werden die Erhaltungssétze zur Losung der Bewegungsgleichung verwendet.

I dee:

f Freiheitsgrade -> f Differenzialgleichungen 2. Ordnung

= 2f Integrationskonstanten nétig ! ( jeweils zweifaches Integrieren). ( Anfangsbedingungen).
= Also existieren auch 2f Integrale der Bewegung

Falls ale 2f Integrale der Bewegung bekannt waren:



Das Zweik 6r perproblem

Hier werden die Erhaltungssétze zur Ldsung der Bewegungsgleichung verwendet.

Idee:

f Freiheitsgrade -> f Differenzialgleichungen 2. Ordnung

= 2f Integrationskonstanten nétig ! ( jeweils zweifaches Integrieren). ( Anfangsbedingungen).
= Also existieren auch 2f Integrale der Bewegung

Falls alle 2f Integrale der Bewegung bekannt waren:
Iy (@1, 05 OG5 ) = G r=1..2f

So wére das Problem vollsténdig gel Ost:
Ok = Ok (CponiCopst) k=1, f

Alsoist esdas Ziel, moglichst viele Integrale der Bewegung zu finden.

Beispiel: Zweikorperproblem

2 Massen, m1 und m2 unter dem Einfluss Ihrer inneren Wechselwirkung: V(Jr1-r2|) (Zentralpotenzial).
Beispiel: Sonne / Erde unter Gravitationswechselwirkung

Zahl der Freiheitsgrade: f=6
Also: esmuessten 12 Integrale der Bewegung existieren

Erhaltungssatze

1 V(r1-r2|) ist translationsinvariant.
Somit ist der Impuls: P = P, + P, =konstant
_ 1 - _
Der Schwerpunkt: R = W Pt + Ry bewegt sich gleichformig und geradlinig.

Diesfolgt aus: MR = P = const
M:=ml + m2

Somit sind 6 I ntegrationskonstanten gefunden: P, R

2. V(Jr1-r2|) ist rotationsinvariant:
Damit ist der Drehimpuls | =y~ ¥ + myi, ~ Vo, = const

Es sind drei weitere |ntegrationskonstanten I gefunden.

3. Die zeitliche Trandlationsinvarianz bei konservativer Kraft:

E= %”11\712 +% myv,2 +V (7 - F|) = const

Eine Integrationskonstante E
Insgesamt sind 10 Integrale der Bewegung gefunden. Es bleiben nur 2 Integrationskonstanten, namlich der
Nullpunkt der Zeit- und Winkelskala. Diese ergeben sich aus den ANfangsbedingungen.

Impuls- und Drehimpulser haltung

Lagrange- Formulierung:
_ 1, 1 _ o
L=T -V =2my® +Zmgv,? - V(7 - 7))

Veralgeminerte Koordinaten: Schwerpunktskoordinaten:



¢ = 1 _ ,
cdr+=R= M(mlrl +Mmyiy) Schwerpunktskoordinate
&3 o

8@4 0

cs+==r=n-T1, Relativkoordinate

Die Umkehrung liefert dann die gesuchten GroRen:

R=R+12fF F,=R-r
M M
f=R+T2¢ f=Rr-Muf
M M
L=Mg2, 12 v
2 2

Dabei bezeichnet

r.= |r‘| den Abstand und

m
m= Ldierelative Masse

m +m,
Mg lpe vy
2 2
R ist zyklische Koordinate: L =0b L =
TR« R«

N
b R=—Pt+R,
M
Verwende das Schwerpunktsystem als|nertial system:
0BdA: R=R=0

Damit ergibt sich die vereinfachte Lagrangegleichung

L=%mr"2- V(r)

mit:

_ m, _ _ _

|"1:+_2r rzz_ﬂr
M M

—_ m —_ — —

|’1:+_2r rzz-ﬁr
M M

Der Drehimpuls berechnet sich gemaf3:

, -
gMM” , mpm” 5
P

& M?2 M 2

[ =m " Vi +myf,” U, =

Ve

r

— s

=nr

MRy = B, =const mitk=x,y,z

F = const (Rotationsinvarianz)



Somit folgt aber auch (zyklische Vertauschbarkeit):

I =1 ¥=0

Beide, Radiusvektor und Geschwindigkeitsvektor T, i liegen in der Ebene senkrecht zu I (Im
Schwerpunktsystem).

Ubergang zu Polarkoordinaten. Wir legen das K oordinatensystem so, dass der Drehimpuls parallel zur z- Achse
zeigt:

X=rcosj X=rcosj -rj 9nj

y=rdanj y=rdgnj +rj cosj

Somit:

F2=x®+y?=..=t%+r§?

Nun wahlen wir neue verallgemeinerte Koordinaten statt X,y : (r J )

L:%m(r'2 +r2j'2)- V(r)
L L

] istzyklischeKoordinate: — = 0P — = mr2j' =| =congt
Hier: 1 =1z, dalx=ly =0
Also: mrj" =1, =m(xy- yx) = const

Flachensatz: 2. keplersches Gesetz

Geometrische I nterpretation von mr 2j =1, =m(xy- yx)=const:

Radiusvektor Uberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flachen.
Das heifdt: Die Flachengeschwindigkei ist konstant:

|7+ Sv[Swm cs_f
Xg!

Fir die Flache gilt:

dF = %|r| A +dr|sndj » %r Zdj

Dabei gilt die rechtsseitige Naherung fuir sehr kleine Anderungen in Radiusvektor und Winkel. Bleibt richtig fur
infinitesimale Betrachtung:

EF :lrzi :l_zcong
at 2 dt  2m

Energieerhaltung und Bahngleichung




Bestimmen wir die Lagranggleichung 2. Art fir denradiusr:

Somit gilt:
mt- mrj 2 +V'(r)=0

Mit der Zentrifugalkraft mrj’ 2
Die Zeitableitung des Winkels kdnnen wir eliminieren durch die Bewegungskonstante I:

j. — I
mr 2
| 2
mf- — +V (r)=0
mr
1. Integral: Trick: Wir miissen die Gleichung auf zeitliche Anderung bringen. Zu diesem zweck multiplizieren

wir allesmit I :

2
mi'r - I—3r‘ +rV'(r)=0
mr
., _dam. 0
mi't = —¢—r<=+
dée2 g
|2r dae 12 0
mr3 2mr? p

rv(r) :EV(r)

Somit kénnen wir Integration uber die zeit ausfiihren und es ergibt sich:

| 2

N3

(r'2 +r2j'2)

> > +V(r) =const = E  Energieerhaltung mit T = é
2mr

QI |-O:

Andere | nterpretation

Die Bewegung der beiden Korper ist ebenfalls al's eindimensional e Bewegung in einem effektiven
Radialpotenzial

2
V(r):= +V(r)
2mr 2
2
Dabei wird > als Zentrifugal barriere bezeichnet.
2mr

m,, -~
Es ergibt sich: Erz +V(r)=const = E



Somit:

2 ~ dr

r=.]—E-V())=—
m( ()) dt

Integration liefert:

I" dr, t‘ )
o) O
o E (r) 0

Essind somit t( r) und r( t) berechenbar.

Der Winkel folgt dann aus:

. di
=—= durch Einsetzen:
. mr ()2
] t |
O =07

2 (4
i mre()
Esergibtsichaso: j (t).
Die Bahngleichung wird gewonnen gemaf3:

\

& =
.o r'Z\/IZ—rZ“(E-V(r'))

Daraus erhdlt man als Bahngleichung] (r) bzw. r(j ).
Die Bahngleichung.

Planetenbewegung und K epler sche Gesetze

Betrachten wir speziell das Gravitationspotenzial als Wechselwirkung:

gmim,

V(r):'—r mitr =7 - F |
Somit ergibt sich ein effektives Radialpotenzial gemal?
~ k 12
V(r)=-—+ > k:=gnm>0
r2mr
ALs Grenzwert folgt:
2
~ I
re 0:V(r) = > ® ¥
2mr
k

re ¥:V(r=-—- ®0
r



Differenziation findet ein Minimum:

" 2 2
M:L-L:O@ rO:I_
dr r2 ms mk
~ o -mk?
V(rO)_ 2I2
Wegen

gl‘z =E- \7(r) ist eine Bewegung nur fir E - \7(!’) 3 Omoglich. Also muss E 3 \7(r)

Esqgilt:
_ 2
0>E3V(r,)b 0>E?3

E > 0 Bahnen sind offen. ( Hyperbeln)

Wir werden sehen, dass fiir E=0 eine Parabelbahn folgt.

Das Potenzial hat die folgende Gestalt:

: Bahnen sind geschlossen ( Ellipse, Speziafall: Kreis)

~ 2
vy 1L
12ir?
\
\
\
\
~ o -
6 ‘{'.‘""—L'.’ THaax
E } : }[
/
e
/
sk
/ r
~ - mk?
Fir O>E3 V()P O>E?3
22
o - k12
Sind die Umkehrpunkte durch V (r) = - — + 5 = E
roa2mr

bestimmt ( quadratisch Gleichung in r mit zwei Ldsungen):

1 & / 20219
rmin/maxzﬁék1 kz'%;

%)

Fir E>0 gibt es nur noch eine Losung fur r, die positiv und damit physikalisch sinnvoll ist.

Aus



- k12 _ 1@ , 2A%EQ
V(r)=-—+ > = E gewinnt man den inneren Umkehrpunkt: rpi, =—%- k+,/k* + .
r 2mr 258 m =

[
Die Bahngleichung kann nun explizit berechnet werden:

J 1 " 1

r
~i =i -1 = &r’ =
.ij F-lo=0 S = %2 2mE 2mk 1
lD rD r _(E-V(r )) rO —+ -
|2 12 1% 2

Dieses Integral ist nicht leicht zu berechnen, jedoch lediglich ein mathematisches Problem. Es gelingt mit einer
geschickten Substitution:

Zunéchst soll der Ausdruck unter der Wurzel quadratisch ergénzt werden:
.2
2mE  2mk 1 _ el mk§ m?k? , 2mE

2 20 v2 & g 14 |2
mit

2l mks® mk% 2mE_ € 11 mko'l
"G5 g t—5=Db&- —¢—- =~
err I°g I I g Der 17g§

2ma&nk® 0

=7 &, TEL

12 &2l p
Dabei gilt:
mk2_~
2|_2_V(ro)

2
b D Z—Lnaq%ﬂzfo
12 &2l 5

Substitution:

) 1 &1 mko, dcosd 1 216
cos) ' =—C¢—- —=b — =- -
D& 125 d D&,
dcos) _ _ 4n3b - §nJdd =dcos)
Ssnddd =- =80
Der<g

Somit folgt:



j-] -O—r‘dr' 1 _ L 1 _ L 1
°- ’ _0'2 . ~ ) Z
0 2mEL 2mk LT 6 1 mkgU ol pS . Ll
12127 2 D&- —¢—-—= D&- =&
g er 1< 24 g er
r - J
.ar 1 1 -
0y 2 \—OZUSI’]J ZOjJ:J_JO
TP =€ 121 mkol \1- cos?d”
° \/Bé.'— —-—2— u 0
g er 1“2 §
1 &1 mko 1 21 mk©
J-Jo = aroe0s = — -~ arccos—— G— - —=

Also in Summary:

. 1 el ko 1 &1 nkd

j -] o=accos—=¢—- —=+- arccos——&¢— —
\/_ Der 1@ D&r, 174

Eine der Integrationskonstanten,

j ooder rgkann frei eingesetzt werden.

Wir wahlen den Winkel willkirlich:

Mit der vereinfachenden Wahl von

. 1 &1 nko
j o =arccos——&%—- —

JD&r, 1725

ergibt sich:

1 & nkd
j ()= =aCCoS——=¢—- —-+

D ér 12 g

= izﬂzh/ﬁcosj =ﬂ2(1+ecosj )
| I

2 2
mit e:=\/5|—= 1+ 2El
mk mk 2
Wesentlich ist unsere Bahngleichung:

r(|1) Tz '\/_COSj rlr:((l+ecosj)

Diesist namlich, wie jedem Mathematiker bekannt ist, die Gleichung eines Kegelschnitts in Polarkoordinaten:

e>1CE>0 HyperbeloffeneBahn)

e=1@E =0 Parabel(offeneBahn)

2
e<l@ % <E<O0 Ellipsegeschlossee Bahn)
2

Fir da zweidimensionale Problem ist die Umrechnung auf kartesische Korodinaten sehr einfach:

Diesist namlich, wie jedem Mathematiker bekannt ist, die Gleichung eines Kegelschnitts in Polarkoordinaten:

NCNC/



1- |2e><=|—2 X< +y
2,2 2,2 2,2
1- 2rrkex+mk eZXZ- m-k ) m-k y2_0
12 | 14 |4
_2mk . mPk? 2 m’k?
1——I2 ex + i (1 )x + i y
.2
o) 2 21,2
?T—l(\ll—ezx+ j—'ez+ml( y?=1
| 1-e25  (-e?) |

|—2(1 ez)x+e— + |24k2 -e’l?=1
e e R
-€

Dies kann vereinfacht werden zu:

2 2
+
(x 2e) +y_2
a b
mit der Exzentrizitat
e=+/a’ - b?

Diesist die Gleichung einer Ellipse mit einem Brennpunkt im Ursprung.
Die Hauptachsen lauten:

=1

12 k
a= 2 =
mk(1- e?) 2|E]|
= I 2 = I
mky1- €2 2m|E|
Dierelative Exzentrizitét:

b




2
e b
e=—=_[1- —

a a2

e, die absolute Exzentrizitét ist der absolute Abstand zwischen Mittel punkt der Ellipse und einem Brennpunkt.

1. Keplersches Gesetz

Folgt also aus der Bewegungsgleichung mit Gravitationspotenzial bei negativen Energien:
Die Planetenbahnen sind Ellipsen, in deren einen Brennpunkt die Sonne steht.

2. Keplersches Gesetz

T2~a8
Beweis:

Fur die Fléche einer Ellipse gilt:

F =pab
Wenn wir das zweite Keplersche Gesetz verwenden ( Flachensatz), so gilt:
dF I
— = — =const

dat 2w
Es ergibt sich der folgende Zusammenhang mit der Umlaufzeit:

TodF

t—=—T=F =pab
0 dt  2m

Aus der Herleitung des ersten Keplerschen Gesetzes ist bekannt:

I Jk

Die zweiten Potenzen der Umlaufdauer sind somit nicht exakt proportional zur dritten Potenz der grof3en
Halbachsen, da auch die Masse des Planeten noch eingeht:

k=gmm,
__mmy

m +m,
m___1
k  g(m +m,)
Falls die Planeten jedoch deutlich leichter sind als die Zentral gestirne, so gilt:
m 1
—»
k ogm

2 2
T_3»4p
a~ gm

Leitet man dies aus dem Kraftansatz ab, so steckt der Fehler der Vernachlassigung der Planetenmasse in der
Annahme einer kreisformigen Bewegung um das Zentralgestirn. Das Ergebnis ist ebenso fehlerbel astet.



Der Hamiltonsche Kanonische For malismus

M otivation

Die Lagrange- Theorie benutzt als dynamische Variablen die verallgemeinerten Koordinaten gk und deren
Geschwindigkeiten:

L(C,--, Ot Cpreens O 1)
d L IL “o k=1,..f

dt TG Yo
Wir erhalten f DGL 2. Ordnung fir gk(t) im Lagrangeformalismus

Bei gewissen Problemstellungen, wenn es bei spiel sweise zyklische Variablen gibt:

&:OD chong

9k 1Ak

oder auch bei bestimmten Erweiterungen der Theorie ( Quantenmechanik, statistische Mechanik)
ist es vorteilhaft, statt gk und deren Geschwindigkeiten gk und die zu gk konjugierten Impulse zu benutzen.

Die zu den verallgemeinerten Koordinaten konjugierten Impul se lauten:
Pk = —
fiak
Die erforderliche Variablentransformation
(9K G- 1) © (aier Py t)
|eistet die sogenannte Legendre- Transformation.

Im Hamiltonformalismus ergeben sich nun 2f DGL 1. Ordnung fir
gk(t) und pk(t)

Legendre- Transformation und Hamiltonfunktion

M athematisches Problem:

Ausgehend von einer Funktion y = f (X)wobei f (X) @L, X @Q
, _ d
Soll statt x die Variable U = p f(x)
X

verwendet werden.

Also die Steigung von f(x) am Punkt x.

Das bedeutet, wir wollen eine Funktion, die nicht von bestimmten K oordinaten x abhéngt sondern nur von der
Steigung der Funktion selbst, die sie in Abhangigkeit von x an diesen Stellen hétte.

_d _
u—dxf(x)b X =j (u)

Mit der Voraussetzung
d? d .
—— f(X) * OAnsonsten: u = — f(X) = const.und damit nicht umkehrbar.
dx? dx
Die Substitution in f fuhrt dann auf:
y=f(x)=1( (u)=F()
Bei dieser Trafo geht jedoch Information verloren.
Dasheifdt: Aus
y =F(u)ist y = f(X)nicht mehr eindeutig rekonstruierbar, weil alle Funktionen
y = f(x) + amit beliebigem, konstanten awegen
d d df
u=—y=—(f(x)+a)=—
dx dx dx



dann auf die selbe Funktion y = F (u) fihren:
Alle Funktionen, die die gleiche Steigung u bei x haben, filhren auf das selbe F(u). 'y = F (u) ist also nicht

umkehrbar.
Auf das selbe F(u) fuhrt jeweils die gesamte lineare Kurvenschar aller Funktionen f(x) zzgl. eines konstanten
Parameters.

deshalb wird die Legendre- Transformation, eine andere, umkehrbare, Transformation, eingefuhrt:

X® u
y® z=xu- f(x)=j (Wu- f( (u)) =g(u)

Statt der gerade genannten einfachen Variante

y=1( (W)
Die Trafo
y(X) ® g(u) heiRt LEGENDRE- TRANSFORMATION

: : df
Graphische Veranschaulichung von g(u) = Xd—- f(x):
X

A g =)

g—‘e-x

.".'dx = U X

—2 H"'MX:-E="%

Das bedeutet: Die ursprungliche Funktiony=f(x) wird nach der Trafo x-> u durch die Steigung u von f(x) und
den (negativen) Achsenabschnitt charakterisiert.

Dader Achsenabschnitt mit berticksichtigt ist, wird nicht mehr die gesamte Kurvenschar auf die gleiche g(u)
abgebildet. Die Abbildung ist bijektiv und damit eindeutig.

Die Werte (u,-z) bestimmen die Schar der Einhillenden von y=f(x):

Man spricht deshalb von einer Legendre - oder auch Berihrungstransformation.



Anwendung auf die L agrangefunktion

y €L
x @
L
u@p=—
b= fiq

z @:Ip - L= H(q’ p’t)

Die Legendretransformierte H(g,p,t) heif3t Hamiltonfunktion.
Die Variablen g und t werden nicht gedndert.

Wichtig ist jedoch bei mehreren Variablen g1,...,9f:

L(Gse At 5 Apses G 1)

Pk - -ﬁ

f
[ .
H (@, 0f s P Prot) = @ i Py -
k=1
Die mathematischen V oraussetzungen fiir diese Prozedur sind:

L(C,ees Qg 5 Ggpeenr O ,1)T C2
1°L
fia Tia,

damit Py= & nach (), auflosbar
10 fldk

det

Die Hamiltonschen Gleichungen

Ziel: Auch hier naturlich sollen Bewegungsgleichungen fir die Dy, Jy gefunden werden.
Die Ableitung einer Bewegungsgleichung fir (] aus der Lagrangegleichung 2. Art ist bereits bekannt:

Eine Variable:
Differenziale:
. L L ‘nL
L=1L(qg,qg,t):dL=—dg+—dg+—
(.9,t) T q 19 q ﬂ
™ TH H
H=H 4):dH =—dg+—d
(g, pt): 1 q o p+ T
H=qgp- LP dH =qgdp+ pdg- dL = qdp+pdq-£dq-ﬂ—|'dq-&dt
)|[¢] 19 It
wegen
IT_
19
i ™ iz ) qiL L
P dH = dg+ dp + dt = gdp- dg- —
T P T W

Dies gilt fuer beliebige Differenzialein g, p und t. Somit kann die Gleichung nur erfillt werden fur



fa 1
H_

Tp

MH_ L
Tt

Mit Hilfe der Lagrange Bewegungsgleichung

dfL _JLfL_ L_ TH

dfg 979 " Ta g
- =
~1q

H_

T

Die Hamiltonschen Gleichungen sind also beide gefunden.
Es handelt sichum 2 DGLn 1. Ordnung fir g und p statt 1 DGL 2. Ordnung fir q(t)

Mehrere Variablen

L(Gseees g 5 Gyeens G5 1)

qL
Py =—
“T 19,
f
1 (¢ MR s P o Y o ,t):é G P - L
k=1
o H ™ o JH o . o . o L ,. o YL L
dH = —dq, +—dp +—dt = dp, +a pdq, - A —dg, - a —dq, - —dt
A Eyg, O Tap, PegT T @ T AMTA PG A g ndd & g g
o . o L [
=3 q.dp. - § 2=dqg, - =
aqu Py« ak.”qk O« i
b H__ L
Ao} 19,
fL_dfL_d
To, ot TG, ot "
wH_ . H_ 1L

SRR T

Somit folgen hier die Hamiltonschen Gleichungen (Kanonische Gleichungen)

__ ™

K= —

fla

M .
—_—= k=1..,f
. O« 1,



Der 2f- dimensionale Raum

G:= {ql.---qu v Qg }

hei 3t Phasenraum.
Er findet besonders in der klassischen statistischen Mechanik Anwendung. Dabei b4trachtet man
Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf dem Phasenraum.

Physikalische Bedeutung der Ham- Funktion

- wegen L=T-V bel holonomen Zwangsbed. und konservativen Kraften
- und wegen p(d/dt g)= 2T folgt: H=T+V

Diesgilt bei zeitlicher Trand ationsinvarianz ( skleronome Zwangsbed. ):

mit%ﬁ(ql,...,qf) :Ound%L:O

Dann namlichist
f

é —%TT dyx =ZT (nachdem Eulerschen Satz: T ist quadratische , homogene Funktion der qy, .
k=1 1k

Somit:

f f

é ﬂqu_ =a —ﬂTQk'LZZT'T“LVZTJ’V

beschre| bt die Gesamtenergie des Systems: Nur bei skleronomen Zwangsbedingungen und konservativen
Kréaften !

Nach dem Noether- Theorem, speziell unter dem Kapitel ZEITLICHE TRanslationsinvarianz

folgt dann Gesamtenergieerhaltung.

Dies &3t sich leicht nachweisen:

agH da& qu. 6 JaenH MH . 0 H s @HIH H THO gL _

o2y g - L‘: P 0

dt dtékaz‘l ﬂqkq a ‘qu Pk pk' 8=. qu T 'ﬂCIk;z; fit
Tft

Diesgilt also nur fur skleronome Zwangsbedingungen. Bei rheonomen Zwangsbed. ist im Allgemeinen H nicht
T+V I

Beispiel: Perlean starrem rotierendem Draht:

Eine Perle der Masse m sei auf einem starren Draht, der in der -y- Ebene rotiert ( Reibung durch Erdpotenzial zu
vernachlassigen): Generalisierte Koordinaten g ist der Abstand der Perle vom Mittel punkt:

X = (COSWt, X = (qcoswt - qw Snwt
y = qsnwt, Yy = ¢9n wt+qw cosw

L= T—Z(x +y) (q2+q2w2)

:%q L= ( qz\Nz)lT

Man kann sich H=T+V denken. Dabei gilt das effektive Potenzial mit V' = - quvvz.

L
Aus 1111— = Ofolgt dann ohnehin wieder ein Erhaltungssatz: H=const.
t

Typisches Anwendungsschema des Hamilton- For malismus:




1. Zunéchst sind die generalisierten Koordinaten zu wahlen: @ = (¢,...,q )

fi =f(q,. a5 1)
2. Transformation desRadiusvektors , .
i = rl(q’ d, t)
. 1 .
3. Aufstellung der Lagrangegleichung: L(,q,t) =T -V = Emé Fiz -V
i

fiL _
=——Dpb = g,t
4. Bestimmung der generalisierten Impulse: k [ Pk = Pk(T..1)
Umkehrung: ¢, =q, (T, p.t)
g
5. AnschlieRend Legendre Trafo: H (Qy,...,q5 , Py, Ps 1) =@ APk - L

k=1
__ ™
P 0,
6. Aufstellung und Integration der kanonischen Gleichungen: H K
=g k=1..f
9,

Beispiele:

1 Teilchen in Zylinder koordinaten ganz ohne Zwnagsbedingungen

1. g1=3,92=Phi, g3 =2
X=rcosj ,X=rcosj - rj dnj
2 y=rdnj,y=rdnj +rj cosj
2=12
_1 .2 .2 -2 _1 .2 2:.2 .2
—Em(x +y +7 )—Em(r +r9 +z)
3 V=V(rj,2

L=L(r,j,z1,,2) =%m(r‘2+r2j'2 +22)- Y,

_ L
Pk = <=
Tay
. p, = mr
4. Generalisierte Impulse:
— 2.
p; =mr %
p, = mz
Radialimpuls, z-Komponente des Drehimpul ses und z-K omponente des Impul ses
H=mr?+mr 2 +m? =§m(r2+r21 2+22)+V
5. Aufstellung der Legendretrafo: * 2 o
H=26p2+ P 45250y 2)
2m¢G ' 2 Z = o

& r @



Pk =-—
fla
M
— =0k k =1..., f
TPk
6. Kanonische Gleichungen:
oM P H_BR L _TH_p,
pm g m?  Tp, m
2
p_ﬂH P v _ﬂH_ﬂVp_ﬂH_
r =" T 3" = — =" — P = ="
T md T 91 1z
Interessant ist das Ergebnis der Zentrifugalkraft ( Scheinkraft):
2
p.
F(Zentrifugal)= 1—3 , die den radialen Impuls andert.
mr
Bekannt ausdem Keplerproblem ist uns bereits der Fall V®, ein Zentralpotenzial bei ebener Bewegung:
2
_MhH_B v _
pr=-"—=—5-f =0p,;=0

r m Ir
Somit sind Drehimpulsin der Ebene und z-Impuls des Systems erhalten.
2,] sind zyklische Variablen

p, =const.=0Bd.A=0

o = const oBdA: ebene Bewegung, Drehimpulserhaltung in der Ebene
j - .

Beispiel: eindimensionaler har monischer Oszi:

L=T-V :%m(x2+y2+zz)-v :%m(qz- wozqz)

qiL .
p=—=mq
19
o 1 (. 22_p2 1 2.2
H=mg-L== + =X +-mw
2m(q W°q) 2m 2 o 9

L
Das System ist skleronom wegen 1111—'[ =0, also folgt Energieerhaltung: E=H=T+V

1 (.2 2 2 1 _&p° 2 20 p? q
—m\g“- +w —E=—mt—+w = + =1
2 (q ° ) Zmémz ° g 2mE & 2E 0

Alsoist die Lésung der Phasenraumkurve eine Ellipse. Die Ellipsengréf3e variiert je nach Energie:
DieHalbachsen sind:

J2mE =a,b= 2E ( bestimmt durch 1. Integral).

| mw,?
Als kanonische Gleichungen ergibt sich:
H
p = =-MW,°q
fiq
M
q == B
p m



Daraus folgt dann gerade die Bewegungsgleichung dt g ‘'m

Diese definiert ein Richtungsfeld im Phasenraum

3. Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld:

Aus dem Kapitel Eichtransformation der Lagrangefunktion ist das nétige Handwerkszeugs bereits bekannt:
= 1 o -2 me.o .= _
L@a0=T-v=omd -V =24 +ddA@y - F@)
i
die kanonischen konjugierten Impulse lauten:

L(T,q, . _
o = @Y - g ren @)
(o]

P == (py - eA)

3 S 1 18 S
H=8 pd- L=a p=(pi - eA)- om a (Pc-eA)* - & =(pc- eA)A +eF
k=1 k=1 k=1 k=1

o 1/(_ ~ 2 _
H(g, p,t)=%(p - eA(D,1) ) +eF (q.t)
Dabei begegnen uns die feinen Unterschiede im Impuls, namlich
ch =p- eA alskinetischer Impuls ( der auch tatsachlich mit der Geschwindigkeit verknipft ist).

L
Pk = —— ist kanonischer Impuls
Ok
4.3 Kanonische Transfor mationen

Wir wissen bereits, dass die Wahl der verallgemeinerten Koordinaten nicht eindeutig ist ( Kapitel 2.4:
Forminvarianz der Lagrangegleichungen).

Dabei haben wir gesehen, dass die Lagrangegleichungen 2. Art forminvariant bleiben unter beliebigen
diffeomorphen Transformationen der Koordinaten:

q = (A A7) ® Q =(Qq,, Qi)

Dabei gilt dann:

L(Q,Q.,1) = L(@(Q,1),a(Q,Q,1),1)

Nun kann man sich fragen, unter welchen Transformationen (T, p) ® (6, 5)
die Hamiltonfunktionen forminvariant s£1d, also:

. H : H
i L oy
mit K soll auch _ K gelten!
q :m Q :ﬂ
< oy “" 1R
Nebenbemerkungen:

- dieKlasse der erlaubten Transformationen muss grof3er sein als beim Lagrangeformalismus, dajetzt die pk
neben den gk als UNABHANGIGE Variablen betrachtet werden, die ebenfalls und vor allem véllig
unabhéangig transformiert werden kénnen.

- Die neuen Qk und Pk haben unter Umsténden gar nicht mehr den Charakter von Orts- und Impulsvariablen.

In den | agrangegleichungen der 2. Art heiRt gj zyklisch, wenn:
&:Op iL:ipJ:OD pj:ﬂ_.l_:cong
fia; dt g; dt 14,




Allerdingsist damit keine Aussage Uber qj gemacht. Diese muss natirlich weiter al's Variable behandelt

werden.
Hamilton-Gleichungen:

In H (g, G5 s Proeess Pt »1) heiBt ¢ zyklisch, wenn
fa; fg; dt

Das bedeutet nun, dass q i inH gar nicht auftritt. P i kann dagegen durch die Bewegungskonstante

i~ const

a i ersetzt werden:

H(ql,...,qj_l,qj+1,...,qf s Py Pjo1s@y Pjadsees Py 1)
Damit jedoch hat das kanonische System nur noch f-1 Freiheitsgrade.

Ideeist es nun, die Hamiltongleichungen zu I6sen, indem man Schritt fur Schritt zyklische Variablen durch
geeignete Trafosder (J, P) ® (Q, P) einfihrt, bisalle Q zyklisch sind:
H =H(P,..., P ,t)mit B, =a, = const.

. _TH
Qu =—— = Vv(t)
R

t
P Qy = Yk (t)dt + by

t
Insgesamt finden sich 2f Konstanten der Bewegung:
a K bk k=1,...f

AlsBeispiel (Vergl. Kapitel 3.5) betrachten wir das reduzierte 2-Kdrper-Problem in der Ebene senkrecht zum
Drehimpuls|:

=%m(>‘<2 +y? +22):%m(r'2+r2j'2)
V =V(r)
L=L(rij ) :%m(r'z +r2j'2)- v

fiL fiL -

] istzyklisch: — =0P — =mr<" =| =cons
)l ol

Die Hamiltonschen Gleichungen lauten:

_

Pk Tak

m:qk k:]_"f

/o8

pr:E:mfpr_m:&
)l Ppr M

_L_ o _TH B
s = — =M b =—=—=
g Ul be B mr?



H=pr+pj -L=mr®+mr2- L:g(r2+r2j'2)+V(r)

2 2
— pr H +V(I‘)
2m 2mr
H
ﬂ——OD B =a; =I=cons
fi
Somit [&3t sich die Hamiltonfunktion von f=2 auf f=1 Freiheitsgrade reduzieren:
2 2
I
H=FPr_ . +V(r)
2m  2mr?

Definition der kanonischen Transfor mationen

Kanonische Transformationen sind diffeomorphe Transformationen (umkehrbar eindeutig und zweimal stetig
diffbar): (4, P) ® (Q,P)
H@,p,t) ® ﬁ((j, 5,'[), die die Hamilton- Gleichungen forminvariant |assen.

Bedingung fiir eine kanonische Transfor mation:

Die Hamiltonschen Gleichungen folgen aus dem Hamiltonschen Prinzip:

dw =0
t, t,

dw =d (yitL d Odtla P () - H (T, P, t)P(LegendreTrafo)
1 t, k=1

Ganz entsprechend muss flr das System (_, 5, ﬁ)gelten:

dW =0
t2 t2 1- f
dW =d gL =d giti § RQ(t)- AQ. Pt

t t tk=t

1

'O‘Q'-’r::

1

Man kann sich leicht Uberzeugen, dass diese beiden Forderungen aquivalent sind, falls:

f f

. _ : —(= = d
8 P - H@pY =8 RQ®- AQ.P.1)+ M,
k=1 k=1 dt
Mit einer beliebigen Funktion

M 1(C_1, 6, t) , die"Erzeugende der kanonischen Trafo" genannt wird.
M1 ist dabei eine Verallgemeinerung der Eichfunktion M ({,t) aus dem Kapitel Eichtrafo der
Lagrangefunktion (2.3)

Beweis:

d M
1—a g—qukm

Esfolgt dann aus

f f

[e] . R o . — = = d

& p®- H@ P =8 RQ)- AQ.P.t)+S M, dass
k=1 k=1 dt

™My . My
10, —1Q (t)5 i



f f

|\/|
8 - MG 0=a ng Qk(t)+H(ar)t) A@.P.1)+ M
k=1 ok & fit

Daaber q undQ unabhénglge Variablen sind kann obige Gleichung nur fur alle denkbaren unabhéangigen
Variablen erfullt werden, falls

- ™y

k ok
__ M
= - 0L
1Qk

AQ.P.t)=H@ PO+ 2 Wl
Das bedeutet jedoch, dass die kanonlsche Transformation durch M (T, Q, t) eindeutig bestimmt ist:
- ™M 1((1 6! t)

P Q(q,p.t
o, Q;(@,p.t)
Bedingung : det¢——— Al ‘1 0
81-[ kﬂQJ g
M,(G,Q,t M ),
Pk:_ﬂ 1(@Q.1) _ ﬂl(qQ(qp))_Pk )
1Qk 1k

Somit kann der Impuls durch die alten Koordinaten Ort,Impuls und zeit ausgedruickt werden und die
Abhangigkeit von zeitabhangigkeiten verschwindet. ( Der Ausdruck von Q durch g, p und t ist als Umkehrung
der Bestimmung von p zu sehen).

Fir die gesamte Umkehrtrafo gilt: PJ =- M in pg :Mliefert
fQ; flo
— _ ™M,
qk(Q, P,t)aus Pj=-——
1Q;
und
— — ™M,
p:(Q,P,t)jaus p,p =——
(@7 s p = I
Aquivalenzrelation:
R f
dW =d gL =d csttja  pPkdk (1) - H(T, f),t)_[v) = O(Legendre Trafo)
N =1

t, t, 3t

0 aw=dggtl=d gt} § RO (®)- ﬁ(ﬁﬁt)z=
t, T k=1

Beweis:



tz \- f

d(\}jt}é Pl (1) - H(Q, 5,»[)%:

t, Tk:l
d fl
U d(fﬁla RQ«(t) - H(Q, Pt)+— =0
t, Tk=1 IV)

t, 3 f
=d<‘ﬁt}.é’1 RQc®)- H @,ﬁ,t>§+d{Ml(qaz),Q(tz),tz)- M1 (a(ty), Q(ty), t)}

t, Tk=
Dabei gelten die Relationen:

L 3 f T

=5 Pd .
dc‘}jt}é RQ«(t)- HQ, P,t)g= (‘plt}a dR.O, (t) + RdQ, () - %d% THQ.P.t) dP

t, Tka i, Tk k L
o @M, |° 9
d{M1(a(t,), Q(t2),t) - M1(a(ty), Q). 4)} = § S——=da, +—ko i
k gﬂqk Lt 1 @
™,  |° ™, . |°
mt —=dg| =0 und —2dQ.| 0
ﬂ k ktl Qk « t,
AulRerdem:

t, %

N < — t N\ ~

CPtRAQy (1) = PdQy| ‘- CHtRdQy

t, t

Nebenbemerkung: Fur die Variation gilt bekanntlich: dq(t,) =dg(t,) = 0. Jedoch sind p(t1) und p(t2) beliebig.
Dadurch kénnen sich nun insbesondere die Randbedingungen fur Q(T, P,t) &ndern.

Unter Beachtung der obigen relationen gilt nun:

B § @ 5 § tz g e H@Q,P.Ho e A@Q,P.tyo, 1§
¢ k=1 fa g oy kal P o 1% o

Aus den obi gen Relationen ist bekannt:
M

Glei chze|t|g Si nd jedoch Pi und Qi unabhéngig und kénnen demnach unabhéngig variiert werden. Das bedeutet,
dassdR, und dQ unabhangig sind.

Somit muss jeweils fur sich gelten:

0= gbk(t) ‘HH(ﬂQPkP t)O

——0

P
0=F (0 + HQ.P.O
gk() % o

und es sind die Hamiltonschen Gleichungen aquivalent in den neuen Koordinaten, was zu beweisen war.



Aquivalente Formen der_erzeugenden Funktion

Eine Legendre- Transformation von M1 liefert:

f
Ep— N = o M
M, @0,F0.0 = My@0.Q0.0- & Miq,
k=1 TQk

M

h:_Pk

(0%
Aus dem vorigen Beweisist bekannt:

f

o} A . — d

a (kaIk'Pka)' (H'H):EMl

k=1
Aulerdem gilt:

d de - o 0 & @M, . M, . :
= My =—&M,(q(t), P(t),1) - Q:= + ] ;

il R 2(q (), P(1),1) ak.F1< kb kaz.lgﬂqk Ak ﬂPkPk PQx - RQxk
So dassfolgt:

{ & IM,0. @& IM,0. . —\ 1M,

A &P - 3 +EQ« - == F +(F- R)Q =\H- H)+

o & fa g gk Pz < K ( ) it

Dadiesfur beliebige q, Ijk gilt, kann die Summe nur allgemein identisch sein, wenn gilt:

& ™M, 0_ _ 1M,
P - - —=:=0P p=-—=
ok & fTak
™,
Qk )
A=H+IM,
it
Analog kann gezeigt werden, dass fir
f
_ = _ = o M
M3(p!Q1t):M1(q!Qlt)' a —1qk
Hier folgt ( Ubungsaufgabe):
ﬂM3 ﬂM3
Qe +—>3=0 =-—
g : Pk o X /o
oo M
iQk
oder
f
_ = _ = o HEM; M,
M (p,P,t)=M (q!Q!t)' a Ok *+ Q L
! ! ep & Tay “ I %
& M,0 ™4
I:) q + T= = —
g “ b 5 “ k
™
Q===

0,1

(%)

It



Beispiele fir kanonische Transfor mationen

Erzeugendesei:

f
M;@Q.H =3 q;Q;
j=1

_IMy _
pp=h-.q
J ﬂqj J

= My

: 1Q; I

(@)@ (P-Q)

Bei dieser Trafo werden also Ort und Impuls vertauscht.

Beispiel 2:
f
M,(@.P.t)=§ a; P;
j=1
_ M,
J fig;
M, _
Q) =42 =0,
(@.p)e [@.P)

Diesist also die identische Transformation

=P.

P p i

Beispiel: Harmonischer Oszillator :

:p_+ 2
2m 2 a
mw
Ml(q,Q)=7q200tQ
p p:M:qucotQ
P:-ﬂMlzrrW q2
1Q 2 §n%Q
1
&2 2

02 .
=¢—P+ an
a=ew Q

1
p = (2mwP)2 cosQ

H=f EMO.
e Tt g
_ 2mecoszQ+ mw22P

2m 2mw

H dn?Q=wP




Die Variable Q ist also zyklisch.

Pz-%:OD P=a = const

y=——=wbh Q=wt+b
P Q
Somit kann q(t) durch Integration ( 2 Integrationskonstanten !'!) gefunden werden:

1
_ A 2
qt) =¢—-=
emw g
Dabei beschreibt @ die Amplitude und b die Phase.

sn(wt+b)

Symplektische STruktur des Phasenraums

Da die kanonischen Transformationen generalisierte Koordinaten und Impulse ineinander transformieren
kénnen, sollten g und p nicht gegeneinander ausgezeichnet sein. Um diese Symmetrie des kanonischen
Formalismus auszuzeichnen, wird eine neue Notation eingefihrt.

Sel zunachst f= 1

_ o]
X= gﬂ =ist Vektor im Phasenraum

Py
&lTH 6
(;—_
H =C 1 - _
X C MH ~ ist Ableitungsvektor
&§1p
&0 10
J 12% 1 Oiist Metrik im Phasenraum ( metrischer Tensor)
"~ (%]

In diesem Fall lassen sich die kanonischen Gleichungen vereinfacht schreiben als:

%:=H, 0 -K=H, 0 q=10 p- 10
’ ’ ip g

Leicht a1t sich zeigen:

J2=-1

Jt=3T=-7

Verallgemeinerung auf mehr Freiheitsgrade



0
=4 ¢
>‘<::‘?qf+
CPh~
g.-._
¢z
&Pt
&H o
Qﬂ——
Gl +
i

_ SMqs T 20 1;0

Hy, = =~ J= T

TEmM s YTEa o
Cop, ~
¢
¢IH =
é‘ﬂpfé

Die kanonischen Gleichungen lauten
Xx=JH,U -Ix=H,

Beispiel ist ein lineares autonomes System in einer Dimension, also der verallgemeinerte eindimensionale
harmonische Oszillator:

X:= AX=JH,
Diese Gleichung ist abzuleiten aus der Hamiltonfunktion:

H :%(aq2+2bqp+cp2) z.B.a:WOZ,b=O,C=1
2qH ¢
&1 0gTH+"- a-bp
$Tp 5

Somit ergibt sich eine Einschrénkung an die Matrix A:

A_&b Co
“Ea g
tr(A)=0

Dies gilt fur Hamiltonsche Systeme! ( Einschrénkung an die Dynamik im Phasenraum)



Kanonische Transformationen in kompakter Notation

Aus den 4 Aquivalenten Formen der Erzeugenden fiir kanonische Transformationen folgt:

M1(3@,Q.t):
_ My
P p; _E
My
1Q;
T, _ M, _ IR
Q¢ 1Q«Ta; flq;

A) p, =

4 My
MZ(q’P1t)_Ml(q’Q1t)' a WQ]
j=1 j
=M,
P fia;
B) M
= 2
Q=
p ﬂp] — ﬂzMZ :ﬂQk
M TRJa; Ta;
. N (YA
M3(P,Q,t) =M1 (@.Q.t)- a ."q—_qj
j=1 j
M
J
C
S '
: 1Q;

Ta; _ 1°M; _ 1R

Qe TTp; b,



—+

™, 0

M4(p!ﬁ!t):M1(q!6’t)' é é MlQJ

j=1 ﬂql ‘5
My
q. e L
: fIp;
D) M
Qj P of
Ta; _ 1°M; _ 1Q
R TRSp; fip;
Dabei sind:
ah o o]
¢ = guo
X:= qu B ::QQf N
CPL~ ¢P =+
g... N g ) N
¢ T ¢ I
&P 5 &Pr 5
%
M =_a
ab Y
. 1y,
M, =22 ap=1.2f
) =26
Beweis:

2f 2f

A ] o Ty Ty _ %
MagM 1Ly = a g =2 =

ga:]_ ag( )Eb ga:]_ ﬂyg ﬂxb ﬂXb ab

Damit 1803t sich eine einheitliche Schreibweise finden fur die Relationen aller Erzeugenden:
2f

I\/Iab = é. Jaman (M -l)rm
mn=1
Beweis:
In Matrixform lautet diese Gleichung:
T

M = J{IM
Dielinke Seite (M) lautet:

&d 190

v -¢IQ TPX
¢fip Tp+
SQ 1P5

Dierechte Seite lautet:



Y ‘1 01 0P TPy &1 0f fQ _fo-
& S A § 19 fpg
2P’ a100'd FaPd Q9 ¢
_ 16&99 5 g‘ﬂqéf _S&Tpy g‘ﬂpTa?
_g-l 0% T T ¢ T T T
aapy  amod+ ¢ apd ao¢ -
5 sy & %95 &5 &

Die Matrixform fir die Erzeugenden &1t sich folgendermaf3en aquivalent umformen:

M =J (JM ' 1)T

p oM =-(m- = (v 57

b MTIM =- MT(M '1)TJT :-(M '1M)TJT =-JT=

MTIM =]

Dabei ist J der metrische Tensor und M die Matrix der 2. Ableitungen der Erzeugenden der kanonischen
Transformation, also die Jacobi- Matrix fur die Erzeugenden der kanonischen Trafo.

Dies bedeutet jedoch nichts anderes al's: Die Metrik im Phasenraum istinvariant unter kanonischen

Transformationen !
Jdefiniert dabei eine Metrik Uber das verallgemeinerte schief symmetrische Skalarprodukt:

2f
- \_ T _ 8
(%,9):=x"Jy = & % Ji Yk
ik=1
es handelt sich dabei um eine schiefsymmetrische, nichtentartete Bilinearform

Eigenschaften:
1 schigfsymmetrie: (X, y)= - (V,%), Beweis (%,y)= X' Jy = (VTJT)_()T =-y'J x=-(7,%)
11X, ¥ 2

(0}
Po
Die Symplektische Struktur auf dem PZf ist von einer euklidischen Metrik grundsétzlich zu unterscheiden:

- = _ o =T —

(%.¥)ew =8 %i¥i X' Gy
i
Mit dem metrischen Tensor g, einer 2fx2f dimensionalen Einheitsmatrix !
Im Euklidischen gelten jedoch die Relationen:
(%.9)=(7.%)
(%,%)3 0
Definition:
Die Menge der Matrizen M ( kanonische Trafo) mit

MTIM = Jbildet die reelle symplektische Gruppe S Uiber R2T
Diesist die Symmetriegruppe der symplektischen Struktur.



Gruppeneigenschaften

1. M{,M,T SPb M3=M;M,1 S

Beweis M3' M5 =(M;M,)"  I(M;M,) =M, " M;"IM;M, =M,  IM, = J
2. Assoziativitéat ( matrixmultiplikation !)
3. Einselement Einheitsmatrix !

4 Inverse M1i=3IMTJ

Bewais MM = (3 MTIM =0 H{MTam)=0-20 =1
Dabei gilt: M T J1 SBewsis Ubungsaufgabe

5. Weiter gilt: det M = 1Beweis: Ubungsaufgabe oder Scheck, S. 102

Fazit:

Dielnvarianz der kanonischen Gleichungen X:= AX = JIT’X kann durch di symplektische Struktur des

Phasenraums beschrieben werden:

. _ 8 ﬂy N = -1e - —
Vi _%ﬁxku y=M 1x_(J 1MTJ)JH,X
MH _ o THW™ ~ & _. 70

=3 L =MTH

ﬂyi ak.ﬂxk ﬂyl Y §

Der Satz von Liouville
Lésung der Differenzialgleichung X := AX = JH X

(t,tg, %) = Et,to (Xo) Definition: FluBim Phasenraum

to und xo beschreibt die Anfangskonfiguration und Phi den Flul3.
Der FluR beschreibt dabei die Zeitentwicklung der Anfangskonfiguration:

Fie (%):G® G
Xo(to) ® X(t)

Dies entspricht einer Kurvenschar, die durch die Zeit parametrisiert ist:

Beispiel: eindimensionaler harmonischer Oszi:

(a.p)T C
g=p
p=-wyq
X = AX
e 0 1o
_g'Woz 05

Die Losung lautet:
X(1) = Fr.q, (%) =ep[(t- to)Al%
Diesist also gerade das Exponenzial der Matrix.

Aufschluss liefert eine Reihenentwicklung:



X(t) = é M Xo = glcoswo(t- to) +As'nwo(t - to)gxo
e u

N nl Wo
® 1 . 0
coswo(t -t —anwy(t- tg)=_
_C ot - to) Wq o O)_;Xo
(é' Wosnwy(t- tg)  coswg(t-ty) g

P

Xo

=N

C) 7

Beweis:
, @0 10 16,
A _g-wz Oﬁ-w2 0:__Wol
0 0 7}

A2n — (_ 1) 2nW02n1

2n+l _ n,,, 2n+l 1
AT = (- ) P =
Wo
Als Ergebnis erhalten wir, dass alle Phasenpunkte mit gleicher, konstanter Winkelgeschwindigkeit wo, rotieren:
Ein Ensemble von Anfangskonfigurationen Uto lauft zum Zeitpunkt Ut insbesondere nicht auseinander.
Das bedeutet, das Gebiet Uto wandert ohne Anderung der Form und Orientierung um den Nullpunkt:

f
R
D, 1
75 6y

Man erhdlt als markantes Ergebnis, dass das Phasenvolumen bei der Zeitentwicklung erhaltenist. Im
Allgemeinen @ndert sich zwar die Form, stets gilt jedoch der Liouvillesche Satz:

Bei der Hamiltonschen Zeitentwicklung ist das Phasenvolumen erhalten (auch seine Orientierung). Der FluZim
Phasenraum ist also divergenzfrei.

Beweis (_integrale Form):

Gegeben sei eine Menge von Anfangskonfigurationen (to), die dasPhasenraumgebiet Uto mit dem Volumen Vto
ausfullen:



Zx 9 = C}jfoodet(DFtt (Xo))

2f 2f
Xg Bei t: Vy = Txo = Xo det
= t= 0= 7 %o g‘ﬂxog S

Up Y, Y,
Mit der Jacobi- Matrix:

0

(DFttO(XO)),k' ﬂF{):O;EXO) 'HXO

Dies kann fir Zeiten nahe tO reihenentwickelt werden:

F 1, (Xo) =X + F (X, 1)(t - o) +O((t - t5)?)

geﬂe
=% _¢Tp =
F(Xo,t) =JH « ¢ ﬂ
&1
Somit folgt:
Flig, (X F
o) g, 4 000 () 4ot 1))
X0 ﬂxo
Mit Hilfe det(1+ Be) =1+etr (B) + O(e?) folgt:
F X & qF t
det(DF ;)= “‘X—“’(‘)) 1R T ot t0)?)
0 i=1
2f
5 TFGod g T 11H
S % a7 fp o
Der FluRR im Phasenraum ist also divergenzfrei. Dann folgt jedoch fir die Jacobideterminante:
det(DFtt) w =1+0((t - t,)?) @
Xo

_ ~q2f S — x4 2f 2

bV, = 512 % det(DF oy (%)= 1% %olL+O(t - t0)?) @
U‘0 U[O

Nebenbemerkung:

Der Satz von Liouville kann auch in der LOKALEN Form formuliert werden:

Fir den FIuR F ¢ zu X:= Jﬁlxist DF ¢, eine symplektische Matrix, das heif3t det(DF tt, )Zl.

Das bedeutet, das Volumenelement Xm...dX2f im Phasenraum ist unter dem Fluf3 invariant:
dxt..dx?" = Det(DF )dx,t....dxg2 " = dxy....dxp 2"

Beispiel: eindimensionaler har monischer Oszi



2
X (1) = & P
k=1

1
Se coswy (t- tg) —snwg(t- to)—
w

0

P_
gwosnwo(t ty) CosWy(t- tg) &

det P = cos?w (t - ty) +sn2wq(t - ty) =1
dx’dx? = (det P)dx dx,” = dxy dx,”

Poisson- Klammern

Jede Observable 183t sich in der klassischen Mechanik als Funktion von Ort, Impuls und Zeit darstellen:

Observable = g(d, p,t)

Die zeitlicheAnderung l&ngs der Bahn T (t), P(t) im Phasenraum C:

mmpﬂ_ L Jg 0 fg_g@gtH g HO T9_, ., To
a gﬂq | ﬂp. T T R S T oy

Definition:

Fir zwei beliebige Observablen g({, P,t) und f (T, P,t) heilkt

. £ o
59119 1 g 1 {g,f}

H ﬂq| ﬂpl ﬂpl TIql

P0|sson Klammer

Eigenschaften

1) diePoissonklammer ist eine schiefsymmetrische nicht entartete Bilinearform. Das bedeutet jedoch, sie
definiert ein symplektisches Skalarprodukt im Phasenraum:

aéTg 0 ge_
6€11f g 0_oof qf G0 1¢ ﬂq_ adf T -
A " E1a Tk 1 og;ﬂg— €1 1t o
Iklﬂxl ™% & &7 'Hp g197 efa Tpg 19°
&10 & Tq
Aufgrund der schiefsymmetrischen Struktur und der Bilinearitat sowie der Nichtentartung und der daraus
folgenden Selbstorthogonalitét gilt:
1.Schiefsymmetrie: {f , g} =- {g, f}
2bitinear: {f,110 +1 205} =1 4{f, g1} +1 o{f, 95} )
3.nichtentartet: (f , g) =0'gb f =cons.(Nullelement, wegen f , =0)

fig ¢
{g' f} = (f_X’GX): fXTJ

Nebenbemerkung: Es gilt: {f : f} =0"f Also Selbstorthogonalitat
Weiter gilt die Produktregel ( Leibnizregel): {f, gh} = of f,h}+{f, g}h
Die Jacobi- Identitat: {f ,{g,h}} ={f,d}.h} +{a.{f,h}}

79 _ 9 _
Weiter gilt: —— =10, P a0.q
10, { k} Py { k}

Die Poissonklammer ist invariant unter kanonischen Transformationen:

QIIIIO



Beweis: Trafo: x->y

Die Jacobi- Determinante M5, = ﬂi ist symplektische Matrix,
Yb

dasheift, esgil: MTIM =J U M'lJ(M'l)T =J,daja
|\/|'1J(|\/|'1)T =J'1MTJJ(M'1)T =- J'lMT(M '1)T =-J1=J

Nun muss man umrechnen von :

E o Tf Wk _o M.~ L qif 0 fx=(|\/|'1)Tf

N S s N Ty Y
f'Jgy = f,7 (M 1)J(I\/l '1)T g, = f,'Jg,

A|_SO' )

(fx’QX):(fy’Qy)

Fir nicht explizit zeitabhangige Observable g(T, P) gilt:

dg _

g.H
2 ={o.H)
% ist genau dann Bewegungskonstante, wenn gilt:

g.H}=0

Speziallfall: gist Koordinate der Impuls: g =y ,J = Pk
Ak ={ac.H}

P ={pc.H}

So folgen die Hamiltonschen Gleichungen

Kompakt kann geschrieben werden:

f f
o ‘ka iH o H
K=o my= g Do -85, T
i,j= 1ﬂx Y j=1 } X
also 1 X =JH ,
Fundamental e Poisson- Klammern:
{ok.a;}=0
{pka pj}:
{qk’pj}:dkj
Kompakt:

ix ﬂl_
{Xk’ J} ﬁn'ﬂll( kj@gl Og

Die Poissonklammer ist invariant unter kanonischen Transformationen, da

MTIM =J

Jedoch ist auch die Umkehrung richtig: ist die Transformation kanonisch, so gelten die obigen Poissonklammer-
Beziehungen.

Somit:

Satz: Die Transformation (ﬁ, T)) ® ( , P) ist genau dann kanonisch, wenn :



{Q.Q;t=0
Pk’ j}:O

{
{lepj}:dkj

M ~
Beweis. Zur Vereinfachung: Nicht explizit zeitabhangige Trafos: ﬂﬂ_t =0U H =H

o)

Bewegungsgl eichung:

f f
. o Tk H 0 blig!

= JHp = —— ), — = L
Yk {yk } i’Ja:1 ﬂxl i ﬂXj 2 Kj ﬂXj

Wegen ( fx Oy ) = (fy , gy) kann nun die Bewegungsgleichung in den alten Koordinaten gebildet werden:
s T, THTY _g H 9 Wk 5 g TH

Ve ={y.H}= & ==J =a =a

i,j,|:1ﬂxi ! ﬂyl ﬂXJ |:1ﬂy| i,j:lﬂxi ! ﬂXJ |:1ﬂy|{ K l}

Also folgt:
o vk 5 Hly, _g H g Wk 5 g TH

W ={vi.H}= & i A Yo N}
OO Ty G ATy e T Ty

f —
. iH -
V=8 a0 Iy ={vi. n}
N )Y
Mit der Bedeutung

f
Yk = é N ﬂ— Hamiltonsche Bewegungsgleichung in den neuen Koordinaten -> Trafo kanonisch

1= yl
Jy = {yk Y } fundamental e Poi ssonklammern in den neuen Koordinaten

Somit ergibt sich ein einfach nachpriifbares Kriterium fir kanonische Transformationen !

Folgende Aussagen sind &quivalent:

X = ?ig® y= ?%st kanonisch
Pg Pg

U diekanonischen Gleichungen X = Jﬁ,xsi nd invariant
U diePoissonklammern {f,g} sindinvariant fir allef und g
U diefundamentalen Poissonklammern Jy; = {Xk Y } sind ivariant

U dieJacobi- Matrix My}, = %ist symplektisch, das heit M T IM = J
Xp

U esexistiert eine Erzeugende !

Bezug zur Quantenmechanik

Ein Ubergang zur Quantenmechanik ist moglich:

Von der klassischen Variablen g (T, P,t) zum gm. Operator: g : H- > H mit dem Hilbertraum H
1
ik
Aus den fundamental en Poisson- Klammern folgen die kanonischen V ertauschiungsrel ationen:

Von der Poissonklammer: {f , g} ® [f , g] zum Kommutator



{0.0;}=0 @ |ay,q;]=0

{pc.pj}=0 ® [Pk’pj]:o

{qk’pj}:dkj ®[Qk'pj]=ihdkj

Die Hamiltonfunktion H(q,p,t) geht Gber zum Hamilton- Operator

Die Bewegungsgleichungen'

dg(@. p.t) _ g 1g o _d g H fg THO, g _ 19
_q '; _ - g,H t—
dt -6—‘1 To, o, 'z fit Elé o o Tp ‘ﬂq.z it Ao.h) 1t
dg _1 T9
® d in [g, ]+

Wobei auch nur der Zusammenhang zwischen Poisson- Klammer und Kommutator recycled wurde.

Dain diesem Bild die Operatoren zeitabhéngig sind haben wir es mit der Heisenbergschen bewegungsgleichung
zu tun. Im Schrodingerbild ist der Operator zeitunabhangig und die Schrédingergleichung gibt eine
Bewegungsgleichung fur die Zustande an.



5. Die Hamilton- Jacobi- Theorie:
Strategie: Suche eine kanonische Trafo, die alle Koordinaten zu zyklischen macht.
5.1 Hamilton-Jacobische Differenzialgleichung

Der einfachste Fall, bei dem alle Koordinaten zyklisch sind:
Hoo

Allgemeiner wahle man speziell als Erzeugende der kanonischen Trafo:

M,(G,P,t)=S
dann suchenﬂi r_diefolgende Trafo:
@m® (Q.P)
H@ pt® AQ.P)=H +'21—ts
mit
_1s
P flak
_fs
Qk Ty
So dass:
—(= 5\ & 1S 9s 0 18
HIQ,P)=H v gy, — ey —— {7+ — =
@.P) %‘311 af TR PR

Diesist eine Differenzialgleichung zur Bestimmung von S und der Koordinaten P und Q, die so genannte

Hamilton- Jacobi- Differ enzialgleichung.

S(g.a,t
Eine nichtlineare partielle Differenzial gleichung erster Ordnung fur (@ )
a, = B =const.

Also haben wir nur Abhangigkeit von f+1 Variablen: {,t
Die kanonischen Gleichungen lauten:

™

Pi=-—°0P R =a, =cons
1Qx
) H
Q.=—°0pP Q, =b, =const
k ﬂpk k k
L 6sungsschema fiir die Hamilton- Jacobi DGL :
H(@, p,1)
s
) Pk =——
ok

H (q,ﬂ—it) +."—S =0 Ham.Jac.DGL
fq fit

S(g,a,t)
2) Losung der Ham- Jacobi-DGL :
a, = B =const.

3) Ausder Erzeugenden S({,a ,t) folgt:



Qe = 1S(@.a.t) _ by
Tay

mit der implizierten Umkehrung:
qJ = qj (a_! b ,t)
maoglich wegen

2a/= —

S(g.a,t
det w 10

fla  Yq,
Somit ergeben sich f Gleichungen fir g1,...gf

4. pJ =—= pj (q'a_’t) = pj (ﬁ(aT’B)'aT’t)

fa;
5. Bestimmung von @ , b ausden Anfangsbedingungen:

Indrei (3): 0;(0)=q;(@,b,0)
Invier (4): p;(0) = pj(a_, b,0)
P &(q(0), p(0))

b (G(0), p(0))
Nach Gleichungen 3) und 4) ist damit ¢ (t) und p; (t) bestimmt

Physikalische Bedeutung von S;

dS o IS. TS o ., TS
— = — ;. +—= - +—
dt ‘ﬂqqu fit a}quj it
BoF-H=-H

fit

ds o

— = g -H=L

dt 6} Pi4;

P S=dt

S kann somit alsWirkungsfunktional interpretiert werden.

Beispiel: 1 dim Oszi

2

p-.m 2 2
H=—+—w
L om 2" 9
S(a, P.t)
: , . - 15(q,P.t) _
H als Hamiltonfunktion und S al's Erzeugende der kanonischen Trafo mit ﬂ— =p
q

Hamilton- Jacobi DGL :

1 28(a,P.t) g+mwzq2 J5_,
2m fa ¢ 2 qt

2. Losungsansatz:

S(a, P,t) =W(q; P) +V (t; P)

Diesist als Separationsansatz nach g und t zu interpretieren. Pist ein Parameter



= t—-w'q
2mgdqg 2 at
Dabei ist dielinke Seite unabhangig von t und die rechte unabhéngig von g. Die Lsung kann also nur dann fiir
allet und g Ubereinstimmen, wenn;

2
1 a&aWwd m \Y/
= WO My2g2=. ¥ 5 0 congt

2m qu 2
V() =-at+V,
Esfolgt:

2 .
&ﬂﬂg :mzwzge_Za - q22
dg g emw? o

N & 2a 20
W=mwcflq./[c——=-gq°+
ol \}gm/vz g
Also:
’ae2a2 - 22 at+V,
emw %)

S(q.a,t) =

DaPotenziale um skalare Faktoren verschoben werden k(‘jnnen'

" 2 gl
S(g.a,t) =mwp za 29 _at=-at+mw eﬂ ge 2 arcsn(?q U
emw? @ e 2\ &mw QH

1

aéHS(q,Pt)o - ). 202 _
- - . - =b

Q= fa g chlqgmw2 qz

% 29

3Q= b—-t+iarcsn§q mw
2| -
—,/ sn W(t+b)

Mit der Nebenbedl ngung, dass Q=to ( Dimension: Zeit) !

g dqg
5. Anfangsbedingungen: t=0: p(0)=0, q(O) g0 ungleich 0!

p(0)=0,9(0)=0gp* O

P q ——Jisn W(b)

0= po =+/2amcosw(b))

_P _ |2
P b=—b =
> Qo 2

4.p= ?S(th)o W w = «/2amcosw(t + b))

m
Pa=_w 200 =E
Alpha beschreibt also die Gesamtenergie. Physikalisch sinnvoll, da zu dieser Zeit nur potenzielle Energie
vorhanden ist.



Also: P=E ( Energie) , Q=to ( Zeit) -> Energie und Zeit als neue verallgemeinerte Koordinaten bei der
Transformation, die durch S(q, P, t) erzeugt wird.

Spezialfall:

Nicht explizit zeitabhéangige Hamiltonfunktion H

ﬁ— oU C(Ij—l;' —{H H}= O H ist dann Integral der Bewegung

it

Hamilton- Jacobi DGL :

H@ 1S . ﬁ +E:

q’ﬂ ’ﬂQf It

L 6sungsansatz:
S(@,P,t) =W(q;P) - Et
Somit folgt:
H(@, ﬂW, AW, = E Energie bei skleronomen Zwangsbedingungen
Tou ﬂ o)

W (T; P) heiRt verkiirztes Wirkungsfunktional

Dieses kann auch al's Erzeugende einer kanonischen Trafo ( im engeren Sinn) aufgefasst werden:

w
p. —_—
: f9;
w

QJ ﬁ
H=H=E

H_TE _ _ _w
p QJ —ﬁ—ﬁ—wl p QJ _W]t+b] —ﬂ_P

Bezug zur QUantenmechanik

- Betrachten wir 1 Teilchen im Potenzial V (), g1 R3,giltaucthrV(G),(jT R'
- W(Q) =const sind dann Flachen im R3:

\--\ ---\
V)

Dabei sind S(T,t) =W({) - Et Wirkunsgwellen mit einer Phasengeschwindigkeit
o » NW(q) mit 0 W(Q) = const
Der Teilchenimpuls eines fliegenden Teilchens dagegen berechnet such ebenfalls als Gradient der Erzeugenden:

_r



p= NW(C{) Damit haben wir jedoch eine Betrachtung der " Wirkungswellen" entgegen einer Darstellung als
Teilchen mit Impuls p ( Welle- Teilchen- Dualismus).

In jedem Fall erhdlt man alsHamilton- Jacobi- DiffGl:

H(@RW) = %(Nwm))2 +V(@) =E

Der Ubergang zur Quantenmehcanik ist analog dem Ubergang von der geometrischen Optik zur Wellenoptik (
Wellenoptik als geometrische Optik fir grof3e Wellenléngen) und geometrische optik als Wellenoptik fir kleine
Wegléngen ( gut Ubergangsresultate). Die typische optisch- mechanische Analogie

Wir erhalten in der quantenmechani schen Analogie alsWellenformalismus dagegen die Schodingergleichung:

aehzmv A ) =EY (F
om DY () =EY()

—W (F)
links mit H = hamiltonoperator in Ortsdarstellung. Y (F) = e” als Wellenfunktion
Unsere Koordinatentrafo lautet:

qe r
_ he
Auch hier sieht man die Analogie bei kleinen Wellenlangen, wenn folgende Naherung erlaubt ist:
i i i
wm & wih? g —W ()
el =RN=SRwer T @ —(Rw)?en
" o

Veranschaulichung der Zusammenhange:

Aus der klassischen Mechanik gelangen wir durch Ubergang von Poissonklammernauf Kommutatoren zur
Heisenbergschen Matrizenmechanik, die sich zur Quantenmechanik transformieren l&ft.

fuhrt man in der klassischen Mechanik dagegen die Hamilton- Jacobi- Theorie ein ( optisch- mechanisches
Analogon), so gelangt man leicht zur Wellenmechanik ( Schrédinger) und kann sich auf diesem Weg ebenso der
Quantenmechanik nahern.

Wirkungs- und Winkelvariable

Nun betrachten wir eine Modifikation desHamilton- Jacobi- Verfahrens. Dabei geht es speziell um periodische
Systeme. Das Ganze soll an einem Beispiel skizziert werden und erst dann V erallgemeinerung finden.

Klassifikation von periodischem Verhalten:

- geschlossene Phasenraumkurvn welcher Art auch immer sind Librationen. Diese sind bei spielsweise
Schwingungen.
- dabei gilt:

q(t +t)=q(t)
p(t+t) = p(t)
- periodische ( hinsichtlich des Ortes), aber nicht geschlossene Phasenraumkurven, also Phasenraumkurven,

die selbst entlang des Ortes im Impuls schwingen ( dies sind nicht Schwingungen im ortsraum !) sind
Rotationen. Die Phasenbahnen sind offen und es gilt:

q(t +t) = q(t) +qp
p(t+t) = p(t)



q(t) =j
Qo =2p

Beispiel: Das mathematische Pendel ( mit beliebig groRen Auslenkungen)

- Beispiel fur eine Rotation ist die Drehung einer Achse:

f=1, verallgemeinerte Koordinate: Winkel | .,s=] |
1 -
==ml%?

V =mgl(1- cosj )

verallgemeinerter kanonischer Impuls:

2 fr ein konservatives System

H{.p)=T+V= Q2+nUO:QM)
2ml

Es folgen die Hamiltonschen Gleichungen:

J.:ﬂH(i,pj-): R
T ml 2

e

1. Integra ( Enrgieerhaltung): Phasenbahn

=-mgl gnj

2

HG.p)=T+V= i 5 +mgl(1- cosj ) = E = const.
2ml

Fur kleine Winkel gilt die bekannte Kleinwinkelngherung:

2 .2
p.
S mgl 17 = E = const. -> Ellipsen, wie vom harmon. Oszi bekannt.

i'=p =0
Gleichgewichtslagen: Fixpunkte: [ = 0
j =np,nT N
a) E £ 2mgl Libration: Schwingung mit || | £]o
b) E > 2mgl Rotation: iiberschlagendes Pendel: | unbeschrénkt

Fir E=2mgl haben wir den Spezialfall einer Kriechbahn ( Separatrix zwischen a) und b):



Uber gang zu neuen kanonischen Variablen ( f=1)

(@.p)® @.1)
I (E) = gypdq
G

I(E) ist als Wirkungsvariable zu verstehen, als die Flache, die von einer notwendigerweise geschlossenen Bahn
GE zur Energie E im Phasenraum eingeschlossen ist. ( = Phasenintegral).

g ist die Winkelvariable, auf Periode 1 normiert.

Gelegentlich findet sich:
(a.p)® @.1)

1
[ (E):=— ¢yd
(E) Zpé)pq

Indiesem Fall ist  auf 2P normiert.
gesucht ist die zugehdrige kanonische Transformation:

_Tw(a,1)
" g
_ W(aq,1)
q_‘ﬂ—l

Mit der neuen Hamiltonfunktion:

HEg @O g

7]



I
Dies ist die Umkehrfunktion von I (E), existiert genau dann, wenn — 1 0.

Da ( zyklischist muss | konstant sein.
Die Hamiltonsche Bewegungsgleichung fir g lautet:

q:—ﬂE(l) :=n, = const.
1

g=n;t+qy mod 1

| = const

Die Losung fiir  ist bei Normierung auf 2P natiirlich modulo 2P zu verstehen.
Mit der Losung jedoch ist fir jedes E(I) die frequenz N | berechnet.
Das Phasenraumportrait ist der folgenden gestalt:

——

T
EaL,_‘_

(A
p

49-

L) < .
o1 (peotef.)

Beispiel: eindimensionaler Oszillator

w.hs_p?  mw?

x 2
HE, p= ¢ o2 = E(1)
§ 9 5 2m 2

Phasenbahn:

W(a,1) _ D= +mw E=N o
Tq mw?

Umkehrpunkte:
[ 2E

a+
mw?2

Wirkungsvariable:

N — * [2e 2
I (E) = gypdg = 2mw W-q dq

q
é ot
é a
I(E):Zm/v&ag 2E q° + E arcsin —1__0 =§E
e 2 mw 2E U w
2 U
é MW= Ug+

7/
“'\194‘ ¥ 9




Transformierte Hamiltonfunktion:

H=E=—|
2p

=B _w o

q_'ﬂl 2p n

Die zeitliche Anderung des Winkels, also die Frequenz des harmonischen Oszillatorsist vollig unabhéngig von

E()

Nebenbemerkungen:

1] = E
w

E =t E hat die Dimension Zeit* Energie, also Wirkung

2. Qistdie Winkelvariable, die zur periodischen Bewegung im Phasenraum ! gehort und hat tiberhaupt nichts
mit dem Winkel im ortsraum ( des PendelsPhi) zu tun

Allgemein: Perdiodische Bewegungen werden immer durch eine Winkelvariable parametrisiert.
=> die periodische Bewegung wird damit auf die 1-Sphére S1 ( Kreis mit Radius 1) abgebildet.

Verallgemeinerung auf beliebiges f:

Eine Bewegung heif3t periodisch bzw. quasiperiodisch, falls die Projektion der Phasenbahn (Trajektorie) auf jede
(pj,qj)- Ebene periodisch mit Frequenz

w; = Q ist. Jede Projektion also fiir gleiche Koordinaten in Ort und Impuls!

t
Falls: Wy W5 (W3 [ ... W rational ist, so ist die Bahn geschlossen, also einfach periodisch.
Fals: $i, ] ® Wi TW irrational -> offene Bahn ( quasiperiodisch).

Parametrisierung erfolgt durch die Winkelvariable gjzuwj:

Abbildungauf St° St St .0 st =T (f mal S1- Spharen- Raume), Abbildung auf den sogenannte f-
Torus

Beispiel: 2Torus:

Z—TO\"M H

0 - =2, ‘ co 0, = rw‘wo«.vﬁ :
z—lw‘\

Q\Q Eaﬂn 50U da,_ et (1’» UQ ool:,:&
SO | (ot pdat)

I'st das Freguenzverhdltnisirrational, so wirkt der Torus nur alsPhasenraumattraktor. Die Bahn fillt den
gesamten Torus dicht aus!

Satz liber integrable Systeme

Einautonomes System ( Hamiltonsch) habe f unabhangige Integrale der Bewegung
g k (C_], ﬁ) k:].,...,f

mit g1 (d, P) = H(T, P) Energie und

{gi.0;}=0 "i,j



Dann gilt:
a) diedurch g, (T, P) =a = const gegebene Hyperflache des Phasenraums ( falls kompakt und

beschrénkt und abgeschlossen) 143t sich diffeomorph auf einenf-dimensionalen Torus T f abbilden.
da.
b) die Allgemeine Bewegung auf T f ist quasiperiodisch: % =W;, Q; ist zugehdrige Winkelvariable,

i=1,...,f
c) dasSystemist INTEGRABEL, das heif3t, die Hamiltonschen Bewegungsgl eichungen lassen sich vollsténdig
und global integrieren.

Beispiele: 2- Korper- Problem mit Zentralkraft, gekoppelte harmonische Oszillatoren
Gegenbeispidl: 3- Korperproblem mit Zentralkraft (f=9, nur 6 unabhangige Integrale der Bewegung:

D 2
E, Pyesamt s 13
Nebenbemerkung:
Wegen {I 3 |1} = |3 und zyklisch erfiillen die 3 Drehimpul skomponenten nicht alle die Bedingung

{gi 191'} = Qobgleich gilt: {li , H} =0.

Wirkunsgvariable:

Ik(al,...,af):= @jkqu (k =1,.., f)
G
Fur ein separables System gilt:
f
W =3 w(q;.a)
=1
AW

pk =___ "
day

Die Umkehrung liefert die Energie:
E°a;=a(lq,....1¢)
Die Hamiltongleichungen lauten:

C E( )
=L (el £)
ﬂlk k\'1 f
b (1% :nkt+bk
ne =L
k tk
Fazit:

Mit der Wirkungs- und Winkelvariablen kénnen die Frequenzen N | periodischer Bewegungen bestimmt werden,
ohne die vollstandige L 6sung angeben zu missen.

5.3 Stérungen integrabler Systeme

Betrachte ein integrables, quasi periodisches, autonomes Hamiltonsches System mit der Wirkungsvariablen
I (I1,..., ] ¢ ) und der Winkelvariablen q (Qy,...,q ) , Hamiltonfunktion H g (1)

Betrachten wir nun eine kleine Stérung der Stérke €:

H@Q,l,e)=Hgy(l)+eH,(,I,e)

In diesem Fall ist ¢ nicht mehr zyklisch. | (I 15+ | § ) ist also keine Bewegungskonstante mehr !



Beispiel:

Himmel smechanik, beispielsweise restringiertes 3- Korper- Problem

System: Sonne, Erde, Mond

=> integrables 2- Korper- Problem mit 2 grof3eren Massen ( anndhernd Kreisbahn) und einer kleinen Masse m3
als Stérung

= Frage: Ist die quasiperiodische Bewegung tiber lange Zeiten stabil ? Das heifdt: Verandert die Stérung die
Struktur der Bewegungsmannigfaltigkeit nur wenig ?

Also:

Durch eine dritte Masse m3 ist eine Stérung gegeben. Die Bewegung konnte auch vorher ( bei irrationalem
Verhdltnis der Umlaufszeiten oder Frequenzen) schon nur quasiperiodisch sein.

I'st die quasi periodische Ldsung unter Anwesenheit der dritten Masse jedoch noch stabil ?
=> Diesist bis heute ungeldst... Es gibt jedoch Hinweise auf chaotische Bewegungen, beispiel sweise chaotische
Bewegungen des Planeten Pluto !

Teilantwort liefert die KAM_ Theorie ( Kolmogorov, Arnold, Moser, 1954, 1963, 1967)
= Stabilitatsaussagen

Voraussetzung:

Die Frequenzen desintegrablen Systems H (1) sind rational unabhangig, also:
f

o ~ ~
arnw =0 rl ZU rnp=..=r; =0
i=1
Dann Uberdeckt jede Bahn fir festes |, =a | den Torus T  dicht ohne sich jedoch zu schliefen: Die
Bewegung ist ergodisch.
ERGODI SCHE Bewegung ( nichtresonanter Torus)
KAM- Theorem

Sind in einem integablen Hamiltonschen System Ho die Frequenzen gentigend irrational:, das heif3t

f
arwi:gff* a,g>0
i=1
So hat das gestérte System H(q, 1,e) =H () +eH,(q,1,e) fir kieine € tiberwiegend ebenfalls
quasi periodische Ldsungen und die eisten nichtresonanten Tori von H o werden nur wenig deformiert, aber nicht
zerstort.

Anwendung:

Das restringierte 3-Kérper-Problem ist KAM- Stabil. Aber: keine Aussage Uber eine Langzeitstabilitét unseres
Planetensystems !

Praktische Verfahren zur Berechnung der gestérten L ésungen:
- storungstheoretische Entwicklung in €

- Mittelung Uber die Stérungen



M echanik des starren Korpers

Bisher betrachtet: System von Massepunkten

Jetzt: Ausgedehnte, starre Korper

Erhalten bleibt der fixe Abstand zwischen den Punkten des K&rpers ( starr) im Gegensatz dazu steht die
Mechanik der deformierbaren Medien, also Elastomechanik oder Hydrodynamik

Definition des starren Kérpers:

A) System von n Massepunkten mit festen Abstéanden ( Zwangsbedingungen)
B) Vorgegebene, kontinuierliche Masseverteilung I (F)

Gesamtmasse: M = c‘)d3rr (@)

Beschreibung
z
T e\
877
¥ i
4, Y
r
) P

1) Beschreibungim raumfesten Koordinatensystem (x,y,z) alslnertialsystem.

2) Beschreibungim korperfesten (intrinsischen) Koordinatensystem K . Diesesist fest mit dem Korper

verbunden (x1,x2,x3) und ist im Allgemeinen kein Inertial system. Ursprung von Kists, bei spielsweise der
Schwerpunkt.

Der starre Korper hat 6 Freiheitsgrade ( 3 Komponenten Schwerpunktskoordinaten und 3 Winkel zur
Orientierung von IZ)

6.1 Kinetische Energie und Tragheitstensor




dr = drS +dx = dfg +dj”" X
Betrachten wir eine infinitesimale Verrlickung

di—:=nd

In Kapitel 3.3 haben wir bereits mit infinitesimalen Drehungen gearbeitet. Dort handelte es sich um passive
Drehungen. Hier haben wir es nun mit aktiven Drehungen zu tun -> anderes V orzeichen.

— _dr
= ES Schwerpunktsgeschwindigkeit

d—
W = élt Winkel geschwindigkeit

Damit ergibt sich die Geschwindigkeit eines beliebigen Aufpunktes des starren Korpers:
V=V +wW X

Nebenbemerkungen:
W héngt von der Wahl von S ab.
Falls S der Schwerpunkt ist, so gilt:

n .
é my %) = 0 nach Def. A) des starren Kérpers
i=1

Nd3Xr (X) = 0 Definition B) -> Schwerpunktsvektor im korperfesten System K
O

Kinetische Enerqie:

148 18 —
4 my"” 2a \ m {7 +w xOF =samve+v
i=1 i=1 =1 i

Mit den Beziehungen

n
am=Mm
i=1
n _ . n _ n .
Vamw x0)=7 @ mx® =0,dad mx® =0

3 3
. <)\ . _
(W x(')) =w?x?sn?a =w?x?(1- cos?a) =w?x?- Wxx)? =4 & w™|x%dy, - xmxnllv”
=1n=1

3

Somit folgt:

n 2 3
T=lg mv®?=tw2+14
22 2 2 =
mit dem Trégheitstensor

3
o] m
a w Jmn,w

In=1

-é m &Kl -

Der Traghel tstensor ist also durch die Massenverteilung bestimmt
Im Sinne der Definition B) dagegen gilt:



_1\3 _—_,_2_1‘3 —\w /2 — —\x 43 = 103(:)3 m n
T‘EOd xr(x)(\/ +W x) _Eod xr (X)V +(\/ W)Od xr(X)x+=gaa w Jmw

m=1n=1

mityd>xr (X)X =0

und dem Trégheitstensor
— xAq3 a\|v2
Jmn = Qd™Xr (X)[X Ay - men]
Also gilt die Zerlegung der kinetischen Energie:

_1\ 3 — P 2_1‘ 3 2 1(?’ o3 m n
T=>od xr (R +w " %) =005 (V3428 4 WhIpw

m=1n=1

T=iwv2+lndw
2 2

Dabei ist

Tirans = =MV 2 kinetische Energie der translatori schen Bewegung

1_=_
Teot = EWJW kinetische Energie der Rotationsbewegung

N -

Eigenschaften des Tra&gheitstensors
J ist ein Tensor zweiter Stufe. Das heift unter Drehungen R T SO(3) transformiert er sich wie folgt:

R kennzeichnet dabei die Drehmatrizenim R° mit Orthogonalitétsei genschaft: RR" =1,detR=1
Nun, er transformiert sich unter Drehungen wie folgt:

3
, o]
wenn X, ® X = a RinXn

n=1
-
Dann: Jmn ® Jmn =aa le RnsJIs
I=1s=1
Kompakt:
X® X=RX
J® J=RJR'

Dabei bemerken wir: Matrizen sind einfach Zahlenschemata mit Zeilen und Spalten. Aber erst das
Transformationsverhalten definiert einen Tenor ( Im Gegensatz zu einer Matrix).

.8
Tensor 1. Stufe: Xy, = @ Ry Xy = Vektor
n=1

3 3
, © O

Tensor 2. Stufe Iy =aA A Rmi RasJis

I=1s=1

3
Tensor n-ter STufe: A x = @ R Rns--Ra At Wobei links n Indices stehen und rechts n mal die
l,s,...,t=1

Drehmatrix angewendet wird ( und jeweils von 1-3 summiert !)



Beweis des Transfor mationsver haltens fir

§Gm 20 iy, ()Y
Jm=a m & axt(l) Ao - Xm(l)xn(l)l;I

i=1 t [} 8]
Zunéachst zum Skal arprodukt:

3
-, [}
Xm=a RmXn

n=1
o] .2 _92 9 o _ooa:‘-o T 0 _ 9 o _ 2 2
Pax“=aaak Rsmxs—aaéa Ri RsXXs=a a disXXs =a X
t t | s |l s t 9 | s |
das Skalarprodukt ist also invariant
Aber auch das Delta- Element ist invariant:
— — T _
é é le Rnsdls _é le RnI _é le RIn _dmn
| s | |
Kompakt:
RIRT =RR" =1
Also:
3 3 n 3 3 éﬁ) .20 . U
-, o O o o O - -
Jm=adad RauRsds=amaa Rw Rns%a Xt(l) _édls - XI(I)XS(I)l:I
I=1s=1 i=1 =1s=1 t (%]

n 4 s
._ 9 €  i).20 oo (i)
Jmn =am = a Xt() _;dmn B Xm() Xn()
i=1 t @
Der Trégheitstensor J in den neuen Koordinaten ist also gleich dem alten, was Transformationsverhalten eines
Tensors zweiter Stufe belegt:

[ Y el e

Dabei gilt:

B (i).20

ga Xt(') 2zdmnist der invariante Anteil
t a

Xm(')'xIn M- hangt von der Wahl deskorperfesten koordinatensystems ab.

Weiter e Eigenschaften

1) J,yenthélt einen kugel symmetrischen, also rotationsinvarianten Anteil gé_ xt(i)z gdmn
t 2
2) Jpy istlinear in der Massendichte. Der Tragheitstensor ist also additiv beim Zusammenfiigen zweier
starrer Korper
3) Jypisteinreeller, symmetrischer Tensor, dargestellt durch die reelle, symmetrisch Matrix

) ) ;
8% X3 - X Xo - X1X3 9

= N — 2 2 .
J= 0d3xr (X)C - XXo X3+ % - XpX3 ~
2 2%

- X X3 - XoX3 Xt Xy g

Der Tensor ist diagonalisierbar durch die orthogonale Transformation Ry T S03):



- gh 0 09
Tzaﬁaf:go J, 0=+
&0 0 J3h
Das heifdt: Es existiert ein gedrehtes, korperfestes Koordinatensystem (y1,y2,y3) in Richtung der
Haupttragheitsachsen:

i} &' +ys 0 o 9
J=d’yr(y)¢ 0  yP+y® 0
0 R

Also: J; 3 0i=1,..,3, Matrix positiv semidefinit.

Die Diagonalisierung fuhrt auf das Eigenwertproblem:

JVLV(i) = JiVLv(i) mit Eigenvektoren VLV(i) und Eigenwerten Ji. Ein homogenes, lineares Gleichungssystem
Zi€l ist es nun, die Hauptachsenrichtung W(i) S0 zu suchen, dass j diagonal wird:

0 det(T- 3,1)=0

Somit ergeben sich 3 reelle, positiv semidefinite Eigenwerte Ji

Das Tragheitsmoment

Triagheitsmoment beziiglich Achse 1 : J() := NJN Diese quadratische Form ist positiv semidefinit.

_ 1 _

W=nwb T :EWZJ(I‘])

Tréagheitsellipsoid

Die Normierung des Tragheitsmomentes liefert eine Ellipsoidgleichung: nJn =1.

Die Lage desEllipsoids sind ist durch die Eigenvektoren W(i) , die Mal3e folgen aus den Ji derart, dassdie zu

1
tragt:
JI

W(i) gehorige Achse die Lange

p
4("1
4 ALY
éfZ) —
4 i
N A q::

’~

4) DieJ heil’en Haupttragheitsmomente ( Trégheitsmomente entlang der Eigenvektoren= Hauptachsen)
Esgilt:

J1 1 Jo I3 unsymmetrischer Kreisel

J1 =351 J3 symmetrischer Kreisel ( axialsymmetrisch)

J1 = J5 = Jzkugelsymmetrischer Kreisel ( nicht notwendigerweise Kugelform)



Satz von Steiner

Sei Jy, der Tragheitstensor in einem korperfesten System K, welchesim Schwerpunkt S zentriert ist. Sei nun

K"einzu K achsparalleles, um den Vektor @ verschobenes System. Danniist J,,, in K~ gegeben durch

J mn'= ‘]mn +M a2d mn - @man
Die beiden K oordinatensystem diirfen dabei nur durch die Translationum @ unterschiedlich sein. Wesentlich ist
vor allem, dass bei roationsvarianten Systemen keine Verdrehung der Achsen erfolgt !

Beweis:

s 0
PR WD - - = NP ¢ ..
Jmn = QdXr (X)%a % M - Xm Xy
t (%]

© O

Beiuns X=X+a

L _ Ex, 0
I’ = 03X (x)ga (% +0)* T - (X +am)(x, +a,)
t 4]

[(@ N ey

(@YY aZ

. _Gxn o
Jmn = OdSXI‘ (X)ga [(Xt )2 +2(a’[ Xt)+at2]1dmn = XmXn = Xnp - XnQm - mén
t 2
\ 3 —\ 9 o 3 _ _ < 3 e
Od3xr (A (ax )= O d3xr (X)(xman + xpam)=0 wegen (d3xr (X)x=0
t

Somit:

N &% 0
‘Jmn = Od3xr (X)%a (th + atz)_;dmn = XmXn - @mdy
t (%]

OO

. . &, (L)
Jmn =‘]mn + Odgxr (X)ga (atz)_;dmn - 8mAnu= Jmn +M azdmn - aman
t

2

(oY ey e

Speziell im Hauptachsensystem:

keine AulRerdiagonal elemente: m=n:=i
J=J +M@°- a%) i=1..3

mit (a2 - g 2) als Quadrat des Abstandes der beiden Drehachsen.

Dabei wird bei einer Verschiebung um a nur der Abstand der Drehachsen beriicksichtigt. das heifit, die
Komponente der Verschiebung in Richtung der Drehachse wird wieder quadratisch subtrahiert:




Beispiele

1. Kugelsymmetrische Massendichte:
r(x)=r(r)
Jl = \]2 = J3 =J

3=J1+J,+J3= (‘)d3xr (r)[(xz2 + x32)+ (xl2 + x32)+ (x12 + x22)] = (‘)d3xr (r)2r?

3] =2xp (‘aRdrr“r (r)

Bei homogener Massenverteilung:

M =P Rs beztiglich Schwerpunkt S
folgt
J:§p‘ drrtr () ==-g drr*
3" @ Q
1=2VR?
5

2. Abrollende Kugel: Momentaner Auflagepunkt ist A
Das Tragheitsmoment bezliglich der momentanen Drehachse durch den Auflagepunkt A:

JA=J+MR2:§MR2+MR2:EMR2

7

6.3 Drehimpulsund Bewegungsaleichungen

Drehimpuls

A) diskret:

_ & J —

l=a mf =4 m,(rS +>‘<(')) (V+W >‘<('))
i=1 i=1

=1 i=1

I_:én m, (r_s \7)+é ml)_((l) (N )_((i)):M(rS V)+a mx(')' (/\_/' )‘(('))
i=1 i i

Mit

M (I‘_S ’ \7) als Schwerpunktsdrehimpul s

a mx®~ (IV )_((i))aIsReIaIivdrehimpuIs
i



B) kontinuierliche Situation

[ =7 MV +3d3 (X" W~ X)

L=0d% (% @ %)= d3xr ()‘()[XZW - (x >W)>—<]

Also:
L=Jw
Dies sieht man an der Komponentenschreibwei se:
N 3 2 S
Lhn=a Qd™xr (x)[x dmn - Xanan =a JmWy
n=1 n=1
Nebenbemerkung:

Im Allgemeinen ist L nicht parallel zuW , nur falls W in Richtung der Haupttragheitsachse liegt !

Allgemeine Bewegungsaleichung fiir den Gesamtdrehimpuls

de g .o - e
—| =aQ T, F, .Dabeisind F; duRere, eingeprégte Kréfte. Dieresultierende Kraft F (fg) =@ F; soll
: :

i
auf den Schwerpunkt wirken, so dass gilt:

o R _F(fs)

ai m; - M

Somit

d - U =
al =amfi’ —=f5" F(fs)

Bekanntlich gilt fir die Schwerpunktsbewegung:
Mrg = F(Fs) (Newton)

d-_dae . v 8 oo (- NO_d (), A s e d e
EI:E?S MV + d “xr (X)X (W X)E:E(rs Mrs)+EL:MrS fg+Tg Mrs"‘a'—
M, s =0
fs” Mfs =Fs” F(fs)

d- = d
—I =fg” F(rg)+—L

% s (Fs) %

SR « I S - I
Gleichzeitiggilt: —| = q mMT; ﬁ =7g  F(g)

|

Somit:

d

a L = O Der Relativdrehi mpulsist im Schwerpunktsystem mit raumfesten Achsen konstant.

Also: Esverschwindet die Zeitableitung desrelativdrehimpulses im Schwerpunktsystem mit RAUMFESTEN
Achsen.

Die Transformation muss nun noch inskorperfeste, rotatorisch mitbewegte System K erfol gen:

Dabei sieht der Beobachter im RAUMFESTEN System neben der zeitlichen Anderung 8‘%9 dieim
édt g

mitbewegten System ebenfalls stattfindet noch die Rotation desmitbewegten Systems tiberlagert.
Also:



—f=C¢—~ tW’
edtg eédig
Somit gilt fur daskorperfeste System K:

L+w L=0
gﬂgf+W'E:0
edt g

Mit L = JW folgt im kérperfesten Systemwo gilt: J =0

JW AW W =0

Diesist eine nichtlineare DGL in W :

Im Schwerpunktsystem ergeben sich die EULERSCHEN Gleichungen fir den kréftefreien Kreisel, falls
J diagonal ( Haupttragheitsachsensystem):

Iy = (35 - Jzlwowg

Iy =(J3- Iy vgwy

Jaz = (3y - I waw;

Beispiel: Symmetrischer Kreisel: J; =J,° J 1 J,
W3 =0, alsowy = const im mitrotierenden System
le :(J - J3}N2W3

N (J - 33) . é(‘] - 33) 0’
Wy =——WoW3 =-&——W3g W
J g J )
Diese Gleichung kann zweimal integriert werden. Mit den I ntegrationskonstanten

6-33),,

Wa ,j gund der Zusammenfassung W = ;

folgt:

w; =wa coslwot +j o)

Dieskannin

dw, = (J - J3}N2W3 eingesetzt werden und es ergibt sich:

W2 =-Wa gn(Wot +j o)

Die Definitionen sind an folgender Figur ersichtlich:




Dabel ist x3 die Figurenachse ( Achse durch die Drehachse von J3)
Esgilt:

wl(t)2 +W2(t)2 =wx? = congt
Wy (£)2 +w, ()2 +W3(t)? =wa
Das heif3t

W und damit auch L mit L, = J;w; rotieren um die Figurenachse f || Xg
V eranschaulicht man diese Situation im Schwerpunktsystem mit raumfesten Achsen, so gilt mit

9T -0p T fet
dt

2 +w,(t)? = const

AN

Motedong- ™
(Pedi 2537 ens-)
K e

W und f prézedieren um dieraumfeste Achse L . Davei missen W , f und L stetsin einer Ebene liegen.
— —
w 4

~ N

\

R

=

Anwendung:
Erde al's abgepl attetes Rotationsel lipsoid:

0 -3) 1

»

J 300

Q = 1Tag
W3
Damit kann die Prézessionsperiode leicht berechnet werden:

T= 2 = 20J = J XITag = 300Tage
Wo Ww3(J-J3) (J-J3)

Die Erde préazediert also einmal in 300 Tagen um ihre eigene Achse !



7. Dynamische Systeme und deterministisches Chaos

Bisher wurden nur HAMILTONSCHE SY STEME von Differential gleichungen betrachtet. ( Energieerhaltung, falls
keine explizite Zeitabhangigkeit, sondern nur durch die Zeitabhéangigkeit von qund pin H)

Jetzt sollen ganz allgemeine Systeme von Differentialgleichungenl. ordnung betrachtet werden. Beispielsweise
Systeme mit Reibung.

= dissipative Systeme.

Diese sind jedoch im Allgemeinen nicht integrabel. Das heil3t, die Bahnkurven kénneng ar nicht analytisch
angegeben werden.

Eslassen sich jedoch numerische L ésungen finden.
Dabei werden jedoch folgende Fragen aufgeworfen:

Wieist dasLangzeitverhalten derartiger Systeme ?

Wieist die Abhangigkeit von dufieren Parametern (K ontroll parametern)

Wieist die Stabilitat gegen kleine dulfere Stérungen ?

Wie stark sind die Systeme chaotisch ( also von Ungenauigkeiten in den Anfangsbedingunegn stark abhangig )?
kann man globale Aussagen liber den dynamischen Flu3 machen ? Also Uber die Gesamtheit aller Bahnen ?
sind die L 6sungen geordnet oder ungeordnet ( := chaotisch)?

SO~ WNE

Qualitative Dynamik

- Betrachtung des FluR als Ganzes, Stabilitétsaussagen, topologische STruktur und Langzeitverhaltenin:
Lit.:

F. Scheck, Mechanik ( Springer, 1988)

H.G. Schuster, deterministisches Chaos ( VHC, 1987)

7.1 Vektorfelder als dynamische Systeme

Die Dynamik sehr vieler physikalischer Systeme l&f3t sich zumindest als ein System von nichtlinearen
Differentialgleichungen 1. Ordnung formulieren:

X = F(X(t),1)
Dabei ist X1 R"dynamische Variableund F : R"~ R ® R"ein Vektorfeld

Durch den analytischen Zusammenhang X = F (X(t),t) ist das dynamische System deterministisch:

Beispiel: Newtonsche Bewegungsgleichung mit reibung

y+i(y.)y+ fr(y,t) =0
Mit der reibung f1 und der Kraft f2
Wir entwickeln daraus ein System von Differenzialgleichungen 1. ordnung:

yi=Xp X1 =%
. sofolgt: .
y=X Xp == f1x5- 15
Im Spezialfall HAMILTONSCHER Systeme, also: X=JH ,  J = 1 Oi
- 7}

folgt:



. Xlzﬁ
X1=qu ip
Xzngxzz-m

19

FluR des Vektorfeldes F : R" " R ® R"auf der Mannigfaltigkeit M, hier: auf dem Phasenraum, z.B. iiber R":
(vergl. Kapitel 45): F :M" R, ® M

Flusslinien

Anfangshed.
*0

x (i)
F:M R ® Mmit F(X,t) =F (%) = X(t, %)
Der FluRist also zu verstehen als die Gesamtheit aller Bahnkurven = Trgjektorien

Fixpunkte X * des autonomen dynamischen Systems X = F (X(t),t)

Dies sind sogenannte stationére Punkte, Gleichgewichtspunkte, singulére Punkte, kritische Punkte
0=X* = F (X*)

als Bestimmungsgleichung fir die X *

Stabilitét eines Fixpunktes

.
\/ lahil
indifferent

sitahil

Der Test auf Stabilitétsverhalten erfolgt durch Linearisierung fir kleine Auslenkungen:

dxX =X- X*:
n ..
o)
d% = %i ax
k=18 Xk g1
Kompakte Schreibweise:

dx = (DF )*d)_( mit der Jacobi- Matrix DF
Diesist ein System von linearen Differenzial gleichungen mit konstanten K oeffizienten



L sungsansatz:
dx(t) =xe'' P Ix = AX Eigenwertgleichung

det(A- | l) = Oliefert die Eigenwerte | | zu den Eigenvektoren X ) 2ur Jacobi- Matrix DF = A
Die algemeine LAsung lautet:

n
_ o —
dx(t) = § cx We' ¢
k=1
Annahme: die Eigenwerte | k Sind nicht entartet und die Cy sind durch die Anfangsbedingungen bestimmit.

Beispiel: Ebenes Pendel ( vergl Kap. 5.2)

ml 4 +mglsnj =0

Xl =j P X = —=
v =p =m2Y L mi?
2= P =M1 hy, =- mglsin x
Fur die Fixpunkte gilt:
Xl = Xz =0b X2 = O,Xl = np(n = O,l,)
=> Fixpunkt im Ort ( g=0) und im Winkel: Ganzzahlige Vielfache von Fi

Linearisierung

iy o & 0 %9 el &

gdng g m igdng
-mglcosx, 0 g

& 16

¢ 0 —77 =A

e 106
A=g 0l
om0
%_ | i g
Eigenwertgleichung: det(A- 1 1) =0 b ¢ mi2 - =12 +|—
g- mgl - | ¢

Somit: | 1/ = ii,\/TE = +iw

Somit folgt fur die zeitliche Ldsung:
dx(t) ==cx Ve +cx Per ™
Dies sind jedoch gerade ungeddmpfte, freie Schwingungen um das Zentrum:



Zet by

Fur den Zweiten Fixpunkt X =P, X, = Ogilt:
Das Pendel steht senkrecht nach oben:

2 106
A=E0 7l
gmgl 0 g
2 1
det(A- 1 ) =0b [¢ 7. :|2-|—g
€ mg -1
g

Eigenwerte: | 1,5 = %,[—

|
9y

B soe
Aligemeine Losung: dX(t) = clx_(l)e I+ sz_(z)e !
Das bedeutet jedoch, dass der erste Term auf der rechten Seite fir t gegen unendlich unendlich gro3 wird.
Die Lésung ist also instabil 1angs der Richtung von X &

Das Zentrum im Phasenraum ist kein stabiler Fixpunkt mehr, sondern als Sattel punkt instabil:

lim im & _y (2 -ﬁté
dx(t) = cx Pell +ex We 'l L=y
t® ¥ t® ¥é N
1]
Dadie Matrix A nicht symmetrischist, sind die Vektoren )z(l) und )(_(2) im Allgemeinen nicht senkrecht
zueinander !



Ebenes Pendel mit Reibung

OhneReibung: Ml %" +mgl snj =0 | = Pendellange!

j"+—292j'+w25inj =0
mit Reibung :
w?=9
I
Xl=j fl — X2
. =D, —mlzj'y .m|2 Die Fixpunkte sind ungeandert !
2=h = bx, =- mglsn x; - 20%,

Linearisierung

@Xlg_g 0 %9 £IX19
- m - _—
20 E mglcosx, - 295 €29
& 106
¢ 0 ao=A

& 16

0 —=

A mi? +

é- mgl - 294
det(A- 1) =0P 2429 +|§

Eigenwertgleichung:

g

Somit: I1,2:-g+|/ + /w2

Schwache Reibung: W > g -> L dsung wie angegeben demonstriert Schwingung mit abnehmender Amplitude:

dR(t) == o e 90t | o @010t

X
A [




Esliegt in stabiler Fokus vor. Die Losung ist stabil
Starke Reibung W2 < g2
l2=-9%,9"- ==-0g%£yg" - W

— _ 2_\p2 — - 2_\\2
dx(t) == cx Ve 9TV Wl 4 o x D9 VoWt

Die Losung ist tiberhaupt nicht mehr oszillierend, strebt aber entlang von X @ und X 2 gegen einen stabilen

Fixpunkt, bzw. ist der Fixpunkt entlang X_(l) wie auch entlang )?(2) stabil. Esliegt der sogenannte "Kriechfall" vor.
Der Oszillator ist Uberdampft. Im Phasenraum bildet der Oszillator einen stabilen Knoten:

' N '5'(1)

Fur den Zweiten Fixpunkt X =P, X, = Ogilt:
Das Pendel steht senkrecht nach oben:

—

1
A=E0 e
gmgl - 294
=L
det(A- 1) =0P ml?
g— mgl -1 - 2gg

Eigenwerte: | 1,0 =-0 iw/WZ +g?

— _ , 24~2 — oA 2142
Aligemeine Losung: dX(t) = ¢x M g gtywat +CX (2)grg-NwHat
Das bedeutet jedoch erneut, dass der erste Term auf der rechten Seite fur t gegen unendlich unendlich grof3 wird.
l,>0
wieim Fall ohne Reibung !
l, <
Die Lésung ist also instabil 14ngs der Richtung von X &
Das Zentrum im Phasenraum ist kein stabiler Fixpunkt mehr, sondern als Sattel punkt instabil:



im lim
dx(t) =
t® ¥ t®
Dadie Matrix A nicht symmetrischist, sind die Vektoren )z(l) und )(_(2) im Allgemeinen nicht senkrecht

2 2 - 2 2 A
a

¥§J

zueinander !

Stabilitat und L angzeitver halten

Hier soll eine allgemeinere Definition von Stabilitét gegeben werden.

Fixpunkte X * des autonomen dynamischen Systems X = F (X(t),t)

Definition:

X * heif’t stabil (auch : Ljapunov- stabil), wenn zu jeder Umgebung U von X * eine Umgebung V von X *
existiert, so dass:

Tvpe f(x,)T U "t30

Definition:

X * heiRt asymptotisch stabil (auch : Ljapunov- stabil), wenn zu X * eine Umgebung U und eine Umgebung U’
von X * existiert, so dass:

fUtL)TUT FUTU firt,>t30

und

lim



Das heif’t anschaulich: Die Umgebung U schrumpft mit wachsendemt auf X * zusammen. Das heifit:
Phasenraumvolumina schrumpfen.

asymptotisch stabile Fixpunkte treten somit nur in nicht hamiltonschen Systemen (also bei nicht alleine
konservativen Kréaften) auf. ( Vergl. Kapitel 4.5: Satz von Liouville)
Def.: Ein dynamisches System heif3t dissipativ, wenn Phasenraumvol umina schrumpfen.

LokalesKriterium fir Stabilitét

Wenn X * stabil ist, dann hat keiner der Eigenwerte der Jacobimatrix (DF )« einen positiven Realteil

Beispiel: Fixpunkt a) des Pendels mit / ohne Reibung, also der Fixpunkt mit Winkel und Ort =0, x1=x2=0
Hinreichende Bedingung fir asymptotische Stabilitat:

Alle Eigenwerte haben negative Realteile

Somit wird die Lésung fir die Stérung dX fiir unendliche Zeit beliebig klein und divergiert nicht. Imaginéarteile
sind oszillierend und damit irrelevant fir die Stabilitét. Sie geben an, in welcher Zeit die Anngherung an den
Fixpunkt ( falls vorhanden) erfolgt.

Beispiel fur Instabilitat: Fixpunkte b)
Allgemeines System mit n=2:
Linearisierung
@).(1 9_ 3@(1 9

Xo & 25

By, a0

dy1 Axpg

Eigenwertgleichung:

det(A- 11) =0 b ‘?‘1; S %=(a11- | Nags - 1 )- agpap =12- | trA+det A= 0
21

a - |



somit: |4/, :% rAx(trA) - 4det A%

mit trA= Q W aiviE
'

Fallunter scheidung

A) Stabiler Fokus ( Strudelpunkt)
detA>0

trA<0

(trA)? < 4det A

| 1o =-1g%iw

| g,w >0

Dies st eine gedampfte Schwingung im Phasenraum. Die Phasenraumkruveist eine elliptische Spirale:

X
P

B) Instabiler Fokus

detA>0

trA>0

(trA)? < 4det A
l 10 =+ o xiw
| g,w >0

Diesist eine entddmpfte Schwingung. Die Phasenraumkurve ist ebenfalls eine elliptische Spirale, diejedoch in

positiver Zeitrichtung nach Auf3en durchlaufen wird. Damittr A >0 muss dem System von Auf3en zugefihrt werden
( Beispiel: "negative Reibung"):

/

C) Stabiler Knoten

detA>0
trA<0

(trA)? > 4det A



I/, <0
ly21 R

Diesist einexponenzieller Zerfal. Fast alle Trajektorien néhern sich dabei entlang desEigenvektors, der zum
betragsmaliig kleineren Eigenwert gehort. Weil hier das "Kriechen" zum Fixpunkt, also der Zerfall langsamer
stattfindet:

e
J
o
D) Instabiler Knoten
detA>0
trA>0
(trA)? > 4det A
l12>0
51T R
i
A
S

59
Das System ist exponenziell entdampft.
E) Sattelpunkt
detA>0
l,>0

| , <0
l121 R



o

(e}

Grenze zwischen den 5 Bereichen: entartete Félle:
- indiesem Fall versagt die lineare Stabilitétsanalyse vollig. Esist nétig, hthere Terme der Taylorentwicklung um
den Fixpunkt zu betrachten.

Beispiel:

trA=0
detA>0

I =+iw

| 12 i Dieskann ZENTRUM sein, also der Mittel punkt der Phasenraumtrajektorien, die ungedampfte
1/2

Schwingungen beschreiben ( energieabhangige, aber unveranderliche Ellipsen).

Dieses Zentrum ist stabil, aber nicht asymptotisch stabil !

Vergleiche: ungedampfter Oszillator.

Es kann sich aber auch um einen schwach stabilen oder instabilen Fokus handeln ( der dann auch asymptotisch stabil
ist)

- essindindiesem Fall auch qualitative Anderungen im Verhalten des Flusses méglich ( Bifurkationen =
Verzweigungen der Lsungsmannigfaltigkeit)

Speziell: Hamiltonsche Vektorfelder:



Linearisierung zum Fixpunkt X *:

X = X- X*
dx = Adx
2f = 2f 2 &
F 0 & 0
mit Xm = é_ %T ka = é J” ﬂ H dek

& = A
i & WX A
trA:oliszg‘;flaeﬂ T,
kzlgﬂQk e Mok ok
2f
trA=0=g | ;

M 6glichkeit zur asymptotischen Stabilitat

Wegen trA=0 folgt K eine asymptotische Stabilitat moglich.
Rel ; <0
Beweis: Asymptotische Stabilitét nur, wenn alle b trA= é Rel [+ é Iml i
i i

[
aber: Q Iml i besteht aus komplex konjugierten Paaren, da die Eigenwertgleichung reell ist !

i

o]

Somit gilt jedoch trA=Q Rel ; <0, wasein Widerspruch zur Voraussetzung fiir asymptotische Stabilitét, mit

|
trA=0

Nicht asymptotisch Stabilitét

Nicht asymptotische Stabilitat nur wenn Rel ; £0, asokein Rel; >0

Aus genannten Griinden kann dann aber nur Rel ; =0 " |

Also: I i = i|WI

Also: Zentrum, reine Oszillationen, keine Dampfung oder Unterdampfung
Fall f=1->n=2

In diesem Fall kénnen die Fixpunkte nur Zentren ( fallsdet A >0 -> | i IiiWi)oder Sattel punkte
(fallsdetA <0-> | ; >0,1 , <0,l ; T R)sein!



Beispiel zur Stabilitat

Der kraftefreie unsymmetrische Kreisel

oBdA: 0<J; < J, < J;
Folgende sind die Eulerschen Gleichungen fiir W;
Iy = (3, - Jghwowg
I, =(J3- Iy wagwy
Jawg = (30 - 32 ww,

Somit:
Ja-J
Wy = - ( 3J 2)W2W3 = - KyWoWs
1
Wy = (Js - Jl)W3W1 = kowaw;
Js
(32- 31)
W3 = ] WiW 5 = - KgWqWy
3

Die Fixpunkte seien:

V—*(l):(w 0 0)
v*@=(0 w 0)

v*® =0 0 w)

Also: Rotation um x1, x2, bzw x3- Achse.
Diese drei Fixpunkte erfullen die Gleichung:
Wl :W2 :W3 =0

Linearisierung zum Fixpunkt:
g@ivvlg g@iwl o ge 0 - kws - kw, ;@e@jwlg
cdw, += Acdw, += ¢ kow; 0 Kowy =<gdw, +
&y Ewipy & kwp, - kw0 Edwsp
v *® Vi=Vv,v,=0Vv3=0
- 0 0
O=det(A-1D=[0 -1  kw |=-1(2+kokqn?)
0 -kaw -1

b 1,Y=01,," =+iw,fkkq

Der Fixpunkt ist also stabil ( Zentrum)



@ =0 w 0):
- 0 - Kkw

O=det(A-1)=| 0 -1 O :-I(I2+k1k3w2)
-kw 0 -1

@) _ (2 _
D Il —O,l 2/3 =+w klk3
Der Fixpunkt ist instabil ( Sattel punkt)

v+ :(0 0 W):
-1 -kw O

O=det(A- I =lkw -1 0 |=-I (| 2+k1k2w2)
0 0o -l

b 1,% =01 ,3® =ziw,fkk,

= Fixpunkt stabil ( Zentrum)

Fazit: Bei asymmetrischen Kreiseln ist nur die Rotation um die Achse zum gréften und zum kleinsten
Tragheitsmoment stabil !

Hamiltonsche Systeme

Hier folgt aus trA = divF = O der Satz von Liouville ( § 4. 5)

:Qdex:(‘g d2fx0detDFt(>‘<o)=Q xoél+(t to)a AL Ld
t t0 0 |—1ﬂXo 3]
2f
A [~
a — =\divF )¢
i=1ﬂXoI ( )XO

Vi =V, * (- to)gy o Xo(divF); +O(t - to)?

dv lim Vt - Vt < L=
—L= c=Q deXO(dIVF))—(O =0
dt  t- >tg (t- tp) t0

(divF)s, =

Das heifdt: Die Phasenraumvoluminasind erhalten, der Fluf3 istinkompressibel !

Firr dissipative Systeme gilt fiir kleine Volumiona, die einen asymptotisch stabilen Fixpunkt X * umschlieRen:



?t » Qd X(dIVF))—@ =LV,

t

b V(t)=e-v,

Mit der Phasenraumkontraktionsrate L = divF < Owegen divF = é Rel ; <0, dasonst der Fixpunkt nicht
i
stabil wére ( Voraussetzung).

Allgemien gilt:
Def.: Dissipative Systeme sind solche, die Phasenraumvolumina kontrahieren. Asymptotisch stabile Fixpunkte
(Knoten und Fokus, jeweils stabil), heiRen SENKEN oder ATTRAKTOREN im Phasenraum.

Beispiel fir ein dissipatives System: L ORENZMODEL L ( 1963)

X =-8X+8y
y=-2ZX- XZ+rz- Yy
Z=yx+Xxy- bz
Dies leitet sich ab aus der Temperatur- und Strdmungsverteilung einer inkompressiblen Fllssigkeit: Das Rayleigh -
Bénard- System
Linearisierung:
®s S 00

A:g-z -1 r-x:

&y x -bj
b L=trA=-(s +1+b)
b V(t)=e STyt >y ® 0

Phasenraumvolumina schrumpfen also monoton!
Das Lorenzmodell produziert weiterhin chaotisch Lésungen:

Der Stereoplot eines numerisch bestimmten Attraktors im Phasenraum liefert folgendes Bild:




Diesist so zu verstehen, dass sich die Phasenraumkurven, die sich Ubrigens nie schneiden ! im Raum dieses
Attraktors konzentrieren:

Insbesondere enden gleich Anfangszustéande immer wieder am selben Attraktor.
Das Langzeitverhalten dissipativer Systeme wird durch Attraktoren bestimmt:

Def..
Sei F einvektorfeld auf M = R". Eine abgeschlossene, unter dem FIuR F  invariante F, (A) I A,

unzerlegbare Teilmenge A1 M heiRt Attraktor, falls:

1) Al U o (offene Umgebung von A) mit F (U ) i U 0 (t>0)
2) "Vmit Al VI Ug$T >0,s0dassF((Ug) 1 V (&T)
Das heif3t, es existiert ein Attraktorbecken Uo, aus dem der FluR asymptotisch in den Attraktor A lauft :

=

Nebenbemerkung: Es kann grundsétzlich mehrere koexistierende Attraktoren auf M geben !

Ein Attraktor Fehler! Textmarke nicht definiert.von Fehler! Textmarke nicht definiert.heif3t fraktal , wenn er
weder eine endliche Anzahl von Punkten, eine stlickweise differenzierbare Kurve oder Flache noch eine Menge, die
von einer geschlossenen stiickwei se differenzierbaren Flache umgeben wird, darstellt. Ein Attraktor heif3t seltsam,
wenn er chaotisch, fraktal oder beidesist. Die Begriffe chaotisch, fraktal und seltsam werden fur kompakte
invariante Mengen, die keine Attraktoren sind, analog benutzt. Ein dynamisches System heif3t chaotisch , wenn es
eine kompakte invariante chaotische Menge besitzt.

Beispielefur Attraktoren:
Stabiler Fixpunkt:

Mindestdimension des Phasenraumes: 1
Dimension des Attraktors: O

Stabiler Grenzzyklus:



Mindestdimension des Phasenraumes: 2
Dimension des Attraktors: 1

periodische Bewegung im Phasenraum

Stabiler TorusT?
Mindestdimension des Phasenraumes; 3
Dimension des Attraktors; 2

_

quasi periodische Bewegung im Phasenraum

Seltsamer Attraktor
Mindestdimension des Phasenraumes: 3
Dimension des Attraktors: 2<D<3 ( fraktaldimensional)

chaotische Bewegung im Phasenraum

Bifurkationen

Sei der Fluf3 von einem Kntrollparametr 1 abhangig, so zeigt sich, dass sich die Zahl der Attraktoren bei einem
kritischen Wert c schlagartig éndern kann.

Es treten dann sogenannte Bifurkationen auf ("Verzweigungen" der Lésungsmannigfaltigkeit).
Notwendige V oraussetzung fir diesen Prozessist jedoch Nichtlinearitét !

Bifurkationspunkte sind oft verknlpft mit Stabilitdtswechsel. Das bedeutet, die lineare Stabilitét der Fixpunkte im
Falle lokaler Bifurkationen muss untersucht werden.

Klassifizierung einfachster Bifurkationen:




A) Eigenwert- Null - Bifurkation
| <0® | >0

stabiler Fixpunkt ( Knoten) -> instabilen Fixpunkt ( Sattelpunkt fur n3 2)
detA>0 -> detA<0

A1) Sattel- Knoten- Bifurkation

)()‘ 1= F"P Mk+ -
Vgl

(250)
J X0 /? 5
r

o T - —-‘{V\SLC'-Q";L
Jeoo ) (o)
7=0

'@\\Mc\hwwmw

—D

einfachster Fall:
X=m- x2
X* = +,/M Fixpunkte existieren also nur fur 13 0

dx = - 2x* dx
Somit existieren:

|1>Ound|2<0f[]rX*:_\/H’]

A2) Transkritische Bifurkation
X =nmK- X

xX* =m0

dx = (- 2x*)dx

bl = i Stabilitétswechsel bei puc=0
-1
i




A3) Stimmgabelbifurkation (pitchfork bifurcation)

superkritisch:
X=m- x>

X* = iﬁ,o fur 3 Ozwei Fixpunkte, sonst einer

dx = (m- 3x*2)dx

m zum Eigenwert  ist der Fixpunkt stabil fir u<0 und zu -2 stabil fur u>0

b1 =i
- 2m

subkritisch

X = mx+ x°

X* = ii\“ mM|,0 mit den ersten beiden Fixpunkten nur fiir u<0, ansonsten , fiir u>0 existiert nur x*=0
Stabil ist jedoch lediglich der Fixpunkt x*=0 fir u<0:

: X .l
inglabil~ }]E 1\
b

A

/]\ ’ "‘, \(/ //M

Sdblaév{ 550{/1

A) Hopf- Bifurkation



N ) 7

'

stabiler Fokus ® instabiler Fokus mit Grenzzyklus

lJ—.Z:IOiiW mit: |0<O®|0>0

stabiler Fokus ® instabiler Fokus mit Grenzzyklus
Ubergang vom stabilen Fokus zum instabilen Fokus mit Grenzzyklus

sei n=2:

tr A <0 ( stabiler Fokus) ® tr A >0 ( instabiler Fokus)
(Voraussetzung: det A >0)

mindestens n=2 nétig !

Deter ministisches Chaos

Deterministische, aber ungeordnete Bewegung im Langzeitverhalten von Systemen mit N 3 3 ( autonom):

Seltsamer (chaotischer) Attraktor

komplexes, irreguléres Verhalten kann verschiedene Ursachen haben, die sich im zeitlichen verhalten einer
Observablen oft schwer unterscheiden lassen.

Als Unterscheidungskriterien bieten sich an:

quasiperiodisch deterministisches Chaos stochastisches Rauschen
wenige dynamische Freiheitsgrade: viele mikroskopische Freiheits-
niedrigdimensionaler Phasenraum grade. ( Statistisches Ensemble)

Attraktor: Torus T @ d=2,3,4,... seltsamer Attraktor, fraktale Dimension f ~10%

Autokorrelationsfunktion (X(t)x(t +1t)) = % (‘;T X(t)x(t +1t)dt

T® ¥

periodischin t ® Ofur t ® ¥ =0fur t >t



. . 1 \+¥ jwt
Fourierspektrum ( bzw. Leistungsspektrum): S(w) = 5 O, (X(t) Xt +t ))e dt

diskrete FrequenzenWq,W5 ,W3,... breites Frequenzband

Instabilitét der Bewegung bei kleinen
Stdrungen der Anfangsbedingungen
typische universelle
Bifurkationszenarien
Def.: Eine Bewegung heil3t chaotisch, wenn sie empfindlich von den Anfangsbedingungen abhangt.

Quantitative Formulierung der Stabilitét gegentiber kleinen Variationen der Anfangsbedingungen:

Bahnstabilitét / Orbitale Stabilité&t

bahnstabil: Alle benachbarten Bahnen bleibenin einer e - Réhreum F (t, Xg)

Aymptotisch bahnstabil:

Der Abstand benachbarter Bahnen geht gegen Null far t-> unendlich

L japunov- stabil



‘7 h ~

S\ "1/ l\

Firr DASSELBE t gilt: |F (t,Xo) - F (t, Yo)| ® O fur t-> unendlich ( t gleicher Zeitpunkt auf beiden Bahnen)

Linearisierung in der Nahe der LosungskurveF (t, Xg) :

o _o TR
dx, =q — (X(t),t)dx
D )% “

T x@0)= A

ixg

Dabei:

| (t) zu Ay (t) Eigenwerte und zugehdrige Eigenvektorenx () (t)
Formale Losung:

t
_ Sdt A(t)
dx(t) = e® dx(0)
Diesist die Zeitentwicklung einer infinitesimalen Kugel um X, also einn-dimensionaler Ellipsoid mit den

Hauptachsen py (t) ~ py (O)eI d

lim }In Pk (t)

Definition: Stabilitét ist bestimmt durch die Ljapunov-Exponenten [ =
t® ¥t p,(0)

Nebenbemerkung: Sei | der filhrende ( gréRte) Ljapunov- Exponent
=MSP L - Y0P F€.%)- Ft o) ~e'"
ECER 70 70

Das heif3t, der Abstand der anfangs | ei cht ausei nanderliegenden Phasenraumkurven wachst mit eI t

Fur | <0: kleine Abweichungen der Anfangsbedingungen werden exponenziell gedampft
| >0: die benachbarten Bahnen laufen exponenziell auseinander ( Kriterium fiir Chaos)

Fiir den chaotischen Attraktorim R° gilt:
Auf dem Attraktor: |_1 > 0 auf dem Attraktor: chaotische Bewegung

[ 5 = 0: Bifurkationspunkte
|_3 < 0: Von auBen Annaherung an den Attraktor ( Abstand verringert sich exponenziell).

Beispiel fur ein Ljapunov- Spektrum:
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