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Elektrodynamik

Klassische el ektrische und magnetische Erscheinungen

- Elektrodynamik ist relativistisch invariant

- Feldtheorie ( Nahwirkungstheorie, Kontinuumstheorie, endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit von
Wirkungen)

- lokale Theorie: E(T,t), B(T,t)

- quantentheoretische Erweiterung: Quantenelektrodynamik ( nicht behandelt)

Vereinheitlichung der elektromagnetischen und schwachen Wechselwirkung zur elektroschwachen WW in den
70- er Jahren ( Weinberg)

Starke WW: Quantenchromodynamik ( nach dem Vorbild der Quantenel ektrodynamik)

GUT ( Grand unified): Vereinheitlichung der Elektroschwachen Theorie mit der starken Kernkraft +
Gravitationswechselwirkung ( nichtlinear, allgemein- rel ativistisch).

grundlegende Theorie: elektrische und magnetische Felder im Vakuum, erzeugt durch lokalisierte Ladungs- und
Stromverteilungen

elektromagnetische Felder in Materie:

freie und gebundene Ladungen in Festkorpern/ Gasen, Materie im Allgemeinen

= Zusammenfassung des Beitrags der mikroskopisch gebundenen Ladungen in phdnomenol ogischen
Materialkonstanten: Dielektrizitdtskonstante, Permeabilitét

=> phénomenol ogische Theorie elektromagnetische Felder in Materie

( Theorie der Materialkonstanten -> Quantentheorie der Festkorper, Flissigkeiten, Gase)

Stoff der Vorlesung

Elektrodynamik im Vakuum
Elektrodynamik in materie
Relativistische Formulierung

Literatur

- H.Mitter: Elektrodynamik,. besonders gute relativistisch Formulierung
- Stumpf, H.: Elektrodynamik Vieweg 1973

- J.D. Jackson

- R. Becker, Sauter: Theorie der Elektrizitét

- Landau- Lifschitz Band Il und V111

1. Elektrostatik

1.1 Coulomb- Wechselwirkung

Experimentelle Grundtatsachen

- Materie trégt alsskalare Eigenschaften Masse und el ektrische Ladung
M asse:

- Gravitations- Wechselwirkung ( Newton: 1643 - 1727 )

Kraft auf Masse My bei [, ausgelibt von Masse My bei T :



= m
Fg(z):'g T é12

n- o
8 = 2°h
7 - Tl

Wegen: g, my,m, > O wird dem Phanomen Rechnung getragen, dass Gravitation stets anziehend wirkt.

Festlegung von g durch Wahl einer willklrlichen Einheit kg fur Masse:
Nm?

kg?
schwere Masse = trage M asse:

b 1N =1K@XM

g=6,6740"

S

Coulomb- Wechselwirkung ( C. Coulomb 1736-1806)

Kraft auf Ladung Q, bei I, ausgelibt von Masse Q; bei Iy :

R = k—t2_ €
_ _ 12
-

_ - T

612 = _2 _l
|r1' Ir2|

g>0

Q1’Q2§0

0195 > 0->AbstoRung
019, <0->Anziehung

Festlegung von k durch Wahl einer willkirlichen Einheit Coulomb [C] fir die elektrische Ladung:
Nm?

k =8988x10° ——
C2

C
P Einheit des elektrischen Stromes: 1 Ampere [A] =1—
S

Bemerkungen
- jenach Wahl von k ergeben sich verschiedene Einheitssysteme ( Mal3systeme):

1. Si

System International d” Unites , seit 1.1.1978 verbindlich
m, kg, s, A -> MKSA

K

mol

cd ( Candela) -> Lichtstérke

1
historisch bedingte Schreibweise: K = ——



15 C?%&?
mit der absoluten dielektrischen Konstanten €, = 8,854 X10 12

kgnt
2. Gaul3: k=1 ( Miller) CGS- System
- %9
Fo =12
r 2
_ ~ . 1ESE =1./dyn>xm
Elektrostati sche Ladungseinheit:
1C =340%ESE
. , . g>xcm :
2 Ladungenel =e2=1ESE im Abstand r = 1cm {iben die Kraft 1dyn =1 > aufeinander aus
S

- Sehr zweckmafdig bei mikroskopischen Rechnungen, da Coulombgesetz einfacher
- unzweckméRig in der phanomenologischen Elektrodynamik, da Ladungseinheit 1ESE = 11/dyn xxm

Gute Umrechungstabellen: Vergl. Jackson

Weitere Bemerkungen

1) Das Coulombgesetz gilt bis zu Abstéanden r >10" Hem
Bei kleineren Abstanden sind quantenel ektrodynamische K orrekturen nétig

2) Diegesamte Ladung eines abgeschlossenen Systemsist konstant. Aber: Paarerzeugung von positiver und
negativer Ladung und lokale Ladungstrennung ist moglich.
3) Ladung tritt quantisiert auf:

Elementarladung: € =16 X0 Bc

1 2
Schwere Elementarteilchen ( Hadronen)sind aus Quarks mit Ladungen - 5 €oder + 5 € zusammengesetzt ,

aber Quarks wurden bisher nicht als freie Teilchen beobachtet

4) Die Ausdehnung der geladenen Elementarteilchenist <10° 13 CM. Also erfolgt die makroskopische
Beschreibung mit dem Punktladungsmodell.

1.2 Elektrisches Feld und Potenziale

Lineare Superposition ( 4. Newtonsches Prinzip) der Kréfte der Ladungen Q; bei T ,i=1,2,... auf die Ladung

q be [ :

F@ _ 1 o g -

e - a _ _2F =
e i -7 r- |

Dariber wird das el ektrische Feld definiert:

so=@__1 g Qg T-

=

qxE° F a —
s S T
Also:
=__ 1 2 QG T-f
E= a —
4o 5 |F-F|F - Tl



Warum ist die Elektrodynamik eine Feldtheorie ?

- Dieendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit von physikalischen Wechselwirkungen ( maximal mit c) ist
universell. Das Feld als Medium fur die Ubertragung physikalischer Wechselwirkungen ersetzt ein Modell
des Austauschs im Sinne einer Nahwirkung statt einem Austauschmodell.

- DasFeld E(F) ist der PHY SIKALISCHE Zustand des leeren Raumes bei T .

- Eigenstandige FELDDYNAMIK ( partielle Diffgl.) zur Beschreibung der endlich schnellen Ausbreitung (
Retardierungseffekte)
- Feld muss IMPULS, DREHIMPUL S und ENERGI E aufnehmen und abgeben kénnen.

Einheit:

Das Volt ist benannt nach A. Volta ( 1745 - 1887)

Die Messung des el ektrischen Feldes erfolgt durch Einbringung einer Probeladung:
Dabei sollte g-> 0, damit keine Ruckwirkung auf (; erfolgt.

Unter Berticksichtigung des Selbstkonsistenzproblems miisste man also schreiben:
— im 1—
En]= " ZFm
q® 0q

Das Elektrostatische Potenzial

Ni,:_ 1 -
Mit. T r3
r=|F- 7|
Laft sich schreiben:
EN=78 —s(r-7)=-RF([
_ |
4{:&) i |I‘ - T |3
— 1 o] q|
F(M=——3
doey 5 |T- T |
: : : . 1 o Gi I
Mit dem elektrostatischen Potenzial F (F) := a —— ,Einheit:1V
4pQ) i |I‘- i|

Kontinuierliche L adungsverteilung

q ® d3rr ()

a q® gd’r()
i

Mit der Ladungsdichte I (") . Diese muss beschrankt sein und O(r' e ) e>0furr ® ¥.



Eswird

Bei Verteilung von Punktladungen:

3
rM=a qd-fH=a 4O dx-x;)

i i j=1
Quellen des elektrischen Feldes:
Bei Punktladungqbei I =0P E(r) =%
oy re r

L egt man eine geschlossene Oberflache S um g, so beobachtet man einen elektrischen Kraftfluss:

\
v

Fe= Qdf_ E(F) = 43% Q di: = @ df En () alsgesch. Flachenintegral tber die

Normalkomponenten des austretenden el ektrischen Feldes

Fo= @df|E(r)| cosQ

df entspricht einem Raumwinkel dW: df % = df xr xcosQ = r 3dwW




Fo=gydf E(f)=——x dw=-
Qo E1)= 10 @ W=

Dies kann leicht auf kontinuierliche Ladungsverteilungen verallgemeinert werden:
P &g, df E(7)=Qa’rr(F)
Der FluR des elektrischen Feldes einer von S = [V eingeschl ossenen Gesamtladung

Integralform des Coulomb- Gesetzes

Der Gaul3sche | ntegralsatz

Q, df E(F)= Qd°rdivE(r) = O d’rRE(F)

wichtig: einfach zusammenhéangendes Gebiet !

p ©d3rr (r) = eOQd3rN £(r)

b eN>E(F)=r(F)

Die untere, differenzielle Form gilt deshalb, da die obere, integral Form fir beliebige VoluminaV gilt.
N >E(F) =r (F)

sagt jedoch nichts anderes als dass die Ladungen die Quellen des elektrischen Feldes sind.

Diesist allgemeingultig uns gilt insbesondere auch fur nichtstationare E(F), r (T)

Aquivalente Aussagen der Elektrostatik
1) E(T) besitzt ein skalares Potenzial E(F) =-NF (1)

\2 —r— =
2 Q dse (r) , also gerade die Arbeit, eine Ladung g=1 von 1 nach 2 zu bringen ist wegunabhéngig

3 N E(F)=0 : Das statische lektrische Feld ist wirbelfrei

Esgjlt: ~
)0 2)0 3)

Beweis 1) U 3) Stokescher Satz:
0= % E(F)= (‘p N E(F)df fur beliebige Flachen F mit einer Umrandung JIF .

1.3 Poisson- Gleichung und Greensche Funktion

E(F) =- NF () in N>E(F) = ? liefert:

— rir
DF(r)=- —( )
=)
Diesist nicht anderes als die beriihmte Poisson- Gleichung

Eine partielle DGL zur Berechnung des el ektrischen Potenzials fur eine vorgegebene Ladungsverteilung.



Die Eindeutigkeit kommt aus den Randbedingungen:

Entweder:
1) F(r) ® Oninreichend raschfir r ® ¥

oder
2) F () sei gegeben auf Flachen im Endlichen, Beispielsweise Leiteroberflachen

L6sung zu 1):

—

|T- 7]
Einsetzen in Poisson- Gleichung:

F()=—— Q 62 ) (s hioveichend resch abalfendes r (r)
4pey

DF (T)ZLDr A, d°r’ r(7) =1 ‘3d3r'Drm falls Integration und Differenziation

@ ape, @ Ir-r

vertauschbar, also Uber verschiedene K oordinaten ausgeftihrt wird.

S=r-71
Man definiere fir ein festes I, dass .
r :NS
Also
1 ~ 1 ~ 158 1. _ _~ 1
D, —— =N®s=2=-Ng 52 =- ZRss5- shg
|F- 7 e ~Sg s°s s S
N5§:3
1 1o o « 1 3.1
b D ——=->Rg-sNg—=-2+==0
|r_r-| S3 S3 S3 53
. o . _ r(p
Diesist aber ein Widerspruch zu DF (T) =- —*

Grund ist, dass die Vertauschung von D, und Q3 d 3I" sowie auch die obige Umformung nicht erlaubt ist fur
F=T1",asos=0 (Singularitét!!)

Stattdessen fir beliebige V:

R i 1 o r& . r(r)
yd3rDF (F) = 3d 3N, d3r r(r) = GauRl= N, oy, d3r
Q (7) Q Q@ |F- 7| 4pe, (83 r Qe |F- |

Nun kann man f)ﬂf_ XN, mit Qsd 3¢ vertauschen.
w
Diesist erlaubt, fallsder Integrand von Q3 d 3r’ nach der Vertauschung stetigist !:
1
|F- 7

5d3DF (F) =—— &, d%rr (F) g5ff N,

gL _ (-7
“Ir-Tl o r-FP




Somit:
N = 1 N o=\ 2f K 1 1 N o=\ 2 r_- r'
QdSrDF(r):—%dsrr(r)gdf><Nr|r__ —=. Q3d3r r(r)@lf—ls

N e
@flr-r3—odw
v

aber:
@jf | =0Qdw=4p, falls 71 V
@jf | —OdW 0 fals1 V
Som|t
: o 1 1
d3rDF (F) =—— ., d3rr () gyif =N =-—=d3r(
Od°rDF (1) QAT g N 0 (F)
w
Mathematisch streng gilt im Distributionen- Sinn:
1 S
ri— — :'4m<r - r)
|- ]

Mit Hilfe der delta- Distribution, die auf eine Testfunktion anzuwenden ist !

Greensche Funktion der Poisson- Gleichung

DF (1) =- ﬂ P Invertierung P F(F) = Gr (F“)
&

Mit dem Greenschen Operator G :

Eine Fourier- Transformation von DF (T) = - ﬂ b liefert - k°F =- L p
€
Man kann schreiben:
F =Gr
Gi=_1 .
ek

Die einfache Fourier- Transformierte Formvon P F (I") = Gr (r) , nur dass der Fourier- transformierte
Greens- Operator angegeben werden kann.

Die Rucktransformation 16st dann die Poiisson-gleichung:
P F(F)=0d%G(F- F)r(F)
Esqgilt:

A, 1,
D,G(F- F)=-—d(r- )

€

Das heift, die Greensfunktion ist eine Lésung der Poissongleichung fiir eine Punktladung g=1an [ :
Insbesondere bei speziellen Randbedingungen

lim
F(r)=0
r® ¥ ")



ist die Greensfunktion dann:

G(f-r1r -1 1,
4pey |T- T

Denn

DrG=Di _1_,=-i (F- )
oy [T-T] &

Fir eine beliebige Ladungsverteilung I ist also die Losung der Poissongleichung

¥ 1 r(M)
"O=0 peir- T

lim
wobei die Identitét insgesamt nur fir die Randbedingungen ® v F (F) = Ogilt, ansonsten ist G durch die
r

=, (- FIr(rd

andern Randbdingungen festgelegt.

1.4 Elektrische M ultipolentwicklung

Betrachtet man raumlich begrenzte Ladungsverteilungen_t () in der Nahe des Ursprungs ™ = 0, so kann
¥ 1 r(fM) 43
4pey |F- T

man sich Gedanken machen um das asymptotische Verhalten von F () =

re ¥:
Methode: Der Integrand wird als Taylorreihe entwickelt fir r >>r":

_ _,_3‘ (-1)I =&\~
Gr-m=a =) e
=0
Also
¥ £ (-1 N
F(r)=¢, G- )r(f)d=a (S “1) oder (PN, ) () ()
=0
explizit fur unsere Situation:
G(N) = ———
4pey |T'|
1
1 o\ 2 24 2
—— :( - 2rr’cos] + 1’ ) 2 :—91 oL cosJ+g—— -
|F- T rg erg

Wobei J den Winkel zwischen I und I bezeichnet.

Betrachtet man die hierbei entstehende Reihe, diefir r'<r und |COSJ| = |X| <1konvergiert, so definiert diese

Reihe gerade die sogenannten K ugelfunktionen ( Legendre- Polynome): B, (X) :

1

262 ¥ :
G2 x+ B2 8 Elpi
& I efrey; |pelo

10



Also sind die Legendre- Polynome gerade definiert Uber ihre Eigenschaft, al's Entwicklungsfunktionen einer
& 0

Potenzreihe ( Taylorreihe) multipliziert mit ¢—= in jeweils|-ter Ordnung die Funktion
elrg

1
1 % 25 2
—— =-01- 2 cosJ +€i— T st

[F-7] r erg
Also
10
R()=—9—(1 ax+12) 22
gt 5
Insbesondere folgt damit:
10
R60=1ET - 2+ 2) 2"
gt 5
und speziell:
Po(x) =1
P.(X) =x = cosJ

P>(X) =%(3><2 - 1) ——%(3COS J +1)
Also:

1 14 ¥ @ 1 _
F(r)—ﬁ?@ 3 r((F )a gT;JP(COSJ)_E?o er 1
Mit
Q =(‘i d*rr' r (7R (cosd) ds2- ol

Die Multipolentwicklung ( Entwicklung nach 2'- Polen) entspricht also einer Entwicklung ach Potenzen vonr !!
Fir stark lokalisierte Ladungsverteilungen ( r <<r) konvergiert die Reihe jedoch sehr schnell !

Man erhélt sehr schnelle Konvergenz fiir dezentrale Ladungsverteilungen, wenn man fr

- Punktladungen bis zum Monopol entwickelt

- Ladungsverteilungen entlang einer Geraden biszum Dipol entwickelt
- Ladungsverteilungen in einem Rechteck bis zum Quadrupol entwickelt usw...

=0
FOm = 1
Ipey 1
¥
Q = @ d3rr (") sogenannter Monopol ( die Gesamtladung).

Der Monopol entspricht dem Feld einer Gesamtladung, die im Ursprung zentriert ist. Er fallt am langsamsten ab,
die Ladungsverteilung wirkt in grof3er Entfernung wie eine Punktladung

1=1:

F(l)(r_)— 1 px

dpey 13

1



¥ B ey pxr
= dor'r(r)rcosd =—
Q =0, -
Mit dem Dipolmoment

— \¥ 3.~ —r\—
=Q, d=rr(r)r

1
Das Dipolpotenzial félt also ~ —Zab.
r

Das Dipolmoment ist der wichtigste Term fir insgesamt neutrale K érper (QO =0).

Beispiel: 2 Punktladungen g.-q bei I,T5:

p=dq(n-n)=ga

Feld desDipolpotenzials:

1 T pgX 1 é3X; Xpy XX P
E =- k3xk kqu|3<

doeg % r 4pey & 15 r

o Y anig

b E(r) :é%[ﬂﬁ 7)r - 12p]

Im Fernfeld fir r gegen unendlich gilt damit:

_ 1
p E(r)~r—3
1=2:
F@Om=_1 @
") 4pg, r3

o rF 20

T 22

1 3
ror o

1 ¥ , ¥ .
Q, ZEQ‘ d3rr (F)r 2(3003 J- 1) 0, d3rr (F )g

N I

¥ r”i:xk'xkx(x,
ror r2
IDQz— 0¥C|rlf(f)(3xkx|'r dkl)

Dieses Obj ekt ist jedoch ein Tensor zweiter Stufe. Demnach erhalten wir einen Tenor zweiter Stufe als
Quadrupolmoment:

1
QzZPQm

¥ e —_— 4 4 —_
0, d3r(F )(3Xk X-T 2dkl):QkI

Qq istein spurfreier und symmetrischer Tensor:

53. Qi = a Q¥ d%rr (F )(3x| X “):8; d3r’r(r’)(3r”2-3r”2):0
i=1 i=1

Diesist jedoch gerade damit gleichbedeutend, dass eine orthogonale Transformation auf Diagonalform existiert:

Qk| =0far k11l
Q1 + Qg + Q33 =0



Somit existieren nur noch 2 unabhéngige Komponenten des Quadrupolmoments. Der Rest ergibt sich durch die

Spurfreiheit !

Fir das Potenzial ergibt sich:

1 1
FOF) = ——Qux X =
4pey 205 T

Beispiel: 2 entgegengesetzte Dipole;

N

=
(6}

—

1.5 Dieelektrostatische Feldenergie

F(7) =qE(r) =- aNF(F)

b V({)=F(F)

ist die potenzielle Energie ! einer Ladung im Feld E ()
Also:

Kraft

ist die Energie der Ladung (]; an Tjim Feld der Ladung qjanr;. (Inihrem Potenzial)
Die gesamte potenzielle Energie eines Systems von Ladungen g1.... ergibt sich demnach durch Summation:

1 1 4iqj
WEA Wt ged
[l Ljo ]
it] it
und bei einer kontinuierlichen Ladungsverteilung:
w=2grmrnddr=—1 g d¥rg a3 DT)
2 8pey |F- 7|
W :%(‘)F (F)r (F)d>r
Mit 1 (1) = N >E
folgt:
& N AR EAS = &
=—q,F (MNxEd°r =—
> QF @) )

> D

3 RA{F (DE)a*r - g (NF (7)) Ear

13



Mit Hilfe des Gauf3schen Satz folgt dann:

_80 6 (= BN 4 & B2
=29 (F (r)E)df + QE (Mdry
"™ (F(nE)=0
re ¥

dadie GroRRen ~ 1/3 bzw. 1/r2 gehen

Also:

W = @% E2(r)d’r = g, drw(r)

Somit folgt fur die Energiedichte des el ektromagnetischen Feldes:

w(r) =2 E*(7)

Die Selbstenergie einer Punktladung ergibt sich zu

EOl= s
4peyr
.2
L _&®q 01
=7 4pey g 14

und die Gesamtenergie ist folglich:
¥

2
a3 = 02 g 9 2. 1
W=gnd rw(r)-;g—éj 4p(ar dr—4

r

=< ® ¥
r SrHo

Diesdivergiert jedoch !

1 ¥ 1 _éaw
7 )

Beim Ubergang von Punktladungen zu kontinuierlichen Ladungsverteilungen wird i 1 | nicht mehr

ausgeschlossen. Das bededutet, zusétzlich zur Wechselwirkungsenergie wird die Energie berticksichtigt, die
Zum Aufbau der Punktladung durch Zusammenfuhrung aus dem Unendlichen bendétigt wird, mitgenommen.

Diesist jedoch bei einer Punktladung unendlich viel. Also ist der begriff der P8unktladung in einem
Widerspruch zum feldtheoretischen Begriff der Energiedichte ( wen wunderts ?)

1.6 L eiter in der Elektrostatik

Elektrischer Leiter = Materie, mit quasi frei beweglichen Elektronen. Ein elektrisches Feld im Inneren eines
Leiters Ubt dann eine Kraft auf die frei beweglichen Elektronen aus:

F(r)=dE(N)
® ©
E E

14



Dadurch werden die Ladungen verschoben.

Esfolgt, dass ein kompensierendes Feld E”(F") aufgebaut wird, bis F =0, also E- E = 0:

Anfangssituation:

E ey
I N L N
Endsituation:
Infuenzladungen
E E
E N 5

Flr das Innere des L eitersfolgt:

EI’GS(F) = o
E®M=-NF{F)=0
P F(F) =const

im Inneren des Leiters.

Man sagt: die Leiteroberflache ist eine sogenannte Aquipotenzialflache !

Allgemein gilt:
E(N)"F (7) = const

Somit steht das elektrische Feld immer senkrecht auf der Leiteroberflache !
Vor allem beim Ubergang zwischen einem Leiter und dem Vakuum !

Allgemein gilt:

N XE(F) = r (T)
Hier:

E(F)=0

b r(f)=0

Das heif3t: es existieren keine elektrischen Ladungen im Inneren eine L eiters!

15



Flachenladungsdichte
auf Leiteroberflachen:

E(x) ) 4

»

1T g
/7K ;ﬂ/ﬁ@\///}

ede3rN <E(F) = ©d3rr M=q, df E()
V =df xDs

Mit

df ® 0

Ds® 0

folgt:

q/df_ E(r)® dinxE
nxE =E,da

M Normalenvektor i1 || E
Also:

Qd3rr(r)® dfr (F)Ds

r(NbDs=s (")
= Fachenladungsdichte !!

Also gilt fur das elektrische Feld auf der Leiteroberflache:
Od 3rr (F) ® dfr (F)Ds

1
E(f)=—s(M)Nn

S

Allgemein gilt fir Flachenladungen:

16



En*

En’

En"- En= is (9

Lo o =1
Man bezeichnet EN""- EN’ als Flachendivergenz analog zur "Volumendivergenz® N XE =—r (T)

Diesist ein Sprung der Normalkomponente von E beim Durchgang durch eine geladene Fléache

Die Tangentialkompoente von E dagegen ist stetig beim Durchgang durch geladene Flachen

Beweis:
Ft dl
— | | dh
— [ \\ ]
Et

b (Ef- Ef)d =0
b Et-Et=0

En"- En= is (9



Randwertaufgaben der Elektrostatik mit L eitern

1. Grundaufgabe:

Gegeben sind Leiter L, mit den Oberflachen S, @& =1,2,..,n, die auf den Potenzialen F , liegen.
Die Raumladungsdichte im AuRenraum V ist I (T) .

Gesucht ist F () al's Lésung der Poissongleichung DF () = - 1 r(r)
S0

zu den gegebenen Randbedingungen

F(F) |Sa :Fa
M E@m=0
r® ¥ -

auRerdem: Gesamtladungen Qj auf den Leitern.

Diesist dasDirichletsche Randwertproblem
Beispiel: 2 Leiterschleifen mit Potenzial Phil/ Phi 2 auf den Oberfléchen S1 und S2, die im Auf3enraum V mit

der Ladungsdichte r () liegen.

Formale L 8sung:
n — o~
F(N=Qd¥ G- rr(F)+eaFag, oN.GF-T)
a=
Dabi ist die Greensche Funktion G(F - ) die Losung von DG(F - ) = - id(F - T') zuden
&

Randbedingungen
G(F-7) |isa =0
rv
M G(r-r)=0
r® ¥

Somit ist G(F - F’) das Potenzial am Ort T einer Punktladung am Ort .
Beweis:

Ausdem Gaul3schen Satz

o df 7 =Q) d3rN v
folgt mi~ttels der Funktion

V=)Ny:

q/df_>(j Ny )=Qd°rRixj Ry )= §d°rNj Ry +j Dy
V=yNj

q/df_ {yNj )= Qd3rNj Ny +yDj

Also:

Greenscher Satz:

&, i Ry -yRij )= Qd% by - yoj

18



Nun kann man einsetzen:

i(F)=c6(-1)
y (F)=F()
v={s
Bleibt zau_;eigen:

DF (M) =- = b
S0

F()= 9d%6(r- F)r(r) v A Fag, & G(r-r)

a=l1
§, o F (DN, G(T - 7)- §, dF>6(r - 7N, F(r)_-igcd:"rF(r)d( F)- d*rG(r - r)r(r—)g
q/df_XG(r FN,F()=0 wegen G| ., =0
GAXF (- 7)=F (M)
af

Y

v

i

Fiir q/df' F (AN, G(F - F) setzenwir - e df xF (PN, G(F - 7)
Dies fiihrt deshalb zu einem Vorzeichenwechsel, da df stets nach aufen zeigt .

Also:

F(r)=QadrG(r- T )()+q)aFa0df><NG( )

a=1 XA
Zeige:
n
F()=Qd% G- r)r(F)+ed Fag, dFNGF-7)

a=l
1
b DF(F)=-—r
€

im Inneren von V und
F(r) |Sa =F ., erfiillt also die Randbedingungen.
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n
D,F ()= OdSrDrfG(F- F)r(F)+ed Fa gydf N, DG - )

a=1 S
D,G(F- F)=- —dff- )
&

d(F- F)=0,darl Sa,F1 V- 1V

n
P ed Fa¢yd *N,D G- 7)=0

a=1 S
DF ()= yu¥D G(r - P (r)=- g ol - F)r (r)=- ()

S €

Dabei

n
& é Fa. odf N, Dr'G(r_ - r_') asAnteil der Losung, die die homogene Poissongleichung | 6sen, ohne
a=l XA
Ladungsdichte

Q d3rDrfG(r_ - F’) r (F) dagegen |6st gerade die inhomogene Poisson- Gleichung

Randbedingungen:

n ra ) —_ —_—
F(F) g = QUG- 7) |+ gr(+ed Fa df NGF-T) |

G(r-r) |qqr(r)=0 :

X £ A — — AN T —\ K] —_ e

P F()|1q =®aFa df NG -T) | g =-eQ, dof F(ONG(F-T) | g,
a=l A

Auch hier: Vorzeichenwechsel, da df nach auf3en zeigt:

df

8V
5

Das Innere der Ellipseist die Leiterflache, dievom Leiter L, eingeschlossene Flache .
Mit dem Gauf3schen Satz folgt:



F(M) |4 o =-&Q, df = (NN, G(F- 7) | o
=-eog), WGl -T) [ g, >NrF(F)+Qd3r(F(F) |1 g DG~ 7)- G- 7) |1 o Dy F(r))“

GF-7) | 1q =0

p F(r)|_»|Sb ngr(F(r) |F"|SbDrG(r__ r_’)) Q é r Sbaaé r-

:Qd?’r(F(r—) |+ &, d(F - r)):F(r') e =Fob

Ladung:
Q= gyifs =e, gyifi xE
sa sa
dfft = df
P Q=e, ¢y XE =-e, ¢yif NF

Sa
Konstruktion der Greenschen Funktion

Fir Leiteroberflachen mit hoher Symmetrie bietet sich die Methode der Bildladungen an'! (

Spiegelladungsmethode).
Dabei wahlt man einefiktive Bildladung g bei T~ im Leiter, so dass das Potenzial beider Ladungen auf der

L eiteroberfléche verschwindet: g'=-q

. 121 1 0
O el s

I
W
N\

N\ AR NNN
i
\\‘\
\ AY
LR
-

r\',/'up

._\gr\’(
\\
!

2. Grundaufgabe

Gegeben: Gegeben sind Leiter L, mit den Oberflachen S, & =1,2,..,n, diemit Q, geladen sind.
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Die Raumladungsdichte im AuRenraum V ist 1 () .
Gesucht:

_ 1
Gesucht ist F () al's Lésung der Poissongleichung DF (T) =- —r ()
&
und F , .
Ldsung:

Das Problem kann auf die erste Grundaufgabe zurtickgefihrt werden durch Ausnutzung eines Zusammenhangs
zwischen F 4 und Qy :

Esgilt:
J

Qa -a Cabe a=1.,n
b=1

Mit den K apazitatskoeffizienten C,y, .

Beweis:

Qa =-% ©df>&”:(r_)
S

D, G(r - r‘)=-éd(r-r)=o fur 71 L, 7TV,
& pdf N, ¢df N G- 7)=-Cy
S, S

Aus der Symmetrie

G(r- r)=6(r-r)

-y =6(r- 1)
was aus der Greenschen Formel folgt mit ~ L
j =G(F-r)
folgt
Cab = Cba

Einheit der Kapazitét ist
1F = 1E =1Farad
\%

nach M. Faraday , 1791-1867

Betrachte speziell einen einzelnen Leiter mit Potenzial F | :
Fur die Kapazitét des Leiters gilt dann:



Beispiel: Plattenkondensator:

Zwei Kondensatorplatten befinden sich auf dem Potenzial F 1,F 5:

P1 B2

Q1= Q2=-Q

x1 x2 i

\
-
Esgilt:

Q =CyF 1 +CoF
Q =CxF1+CxF,
Cp=Cy =C

l« 2Symmetrie

P Cj1=C,=C

Flache F

Speziafall: Q1+Q2=0

b Q=CF,+CF,

- Q=CF,+CF,

b 0=(C+C)(F,+F,)b C=-C=—2
F,-F,

Das E-Feld existiert fast nur zwischen den Platten
Also:

S :%:eoE:const. (2

P F(X)=-Ex+Fj

P Fi-Fo=E(x-X) 3

(X - Xp) =

pc=-c=—2 -9_-oF



Betrachten wir nun die Ldsung der zweiten Grundaufgabe:

Cip = Cpg ist eine positiv definite Matrix und damit nicht singul&r. Also kénnen wir die Inverse suchen:

n
-8 -1
Fa _a.Cab Qb
b=1

Eingesetzt in die Losung der ersten Grundaufgabe liefert dies F () fiir gegebene Qy, , I (T)
Damit ist dann die zweite Grundaufgabe gel st !

Ener gie des Feldes im AulRenraum;

fur r(r) =0:

_® 43, /Eren2
W = > Qd r(E(r))
Betrachten wir nun eine differenzielle Anderung der Randbedingungen auf den La :
Q ® Q +d,
F,®F, +dF,

Ldsung

F(N® F(r)+d- ()

Raumliche Anordnung ungeandert ermdglicht die Vertauschung von
d,N:

DF(r)=0pb DdF () =0 inV ( AuRenraum)
E(N)=-NF(f)P dE(T) =- NdF (7)

b dw :%QdSr(ZE(r‘)CE(F)) = -eOOd3r(NF (F)E (7))
(NF (F)E(P) = N(F (NE())- F (HNE(T)

N>cE (F) =dNxE(F) =0,dar =0

im AuRenraum !

b oW =-e0(‘)d3rN(F (FXE(M) =2 pf(FHEM)
Als Umformung mit dem Gauf3schen Satz =

Auch hier: Vorzeichenwechsel, dadf an allen Sa in den Auf3enraum nach auf3en zeigt:

df

oV

-
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Wegen F () |Sa =F,

p dN:eOé Fa (‘)df_CE(r_):é. Fad,
a S a

n
Mit Q, =8 C.pFp a=1..n
b=1

n n
P dV=eg F, )dfE[) =4 Fadad CapFp = & FaCanFy
b=1

a Y a a,b=1
iy 1} 8 ! fi
a I:aCabCFb _E_I_ a I:beaCFa ta I:aCabd:b)/
a,b=1 tab=1 a,b=1
Cha =Cap
1 n 3 1 n P
b aw =2 A Cu{FoaF, +Fao|:b}:o|}E 2 CapFaFpy
a,b=1 t<ab=l b
Damit ist jedoch die Feldenergie gefunden a's
t1 & f
WzllE : CabFany
1 “a,b=1 I;)

2. Stationar e Strome und M agnetfeld

2.1 Kontinuitatsgleichung

Bewegte Ladungen entsprechen elektrischem Strom |

Experimentelle Erfahrung: Die Ladung bleibt erhalten:

Q)= d°rr (F.1)

Damit folgt ein globaler Erhaltungssatz:

d d 3,
—Qt)=—@ d°rr(r,t)=- ipd
OltQ() o) (r,1) ﬂg)

=
R

=

rdv r|\Vdt|df [cosa o

rov _rhioidlsa_ o
dt dt

Also gerade die Ladung, diedurch df pro zeit ausV herausstromt

d
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Ails eine lokale GroRe findet man die el ektrische Stromdichte:
J(F0) = r(F,Hv(r,1)

b %Q d’rr (F.t) =- fj(F.t) =- §d rRIx](F.t) (Gam) fur dllevoluminaV (einfach

w
zusammenhangend)

Somit folgt die Kontinuitatsgleichung als LOKALER Erhaltungssatz:

p %r (F,t) +N xj(F,t) =0

Speziell bei stationdren Ladungsverteilungen gilt die Divergenzfreiheit des Stroms:

N xj(r,t) =0

Aber : nattrlich muss deswegen nicht j_(r‘, t) = Ogelten. Der Strom muss raumlich lediglich stationér sein !

2.2 Magnetische I nduktion

Experimentelle Erfahrung:

Es existieren Wechselwirkungen zwischen den Ladungen: Eine Kraft wirkt auf Ladungen g, die sich mit v
bewegen:

F=qv" B()
Die sogenannte Lorentz- Kraft !
B (") ist die magnetische Induktion am Ort T, die erzeugt wird von den anderen L adungen mit einer

zugeordneten Stromdichte | (7).

Die Erzeugung dieser Magnetischen Induktion erfolgt gemard des Ampereschen Gesetzes:

-
BN =—"0d¥i(MN) ——
4p O |r - T |
D_ies IéuE vollig analog zur Coulomb- Wechselwirkung in der Elektrostatik:
F =qE(F)
1 . il
E(F)=——d rr(r)
4pe, O T
Die Einheiten im SI- System lauten:
2
[B]:lNS: ]kgm * S :]_\/i:]_T
Cm Cs? m? m?

o L -6 VS o . . .
Mit diesen Einheiten ist dann N3 =1,26X10 A_ festgelegt, wie die Diel ektrizitétskonstante jedoch frei
m

wahlbar !!
Die magnetische Induktion beschreibt keine neue, von der Coulomb- Wechselwirkung unabhéngige WW: Man
betrachte dazu lediglich die Transformation auf das |okale Ruhesystem einer bewegten Ladung:

Im Gaufd System:
=37 B(r)
C
- . 3e, T-T
B == d*j(F) ——
-7
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Die Kraft zwischen 2 stromdur chflossenen L eitern:

e e
I
Betrachten wir zwei infinit. dinne Leiter L, L", die mit konstanten Stromen | und |~ durchflossen werden:
Der Strom durch L”:
j(F)d3r=rd3v= %rd%'dr

ird?’r’:l’
dt

P j(7)d% =1drF
Somit folgt das Biot- Savartsche Gesetz fir unendlich lange Leiter L:

Die magnetische Induktion ist gerade:
B()="01'g dF ——
% r-l

Die Kraft auf eine Ladung im Volumenelement d® von L ist damit gerade:
df =rv" B(f)d3 =] Bd3r=IdF B

Also:
— s\ — 7 N\ —rr F' r
F :E -

Diesist dann die gesamte Kraft von L” auf L

mit
dr* (dr” (7 - 7)) = (or(F - 7))or - (drdr)(7 - 7)
und
FoF |L- Ende

) F———=- —— =0
© |F_ F'|3 |I’ T ||L ANfang
( Der Leiter ist entweder geschlossen oder die Enden liegen im Unendlichen)
folgt:
— r- r
F=—1'Q) O (dfd7)———=

p Q0 ( )|r- F°

fur paralele Strome:

27



ldrl"dir>0 folgt Anziehung
fUr antiparallele Strome;
|dr1"dir < O dagegen AbstoRung

Man sieht auRerdem das dritte Newtonsche Gesetz:
F«

dr « df

| « |7

Somit:

F « -F (actiogleich reactio)

2.3 Die magnetostatischen feldgleichungen:

Sie gelten auch in quasistaischer Naherung: Die zeitliche Anderung muss viel kleiner sein als die raumliche !!

Mit dem Vektorpotenzial

N G
AP (U]
4p

Welches nicht eindeutig ist, sondern beliebig geman K(r‘) ® A+NY umgeei cht werden kann.
(Y () beliebig méglich, da N” NY = 0)

Mit diesem Vektorpotenzial also kann man schreiben:

I S o I (1)
B =rotA(F) =N~ — dor—=
M=N""q

-
Beweis: )
- My 3.0 _my 3 1o
rotA(fn=N"— dc°r =— d°r'N f
=R o @ O =4 & 4N 1O
~ 1 r-r
Nr_ | — 3
|I’-r r-T
P rotA(r) =22 @), d ()’ r‘—fs —B(n)
4P F- 7

Folgende Aussagen sind &quivalent:
Es existiert ein Vektorpotenzial mit

B =rotA(r)

U

divB =0

Beweis:

div(rotA()) =0

es gibt keine Quellen der magnetischen Induktion ( es existieren keine "magnetischen Ladungen".

Aber: Magnetische Monopole wurden 1936 von Dirac postuliert, um die Quantelung der Ladung zu erkléren. (

aus der quantenmechanischen Quantisierung des Drehimpulses!)
Dies wurde durch die vereinheitlichte Feldtheori4e wieder aufgenommen !

Es wurden extrem schwere magnetische Monopole postuliert, die beim Urknall in den ersten 10 3 Serzeugt
worden sein sollen.

Sehr umstritten ist ein angeblicher experimenteller Nachweis von 1982 ( Spektrum der Wissenschaft, Juni 1982,
S. 78 ff.)
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Der Zusammenhang zwischen

B(M) undj(7):
K- B() =N" (N A)) = N(N xA(T))- DA(T)
Gomm B s g3 () My 3 2O _m . 3 N
NxA[M) =Nx—=@, dr=—==—20, d°rN ——T=— dor j(r)N, x——
p® " T % T g 4 Tl
er%:'mrx%
IF- 7 -7
AN\ — rrd N 3 'é"’ aJ_(r,)g 1 N TV
P NxA(M)=-—0, dréN, c——=7+—— xj(r)a
P® A g
N, XI(F’):-%r =0
SRy . M 43R 1) 9
b RxA(M)=--28& d3N. :
A= @ T F- 75

Wobei die verwendete K ontinuitétsglei chung natrlich nur fir statische Ladungsverteilungen gilt !

Im Allgemeinen Fall gilt dagegen:

®j([) 0 \ (7
_J( l: lﬂgs d% _( f)
Frlp wap ® T

b R xA(F) =-%Q3 a3,

m. 3.1y _ .

- _&j(F) 0 _
b A =- B ga3Fl) 2 me Trry
4 IF- 7 qIt
Mit dem Gaul3schen Satz.
Wenn das Potenzial jedoch ins unendliche hinreichend rasch abféllt, so gilt:

. 3229
a3fed) x-¢g
5 @-Wa
Also:

Nﬂ«h-m%%Fmo
Also:
N(N xA(F) ) = Ter
(7)) = mey £ E(D)
Auf der anderen Seite ergibt sich ganz einfach

— . ., ()06 . e &1 0
DA =48 & 4°r D, ”):%%@d%mﬂx|rrg
%] - a



Also:
N B =N(R4AM)- DAM = mi(r) + ey 3 E(T.0)
Far stitionére Str('j_me, die gerade bei stationdren Ladungsverteilungen vorliegen, folgt:
N™ B(F) =mj(F)
1=,
—E(r,t)=0
Mo it (F.t)

Diesist die differenzielle Form des Ampereschen Gesetzes
Die Strome sind die Wirbel der magnetischen Induktion !!

Integration tiber eine Flache F mit Rand J[F liefert dieIntgralform:
Odf K” B() = ) dsB(7) = Odf ¥ j(7) = m
1F
&) dsB() = m|
F

Mit dem Satz von Stokes
Das sogenannte Durchflutungsgesetz !

Zusammenfassung:

M agnetostatik:

divB=0U B =rotA (quellenfreiheit)
rotB=mj(r) U gdsxB =yl

IF
P DA=-mj(r)
Gilt jedoch nur im Falle der Coulomb- Eichung:
N xA =0
Dies geschieht durch die Umeichung

A()® A+NY

N"AFM®N A+N" NY

N°NY =obp N AM)® N” A

p R (R A()=R" BF) =]
N (K- A @) =R(R =& (r))- DA (1)

Elektrostatik:

rotE =00 E =-NF (Wirbelfreiheit)

eN>E =r

0 e N E = Q differenzielle Form/ integrale Form
v

P DF =- ir (I’_) ( Poissongleichung)
e



M agnetische M ultipole ( stationar)

i)
r-

mit den Randbedingungen  A(7) ® Ofir r-> unendlich

Ausgangspunktist A(F) = % Q3 d3r

Taylorentwicklung nach ﬁ von analog zum elektrischen Fall:
r-r

Die Stromverteilung | (7) sei stationar fiir r >>1”

1 1 1
==+ —(rX’)+
F-F| r+r (r )

Ay = 8 N 43T m 437 .

A(r)—ﬂ% d°r J(r’)+4pr3 Q. T rr)+..

Monopol- Term

Mit . e

N4 7)) = % ([ x70)+ T AN %)

Im stationéren Fall folgt aus der Kontinuitatsgleichung:

Nr' xj(f)=0

Ry {§x 7)) = T6) {Nx ) = 50 = i

Mit N,- ><{xk’j_(r”)] = j\ folgt dann:

09 i) = 9N, i TN = ¢l [ T(7)] =0
S¥

Somit verschwindet der Monopolterm in der Theorie

Dipol- Term

mit

i) r =) (f)r=2)i- () + ()]
und mit

N D () T]= [P ) i+ 6 (7) + e (7P )R- ]
N, xj=0

b R D ()7 = () i + % ()]

Folgt:

Q d*N [Xk J] Q d3r[ jk+Xk'(ﬁ)]:0
Da

Q3 d3rN, [Xk j]— gjf [Xk J] Oweil der Strom verschwindet !

Somit g_]i bt dgr Term
(775 + ()]

keinen Beitrag zum

o I

(mit der Coulomb- Eichung N XA(F) =0)
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Also:

w13 1. 3 o .
AN=,55Q ¢ (i) T

AlsDIPOLPOTENZIAL !!

A(r) = %m' r

m==q ¢ 1)
2

das magnetische Dipolmoment !

Analog zu

dem elektrischen Dipolmoment

Die magnetische Induktion des Dipolmomentes ergibt sich als:

a:E
r3
b=r
b oliva:-sm—s>¢
-
divb =3
2
~ mx
(b)a=-3 5
=
(aN)p ==

Analog ergab sich als el ektrisches Dipolfeld:

E()= 4p:0r5[3(ﬁ>¢_)- r2p]




Beispiel: Ebene L eiterschleife L :

&
ds’
-
I
L

dof =27 ds

N| -

d3Fj(F)=ds'l
Mit | = Strom durch den Leiter
P m=_pdr(r i)

I '« o o N e
EOI‘ dS—IQ df = 1Fn
L L

Dabei ist

N die Normale auf der von L eingeschlossenen Flache F

Also: Ein Ringstrom bedingt ein magnetisches Dipolmoment M

F
T

analog: 2 Punktladungen bedingen ein elektrisches Dipolmoment P = ga , welches von der positiven zur

negativen Ladung zeigt.

Bewegte L adungen
N Teilchen mit den Massen mi und den Ladungen qi bewegen sich.

Dabei sei die spezifische Ladung



Das magnetische Dipolmoment betrégt:

< s - 1o - 1o ; 1o
0 (i) =24 o dTedr-r)==8 qr v =8 Lmr v
2t 2¢ 2¢ 2% m
9 _9
m m
b m=—1[
2m

Mit dem Bahndrehimpuls L:
m= 9 L gilt aber auch firr starre Kérper !
2m
= Allgemeines Gesetz !
Jedoch gilt dies nicht fiir den Spin eines Elektrons!!!

—S
me

g»2

Somit ist der Spin nicht vollsténdig durch die Vorstellung von einer rotierenden Ladungsverteilung zu verstehen
!

K_raft auf eine Stromverteilung:

JE) =i (FV()

im Feld einer externen magnetischen Induktion B () :
Spurt die Lorentzkraft

F=9d i) B(M)

Talyorentwicklung liefert:

B(™) = B(M) +[(r- r)N]B(F) +.

= —g‘ d3 j(F )” B(r)+¢ d3 7)) [(F-FNB()+..
im stationaren Fall gilt W|eder.

gf) d3r’](r”)g= 0 ( keine Monopole)

Also:

F=90 d®r i) [(FN]B(M)- ¢ d% 57 [(FR,]B(F)

O 43 i) [(F)R, |B(F) =0,dagy d3rJ(F)=0
b



Man fordert:

[N, - B(M)]=0

( Das externe Feld soll keine Stromwirbel im Bereich von j (i) haben:

F=¢ d i) K [(7)B()]

1) R E)BM]=-K, [(F)8®)im)]+[[F)8mN, 5

(Vergl. S. 34)

3. Die Maxwell-Gleichungen

Ziel: Beschreibung der Dynamik der Felder

Methode: Erweiterung der elektrostatischen und magnetostatischen Feldgleichungen derart, dass allgemeine
Invarianz- Prinzipien erflllt sind !

Invarianz- Prinzipien sind / kénnen sein:

3.1 TCP- Invarianz

Zeitumkehr T: t ->t'=-t
Ladungsumkehr / Konjugation: C: Q> Q=-Q
Paritdtsumkehr P: r - > r"=-r ( fUr den Ortsvektor)

Die Zeitumkehr- Transfor mation

g .
i 2F lim _ _ E il Diese Observablen sind "gerade"
:}r,dr,a—ﬂ,m,q,r:: ﬂ,Fzm&i,E:E,F..."J 9
2 DV ® ODV q 1
f
unter T

T, ={aTAs- A=fv=T T=ro B AY
| t E

D_enn: .

F=qv' B

F1 T, VviT,,ql T,p BI T,

B=N"ANI T,

Somit folgt jedoch vollsténdige T- Invarianz der elektromagnetischen Grundgl eichungen:



Kontinuitatsgleichung:

T 4R, 5 =oll® |-
19t b

Die Gleichungen sind FORMINVARIANT !

Ladungsumkehr ( Konjugation)
C4 :={C- invariante ObservableA: CA= A}

Cy ={F.,mr.v,a}

sind gerade unter C
Ungerade unter csind:

F=qv' B

Paritatsumkehr: Raumliche Spiegelung/ I nversion

Vertauschung: rechts <-> links

%T e, eeczazw?,,m
/ .
& «\_4

V4

7 1 _61

9:" v

el

Lovks - =3

&'?&kh

Man unterscheidet:



Pr =-T1 -> polarer Vektor
und

P(ﬁ' l:_)) = (- a - E) = (5' 5) P- invariant = " axialer Vektor", sogenannter Pseudovektor !!

@

ol g
'3

2

=

0

2

SO R

=l

polar

o U o
Al \%
5
Qa

"§  axial
skalar : P(ab) =ab
seudoskalarP(WS') = - WS

Q Q
58
pe] “D-l

=]

)

1
——

P - invariante ObservableA: PA= A}

g {Skalare m,q,axialeVekioren, B}
egen

M M o
- y
O
-0 <l
(os]]

c

< QO
—_ —
0 U

ungerade Paritét dagegen:

P, :i polareVektoren, T, dr,v,a,F,E = ﬁ,] =1V, A, Pseudoskalare K xgg

o |-



P- Invarianz der Elektro- / Magnetostatik:

P:{N, " E=0l® {N,  E=0}

P{eN, E=r}® {gN, sE =r}
P:{N, B =0}® {- N, xB =0}

PV B=mj}le { N B=-mj}
P:i%r+NrXI:0§®i%r+er1’:0§

Nebenbemerkung: Gébe es magnetische Ladungen, dann wéren sie pseudoska are
Aullerdem ( Weinberge.a.) : Schwache Wechselwirkung verletzt die Paritétserhaltung!



3.2 Maxwell- Gleichungen im Vakuum

Die Forderungen an dynamische Gleichungen fiir zeitartige Felder E(T,t), B(F,t) lauten:
1) im quasistatischen Grenzfall sollen die statischen MWGI herauskommen:

N,”E=0
eN, xE-r =0
N, xB =0
N°B-mj=0

2) die Gleichungen sollen linear in E (T, t), B(T,t) sein, um das Superpositionsprinzip zu erfiillen !
Die Gleichungen sollen 1. Ordnung in t sein ( um dasKausalitétsprinzip zu erfillen !)

Dielinke Seite der Maxwellgleichungen ( oben) soll zur Zeit t=0 den Zustand fir t> 0 vollstandig festlegen !!
Somit sind

N,  E=aE+bB

N B- mj=a,E+b,B

N, xE-r=0

N, xB=0

Diessind 6 Vektorgleichungen, die E (T,t), B(T,t) fiir t> 0 festiegen und 2 skalare Gleichungen

3) Wir fordern TCP- Invarianz:

Tgoder Py P a1 =0

T,oder P, P b, =0

Also bleibt:

N,” E=bB

N B- mj=a,E
eN, xE-r =0
N, x8=0

4) Ladungserhaltung:

Ozl(eONr E-r)=gN, sE-r :EN{N’ B- mj)-r
It a,

RN B =0

a

b 2f{m])- r =0
ap

P a; =em

Unter Verwendung der Kontinuitatsgleichung !

Somit (vergl. S. 32, §2.3 folgt die Verschiebungsstromdichte Q)E



5) Lorentzkraft

F= qv’ B soll aus einem Extremal prinzip, ergo dem Hamiltonschen Prinzip ableitbar sein.
Suche also eine Lagrange- Funktion

L(r,V,t) sodassdie Lagrangegleichung

daLr,v,t)0 L(,vt) ~0

dt Ve g Xk

die nichtrel ativistische Bewegungsgleichung
mi = g|E(F,t)+V" Bt

ergibt !

Ldsung:

L :gv2 + VAT, 1) - F(7.0)]

Tatsichlich gilt
Pk :w = v, + gA, (T, t) = kanonischer Impuls
Vi
dL,v t)
—_— +q— A (Tt
@ ™ X, a3 Ak( )
Dabsei ist die Zeitableitung von A alstotales Differenzial entlang einer Bahn  zu sehen !
d L) _ ‘HAk(r t) ‘HX| ol
—_— +0 (s + + 7R & (F t
T mXy, g‘ﬂ A T mX, q(;ﬂ— Ak( )
L(r,v,t) _ (VK)- l FH
Xy eﬂxk % G
p 0= LI ILOTY |y v oL+ 08 (7.0) - gbt- (7A)- 1 F
dt v, Ty eft 2 &fxy ™ @

=, + L A )+ qgv R)A, (r,t)-ﬂi(vﬂ)ﬂwiF

é Xk a Xy

g AT, t)-—( )Q: v () &),

p O:m?+qﬁA(F,t)- q[\7’ (N’ K)]+qNF :mf_'+q8ﬂ A(F,t) + NF - [v (N A)]u

Vergleich mit der Lorentzkraft liefert:

E(F,t)=- %A(r—,t) - NF

B(F,t) =N~ A(f,t)

und:

N E(F,t)z-%ﬁl’ AF,t) - N NF
N~ A(F,t) = B(F,t)

N° NF =0

P b =-



Vollstandige ( zeitabhangige) M axwellgleichungen im Vakuum

mit den neuen FeldgroRen
D(r,t):=eyE(T,t) dielektrische Verschiebung

und
=L
My
ergibt sich:
N,” E+B=0
N, xB=0
N, xD=r
N, H-D=]
Dabei sind
N,” E+B=0
N, xB =0
Feldern E,§ beschreiben
und
N, xD =r
N,  H - D=]
und Stréme
Im Gaul3- System
~ — 1
Nr' E+-B =0
C
N, xB=0
N, xE = 4pr
N B-E=2j
C
Mit

Induktionsgesetz :

Die Maxwellgleichung

N P E = - B wird iiber eine ortsfeste Flache F ( nicht geschlossen) mit Rand fF integriert:

B(F,t) , Magnetfeld

die homogenen Gleichungen, die die Wechselwirkung einer Punktladung mit gegebenen

_ die inhomogenen Gleichungen, die Erzeugung der Felder 5, H durch gegebene Ladungen
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Wobei Differenziation und Integration genau dann vertauscht werden kann, wenn die Variablen unabhangig

sind, also die Fl&che ortsfest !

Damit folgt die integrale Form dieser Maxwellgleichung

&GSE =- LF (1)

TF Tt

F(t)=QdfB = gdsxA
1F

Der magnetische Fluf3!

Der magnetische FluR F (t) hangt nur vom Rand [F der Flacheab !

Seien F und F* zwei Flachen mit dem selben Rand, die das Volumen V einschliefen :

/
o Ja F
QdfB- . dfB= ¢dB =Qd’rN>B =0
\%
NxB =0
Die Potenzialdifferenz bei einem Umlauf um F betragt:

DF =- ©d§E Dies entspricht einer induzierten Spannung ( als Wirbelfeld)

1F
Somit folgt das

Faradaysche | nduktionsgesetz:

il
DF =—F
it "
mit dem magnetischen FluR
F

mag

4?2



Die L enzsche Regel:

..‘.....—-v'
(T

L ] - ; .
~ E
Hird~C
-— ~a—
B® E ., .
o __induziert
N " E=-B
E ® ] ~ E Ladungsverschiebung/- Bewegung
j® H
. _erzeugt
N, H=]

—

Also: H istB entgegengerichtet !

Zusammenfassung
?) dsE = - 1t F (t) Zzirkulation des elektrischen Feldes entlang einer geschlossenen Linieist gleich der
IF

zeitlichen Abnahme des eingeschl ossenen magnetischen Flusses: F () = é df B = D ds XA
1F

2

@ dfB =0 Der Nettofluss des magnetischen Feldes durch eine geschlossene Oberflacheist NULL
v



t‘) dfE = g Der FluR des elektrischen Feldes durch [V ist gleich der eingeschlossenen Ladung g
W S €o

§at.

lore

+1

oF

3.4 Energiebilanz

Die Maxwell- Gleichungen enthalten die K ontinuitétsgleichung fir die elektrische Ladung

Frage:

Enthalten die Maxwell- Gleichungen weitere Erhaltungssatze fir extensive physikalische Observablen, wie
Energie, Impuls, Drehimpuls.

( Extensiv: Additiv bei Systemzusammensetzung)

Energietransport durch das elektromagnetische Feld:

N,  E+B=0 |
N"H-D=7|€
b AR E)- EXR ﬁ)+ﬁx%§+§x%5:- [5E
AN E)- EXN” A)=R{E" A)
Axlg=1glg-Tgl 520

9t m It tg2m 4
ExI D =eyE xE = 1 g0 E20

it qt te 2 1]



Also:

T wefg =7
it

Als Kontinuitétsgleichung ( Bilanzgleichung) fir den Energietransport
mit
el —,0 —H0 1= — — —
W= Bzg+ia@iE2+:_(ExD+BxH)
fte2m g5 Mte2 g 2
Als Energiedichte des el ektromagnetischen Feldes
Remember:

Elektrostatik:

lew
2
M agnetostatik:

le.q
2

S:=E" H as Energiestromdichte des el ektromagnetischen Feldes ( Poynting- Vektor)
S =- I xE alsQuelldichte der Feldenergie ( Leistungsdichte)

IXE > 0 bedingt die Abnahme der Feldenergie bei (T,t)
j XE < O bedingt die Zunahme der Feldenergie bei (T, t)

Beispiel: Beschleunigung von Teilchen durch die Felder E, B:

Kraft auf die Ladung o F = q(E +v" B)
Kraftdichte: f =r (E+ v’ E)

Als Leistungsdichte der Felder auf die Ladungsdichte r folgt:

W=rv[E+v B)=rvE+rv(v" B)

rv(v' B)=0

p fv=rvE=]E

Das Magnetfeld leistet keine Arbeit, da die Kraft senkrecht auf die Geschwindigkeit steht

Esverbleibt die Kraftdichte, die vom Feld auf Ladungen Ubertragen wird ( sogenannte Verlustdichte der
Feldenergie)

Also ist die Feldenergie keine Erhaltungsgrofie !!

Beispiel: Ohmsches Gesetz:
s xE = I mit der konstanten LEITFAHIGKEIT S > O ( nicht wie oben Oberflachenladungsdichte)

Das Ohmsche Gesetz ist ein phédnomenol ogisches MATERIALGESETZ.
Esgilt in Metallen und Halbleitern fiir hinreichend kleine Felder E

Die Energiebilanz lautet:

%W+N>§=-S xE2 <0
Das heif3t: Es gibt stets den VERLUST von Feldenergie!



Eine Konsequenz des 2. Hauptsatz der Thermodynamik
Im Gegensatz zur Elektrodynamik ist das Ohmsche Gesetz also nicht zeitumkehrinvariant !

Das bedeutet:
t® -t

j®-]

aber

E®E

S XEZ > 0 wird dann als Joulsche W&rme im Leiter dissipiert
2. Beispiel:

Antennenstrahlung ( offenes System)

J in der metallischen Antenne ist dem Wechselfeld E auRerhalb entgegengesetzt.
Pp JE<O

P Energiegewinn des Feldes

3.5 Impulsbilanz

Aus den Maxwell Gleichungen folgt eine weitere Bilanzgleichung fir den Impulstransport durch das
elektromagnetische Feld:

15 B)=D B+D B

T
D=N"H-j
B=-NE

(=5 1=, S
bﬁ(D B) o (N B)- ] B-eE (N E)
Mittels

W
_
pral
o]
S—
11
NP
pal
—
w@|
)
—
9]
ot
SN
|

B (N B) R>8) =K% (1)

I
e
_)_ZQ_
N | [
A
66|
1
|
o<C
_)__/
N

(BxB)- BA %
B(N>B)=0
Dabei bezeichnet ( ) den Einheitstensor 1. Stufe und B A B das Tensorprodukt (dyadisches Produkt).

Aulerdem ist >i ( ) ( ) BA §g die Divergenz eines Tensors (T)zweiter Stufe.
I

In Komponenten gilt: (N XT)b =TaTay

Analog:



Dabei beschreibt
(Er + I B) den Kraftdichtefluf3, der von den Feldern auf Stréme und Ladungen Ubertragen wird

Al s Bilanzgleichung fur den Impulstransport ergibt sich:

g’+N><(F) Er+j E)

eOEAE-—BA B'-—(r)
ﬂ

g= (5' E) die Impulsdichte des Feldes.
Nach Newton gilt:

—P=
d

Q;Q_

Y5=7
Y

Esergibt sich

N 1 _ _ _ _ _ _ _
l)i(ED +BxT)- EAD- BAAY=(T)
172 "y
Alsder
IMPULSSTROMDICHTE- Tensor des Feldes ( Maxwellscher Spannungstensor)
in Komponenten;
Tap = |y =(E D +BH)- E, D, - B, A ¥
ab = %dab > EaDp - By bt\;
Diesist die Stromrichtung der b - Komponente der Impulsdichtein & - Richtung.
Eine Impulsdichte, diein eine feste Richtung weist wird somit entlang einer anderen Richtung transportiert !

tl’(T) Tya = W Energiedichte
Aulerdem ist T symmetrisch:

Tab = Tba

Die komponentenweise Darstellung der Bilanzgleichung
1 1

—Opt—Tap=-fp

ft X,

beschriebt den Impul saustausch zwischen Feld und geladenen Teilchen.

Bemerkung:

Eine analoge Bilanzgleichung gibt es fur die Drehimpulsdichte des Feldes. Sie beschreibt den
Drehimpul saustausch zwischen Feld und geladenen Teilchen !

3.6 Eichinvarianz

DieFelder E,B werden durch die Potenzidle F (T,t), K(r_,t) dargestellt.:
NF (r,

t)- —A(r t)

N Afrt)

w|
||

Dabei dréngt sich die Frage auf, welche die allgemeinste Transformation

a7



E-= NF(rt)-ﬂ—ﬂtK(rt): NF'(rt)-ﬂ—‘"t_(r—t)
B=N"A(fr,t)=R" A(F,t)

b A(F.t)=A(rt)+NG(F 1)

b -NF(r,t)- %K(r_ t)=- NF(F,t)- ﬂit(A(r_,t)+NG(r_,t))
b NE(F1)- F(F t)+ﬂ—ﬂtG(F t)2=0

mit eine véllig beliebigen Eichfunktion F(F,t).
Alle physikalischen Aussagen miisseninvariant sein! Aber nicht nur E,gsondern auch F (F,t), K(r_,t) sind
physikalisch relevant.
Somussauch @§ISA(F,t) = ( dfB(F,t) = F (7.t) erfullt sein.
F

Diesist gewahrleistet, wenn die Maxwellgleichungen erfillt sind.

Durch

= (o) 1 3

E =-NF(r,t) i AT t)

B=N" A1)

sind die homogenen Maxwellgleichungen bereits erfillt:

N°E=-N"NF(F,t)- ANVE Ar,t) =- 15
qt Iit

KB = NN~ AF ) =0



Auch die Umkehrung gilt:

NxB =0

b $A(rt)p N A(F,t)=B

N E=-1B=-R" LAF1)p N'S‘“E'+1A(rt)9=o
ft ft e 1t @

b $F(rt)p E+%K(T,t)=-NF(r,t)

Wahle nun eine Eichung derart, dass die inhomogenen Maxwellgleichungen besonders einfach werden
Ziel: Entkopplung der DGLs fuir K(F, t), F (I’_, t):

1. | orentz- Eichung:

NXK(F,t)+q)na%F(r_,t):O

Genau dadurch werden die Feldgleichungen entkoppelt:
- FOE =FORRF (F 1)+ L AR )9=- L
B e It g &
DF (1 t) + LR <A(r 1) = - -

Tt &

Was mit Hilfe der Lorentzeichung wird zu

OF (F.0)- eymy o F(F 0) = - -
t2 &

=z
P
}_i
+
el
p
X
Z

- DA
b DA(rt)- eona%T—A(rt) RERI A1)+ @ L (r1)2= - ma]
e

Was mit der Lorentz- Eichung

RA(T, 1)+ @M F(T,1) = 0

it

wird zu

_ 0 — -
DA(Ft) - Q)n@ﬂt—zA(r_’t) =-m)
Dies kann in Viererschreibweise mit dem dAlembertschen Operator # mit

2
4=p. L1
co it

zusammengefasst werden:



r
e
#A(r,t)=-m]j

Dies sind die inhomogenen Wellengleichungen fiir die Potenziale ( entkoppelt mittels Lorentz- Eichung)
Es ergibt sich im SI- System:

1

Jeors

Diesist einfach die ermittelte Ausbreitungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Wellen im Vakuum !

m
'=c=2994x08 — asLichtgeschwindigkeit
s

Coulomb- Eichung

('sogenannte Strahlungseichung):

NxA(F,t)=0

Vergleiche Kapitel 2.3 ( Magnetostatik):
Far

D=0

b N’ B =N(RxA)- DA =]
(Poissongleichung der Magnetostatik)

Zerlegung in lonagitudinale und transversale Anteile :

Allgemein kann man

_ T—
E=-NF(rt)- —A(r,t
(- LAy

in ein wirbelfreies Longitudinalfeld:
E :=-NF(F,t)

und ein quellenfreies Transversalfeld

_ |,
E. =- —AIr,t
t it (r )

zerlegen.

Tatsachlich gilt:

N"E =-N" (RF(F,t)=0
1
qt
Da B guellenfrei ist, ist B auch immer transversal:

NxE, =- —NxA(F,t)=0

KB :=R5{\" A)=0
Also:
F (T,t) ergibt die longitudinalen Felder und

K(r‘, t) dietransversalen Felder.
Merke: Felder , die Rotation eines Vektorfeldes sind ( Vektorpotenzials) sind grundsétzlich transversaler Natur.

(Divergenz verschwindet). Divergenzfelder ( als Gradienten eines Skalars) sind immer longitudinal ! ( Rotation
verschwindet).



Zerlegung der_Stromdichte;
=0t

mit ~

N"j =0

ij"t:o

Mit

—r +Nx;, +Nxj, =0

i Ji Jt

r = gN>x§

Nxj, =0

pN’é] +eolﬁ|9:
e Mt o

Aulerdem gilt nach der Definition von longitudinal:
~ T=0_
N & +e—E 2=0
e it o
Also:
&, +e01|§| 9= const
e It o

Dabeide Felder aber fir r-> 0 verschwinden folgt:

& +eo L 2=0
e Tt o

Also:
I
t &

r
€

und

_ ﬂ2 _ 5 .
DA(T 1) - eomy — A(T.t)- NERI<A(T.t) +eomg — F (F,t)2=- g ]
e

it
NxA(F,t)=0
. i _ -
Ne, —F(F,t) =
eoﬂt (r ) I
erhalten dann die Form:

DF =- L

S0

und



#K(F’t): - m

In der Coulomb- Eichung !
Also.

r
DF =- — :longitudinale Felder entsprechend der Elektrostatik

S
# A(F, t) = - nyJ; astransversale Felder entsprechend elektromagnetischen Wellen.
Das bedeutet : Die Coulombeichung ist zweckmafiig bei Strahlungsproblemen !

Sie liefert eine Poissongleichung fur F und eine Wellengleichung fiir K(r_,t).
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4. Elektromagnetische Wellen

Im statischen Fall sind die Felder E, §entkoppelt.
Im dynamischen Fall jedoch sind E, B uber den V erschiebungsstrom

1, — - -
—N" B- J=¢gE
mn

E

und Uber das | nduktionsgesetz
N“ E =-B gekoppelt!

[

G| 2

=

Dies bestimmt die Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen !

4.1 Freie Wellenausbreitungim Vakuum

Betrachte einen Raumbereich ohne Quellen:

r=0

j=0

Damit:

#F =- L r =0b #F =0
S

#A=-m]=0p #A =0

Dies sind die homogenen Wellengleichungen inLorentz- Eichung



#B=0

Allgemeine L ésung von U(r,t) =0:

u(r,t) = F(kr - vt)
mit einer beliebigen , zweifach diffbaren Funktion F(j JundV = C|IZ| ( dAlembertsche L 6sung)

Beweis:

2 .
= v 0_, ..
#F(kr-vt)=¢k?- —3F"( )=0
C" g
Nebenbemerkung: F (J ) muss nicht periodischin] sein!
Gegenbeispiel sind solitére L ésungen / solitére Wellen = Solitonen :

Fa B . N o kink ’

N > kr-wt
F{ A& | ”\Domaﬂ%
_ . 4 [ -0t

Der Wellenvektor K zei gt in Ausbreitungsrichtung:

¥ 4

L



Esgilt: Nj (F,t) =k
Die markierten Fléachen sind sogenannte Phasenfl&chen. Dies sind Fléachen konstanter Phase:

kF - vt=j (F,t) = const!
Somit ergibt sich fir ebene Wellen die Bedingung:
—& 1 - .0
k¢r - —k(vt+j )==0
2

e k o
Die Ausbreitung der Orte konstanter Phase folgt der Bedingung:
A .
r(t) —k—zk(Vt"'J )
Somit ergibt sich die Phasengeschwindigkeit

_dr(t) k. k
Vph =— ——2V =C—
dt j =const k k

=n

x| =

spezielle Losung: Harmonische Ebene Welle

u(r,t) =i (k)e' vy

mit der komplexen Amplitude

a(k)

Die lineare Superposition der Wellen ist wegen der Linearitdt moglich und lautet formal fir die allgemeine
Dispersionsrelation V (K)

u(r,t) = d3ku(k)e'«mv

Literatur: Vergleiche FK Brillouin, L. Wave propagation and group velocity
Sei

u(k) um Kgherum lokalisiert:

w
W 0

\ >k
k

&

So ergibt sich ein Wellenpaket , welches im Ortsraum lokalisiert ist !

Denn: Die Taylorentwicklung der Phase um EO ergibt



— — — — \a — 1/—- —\2/~ —
v (k) »v(k0)+(k- kO)NkV (k) |E:E0 +5(k- ko) (R )% (k) |E:|20 te
v (K) »V (o) + (K - ko 7
Diese lineare Naherung ergibt nun gerade _
U(r,t) — ei(EOI’_-V oD OdSEU(EO +E)eik(7-vgt)

E = E' ko
Diesist zu interpretieren als

(kT _ \
e'(kor vd) eine Tragerwelle mit der Phasengschwindigkeit Vph = k_o

0

ik (F-V,1)

Od 3Kl (ko + k)€ als Einhiillende, deren Maximum sich mit der Gruppengeschwindigkeit

Vg = N v (lZ) bewegt:

Wir erhalten die Dispersionsrelation V (lZ)

elektromagnetische Wellen im Vakuum: vV (IZ) = C|R| P Vv, = CE =V, = ! n

es gibt also keine Dispersion ( kein zerflielzen!)

Im Gegensatz zu el ektromagentischen Wellen in dispersiven Medien oder quantenmechanischen Materiewellen
im Vakuum !

Polarisation

Betrachte eine el elitromagneti sche Welle:

E(F,t) = Ege'k™ VY

B(F,t) = Bye' (V)

Allgemein gilt:

E (T, 1) heilkt transversal, wenn N XE (T, t) = O (quellenfrei)
b ik xE(r,t)=0pb k" E(F,t)



E(T,t) heirt longitudinal, wenn N~ E(F,t) = O (wirbelfrei)

b ik” E(F,t)=0P k| E(F,t)

Fir r = Oist wegen N XE (T, t) = Odas elektrische Feld transversal.
Wegen N xB (T, t) = Oist das magnetische Feld stetstransversal !

Weiter folgt aus:

N Ef,t)+B=0
dass die transversale Komponente des elektrischen Feldes durch die zeitliche Anderung des Magnetfel des
gegebeniist!

N Ert+B=0
b (k" - ivE)elv=0

v = C|IZ|

| =i

b §O = . Eo ::%ﬁ' EO

Ol

Folglich bilden Kk, Eq, By ein Rechtssystem !

el

Die Richtung von Re{EO, I§O} legt die Polarisation fest:

Sei K || 8- Achse, also:

el

AN

Ep = En® + Ego®,

Es =891 C

a;,d1 R

i=12

Das physikalische Feld ergibt sich zu El(rf) - Re{alel (dl+kr h t)} k! Cos(i +d1)
j =kr-vt

und
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E,(Fh) = Re{azei i )} =008 +d)
Aus

E . C
—L(F,t) = cosj cosd, - Snj snd;
y

E
—;(F,t) =cosj cosd, - snj snd,

Kann ] und somit (F,t) eliminiert werden:

B —Lsnd,- E2 gn d, =cosj sn(d, - d)
ay a2
=1 —L cosd, - E—cosd1 =dnj sn(d, - d,)
=Y a2

aE, 0 af. E, E .
b 12+22p 1‘? .8 2L 22 00q(d, - o) = sn2(d, - o)
A g azg a a2

Diesist jedoch eine Ellipsengleichung fir El, Ez:

E2

—
al

Der Feldvektor E(F, t) lauft als Funktion von | auf einer Ellipse senkrecht zu k um die Achse der
Ausbreitungsrichtung. Man spricht von elliptischer Polarisation:

m

’(riﬁ) ? = [‘r—k)b .
\/./_:4 ( i /fu‘“' +
w-iu-—'t /{"J /f;/'“

Dabei entspricht die Darstellung dem Ortsvektor T fir eine feste Zeit t oder der vorhergehenden zeit -t fur einen
festen Ort T .



Spezialfalle;
Linear polarisierte Welle:
d, =d, +np b sdn(d, - d;)=0,codd, - d;) =+1
p BB
a; a2
Diesist jedoch eine Geradengleichung:

E(F,t) = Epcosj (T,t)
mit reeller Amplitude
Eo

el

E(r,t)

al

Zirkular polarisierte Welle
al=aZ2=a

d, =d, +(2n+1)%p dn(d, - dy) = +1,cos(d, - d) =0
b E2+E,2=a?

Dies entspricht der Uberlagerung zweier linear polarisierter Wellen, die um P phasenverschoben sind !

Der Feldvektor des el ektrischen Feldes |auft auf einem Kreisum
aecos] 0

E(r0) = +dnj 4
+ 2

Je nach Vorzeichen spricht man von links- bzw. rechtszirkular polarisiertem Licht:

el

6\ Eir,t)
B
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Dabei lauft B(,t) dem E(F,1t) - Vektor um % verschoben nach bzw. voraus !

Eneragiedichte der_elektromagnetischen Welle:
E(F,t) =E, cos(kr‘ - vt)

Ey(T,t) resll: _ _ _
° B(T.t) = By coskT - vt)
mit
EO :Eﬁ, EO
Cc

Die Energiedichte ergibt sich gemal3

_Sg2, 1l g2 _Sg2, E2 - ,%0 2
2 2m 2 2mc? 2
Fir die Energiestromdichte gilt:
s=1EB
m
5=_L E (7 E)=.|®E%n=ce,E2m=own
¢ m
Also:
k

Die Energie wird mit Lichtgeschwindigkeit in Richtung N = —; transportiert

1

— 1- =
Fir ine Kugelwelle: E(T,t) =—E, cos(kr - Vt) verteilt sich die Energie auf eine Kugelschale:
r

fur die Energie in einer Kugelschale mit dem Radiusr und der Dicke dr gilt:

W(r) = 4pr 2drey E2(F 1)
Dabei kann der Exponent der Feldfunktion zeitlich gemittelt werden ( sinus?) und es ergibt sich ein Faktor 1/2:
= 2
= E
W(r) = 4pr*drgE%(r t) = 2|or2dreoi2 = const.
r

4.2 Retardierte Potenziale

Aufgabe
L 6sung der inhomogenen Wellengleichungen in Lorentz- Eichung:

zu vorgegebenen erzeugenden Quellen r (r‘, t), j(F,t) und Randbedingungen
F(r,t),AF,t)® Ofir F® ¥

M ethode: Greensche Funktion verwenden:

G(F- F,t-t)



In der Elektrodynamik:
#u(r,t)=- f(F,1)
mit

u(F,t):=F(F.t), A(F,t)

Ruick- Trafo:
esfolgt schlie¥lich:

u(F,t) = Qd%’idt’@(r‘ -t t)f(FL)
mit

#G(F- Ft-t)=-dF - F)d(t- t)

Vergleiche: Elektrostatik:

DF(F):-ér(F)

Fourier- Trafo:

A

Dl=-G

Ruck- Trafo:
esfolgt schliellich:

F(F)= Q d3rG(r- 7)r ()

mit

_ 1 1

G(r-r):—|r_rd|
1

DG(r- F)=- —d(r- 1

r-r)=-2dr-r)

Kausalitatsbedingung:

G(F-F,t-t)=0

for t<t’

Somit kann
u(r‘,t) nur von f(r',t') mitt” <t beeinflusst werden
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Fourier- Transformation:

f(Ft)=

Q.d qQédwf (g.w)e! (@)

()2

Lo

Q0% gt (. t)er (T

Ebenso:

u(r.t) =5 .9, (g w)el T

(2p)?
p #u(r_,t) = (2;)2 Qadsqidvu](ﬁ W)#el(qr wt)
#el(q_r-wt) =_&a2 W_zgei(qr wt)
c?
Aber esgilt
#u(F,) = - 5 ;)2 &40, dwf (@w)e @)
a 20, .
b éqz - A(gw) = faw)
C g
b d(qw)=— @
&, w0
éq L
C g
pé-—1
&, W29
?éq " 51
C g
Rucktransformation
i(gr- wt
u(F.t)= (21)4 Qadan‘dWa: W20Q3d3r O f(F.t)e i(@r-wt)
P éqz A
C g
| G
| |
¥y i 1 y iq(r-r’) |w(tt)I
u(r,t)= & d3r Qg at't 5, d3gQ, dw f(rt)
O N e, Wit
i AP
1 . g ¥ ig(F- ) iw(t-t) o
b (2p)4 Q3d ngdV\, ® W20 —G(r' r t-t)
éq - —< 1
C g

Dieses Integral hat jedoch 2 Polstellen im Integrationsbereich. Es kann nur durch Anwendung des Residuensatz
(komplexe Integration) gel st werden.
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Berechnung der Greens- Funktion durch komplexe I ntegration

fur W = xcqgibt es Polstellen.
Die Greensche Funktion wird eindeutig, indem der Integrationsweg um die Pole herum festgelegt wird:

I
"
-

Der obere Integrationsweg wird durch t < O charakterisiert, der untere Integrationsweg durcht > 0.
Dabei: t =t -t

Das Integral Gber den Halbkreis:

Oberer Halbkreis: t <0

w=Rxl 0f£j £p

dw = Rxe! idj

‘e-iwt‘:eRsinjt

snj >0

t <0

b lim
R® ¥

Unterer Halbkreis: t >0

eRsmj t_ 0



w=Rxel p£j E£2p
dw = R>e! idj
‘e-iwt‘zeRsinjt

snj <0
t>0
p Ilm eRsinj t — O
R® ¥
Somit verschwinden die Beitrége aus den Kreishdgen und wir kénnen flr das problematische Integral schreiben:
- iwt e - iwt - iwt
gq,t) = dw—— —UJIW —Zpla Res———
O¥ & 5 w2 0 2 WA 0 Pole & , w2 0
oty et T
%] C g 4]
( Residuensatz)

Fir t < O liegen jedoch gar keine Pole im Integrationsgebiet C

P G@,t)=0
b G(F-F,t-t)=0:=G(51t)=0
fur t<t’

Diesist die Kausalitatsbedingung.

Firt >0:

-iwt

G@t)=-20 4 Res
w=tcq C—Z(W- cq)w+cq)

Das Minuszeichen kommt daher, dass der Umlauf im mathematisch negativen Sinn erfolgt:

e¥zf (=20 § Res (2),
C Pole

falls das Ringintegral gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen wird. Hier jedoch wird esim Uhrzeigersinn
durchlaufen !

Z&E icqt .\ eicq’( 9

@,t) = 2pic”& :
& 2q -2

_ C . 3 izﬁaﬁ_icqt - gl
G(51t) = d -
NS R R T

[SHEN e



Die Auswertung der Greensfunktion muss in Kugelkoordinaten erfolgen:

d3q=qg2dgqsn JdJdj

gsS =qgscosJ
¥ -icgt _ |cqt 01 2p
G(5t) = C c‘)dqqaé—. OdCOSJequCOS] (\)dj
(2p)° - 2
Zp 0 (%% 0
. dcosJeidscos) = B . g'®
O igs
-1
X i=cq
c ! ig?'ig( 'ig?'igx id +38 |€?+_SS(U
p G(§,t):W0dX}ee Cg tog € Co _gé Cg _go € Cg;,/
22p)°s, f b

b G(st)_ﬁodx.d@ SO oF + C%

e Cg e

d§ #2920 firt >0
Cog
Also lautet das Ergebnis:

i at - t- - rlo
G(F-Tt- t)_%4p|r_r~| ¢ c o>t
1o t<t

Retardierte Greensfunktion (kausal)

Physikalische I nter pr etation

G(r- r,t- t') istdasPotenzial F (F,t), dasvon einer punktférmigen Ladungsdichte
r .

—=d(F- F)d(t- t)

e

am Punkt I zur Zeit t” erzeugt wird.

Die Eigenschaften:

- Kausdlitét
- Ausbreitung der Punktstérung als KUGEL WEL L E mit der Phasengeschwindigkeit c: |F - F’| = C( - t')



Nebenbemerkung:

Fir den Integrationsweg
A S oy

Oberer Halbkreis: t <0

Unterer Halbkreis: t >0

erhadlt man die avancierte Greensfunktion ( =0 fur t > t").
Diese beschreibt eigentlich eine einlaufende Kugelwelle, welche sich an I zur zeit t” zusammenzieht !

Mit
G(r,t) = od r'égt'—_l _dt- t- -l rl|%(r’,t’):(‘)d3r’—_l _fert- Ir- r/|§
s © s w8 s
folgt dann fir die retardierten Potenziale flr beliebige Ladungs- und Stromverteilungen
r(F,t), j(F.t)
e [r-7o
1 r(g‘r - c T
F(Ft)=——¢ d3 @
4pey © -7
& |r- r“|o
jg - c T
i+ = Fb ~ 43, a
Alr,t)=—@Q d
()= 0 %
Die retardierten Potenziale F (F,t), A(F, t) sind bestimmt durch I zu retardierten Zeiten t =t - -t .
C

Dies berlicksichtigt die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit von elektromagnetischen Wellen mit
Lichtgeschwindigkeit c.



4.3 Multipolstrahlung

N

iel:

Dieretardierten Potenziale sollen fir raumlich lokalisierte und zeitabhangige Ladungs- und Stromverteilungen
analog zu den statischen Multipolentwicklungen fir grof3e Absténde von der Quelle, also r>>r" entwickelt
werden.

Voraussetzung: L orentz- Eichung

F(F,t) + 2N =A(F,t)= 0

Somit kann aus K(r‘, t)dann F (T, t) und somit auch E(F, t) E(r‘, t) berechnet werden.

1. Naherung:
r>>a ( Ausdehnung der Quelle)

Mit

folgt:

_ My o 3.2 o r'|'g‘ My + 3-8 . | r'|i?
A(F’,t)»4pr0d rjér',t I+ 30d rjéf,t — ;(rxr“)

%]

Das heil3t, es werden nur Terme bis zur zweiten Ordnung bertcksichtigt !

2. Naherung
r-r rors
t- | »t-—+——+....
C C cr
r
- —=t
C

—

. . ) rx a
Diese Ndherung sollte gut sein, fallst >> »—

cr c
Also: Die Retardierung zum Aufpunkt r sollte wesentlich gréfier sein als dierelative Retardierung der einzelnen
Punkte der Quelle untereinander !

a~ Ausdehnung der Quelle
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t ist etwadie charakteristisch zeit fr die Anderung von J_ :

Beispielsweise: harmonische Erregung:

Die Ausdehnung der Quelle miisste also deutlich kleiner sein als die Wellenlange desabgestrahlten Lichtes!

Dann gilt:
-2, ro
— ] _ T“Qr 1t- —= — ~(—
-2 r-roe . ro rx - r r,t
Jér t- > Jor t- -2+ € Co_ (r ,t)+_—ﬂ 11(“ )
C ; C cr ro cr
e Cg

Also folgt fur das Vektorpotenzial:

A(r.t) »%c‘) a3 () + 42)3 o dr(r w)gﬁ+ icﬂltg](r',t)

Die niedrigste or5dnung verschwindet nicht, daim Gegensatz zu Paragraph § 2.4 die Divergenz des Stromes
nicht verschwindet:

NxjtoO:

l\ﬂit: _ o
Nr'(xk’j(r_”t )) = Xk,(Nr' j(l’—',t ))+ jk
mit der Kontinuitaétsgleichung:
N-j(Ft)=-r(Ft)

b R (4 T t) = i - xF(Ft)

und wegen

O a3 K- (% §(Ft))= 0 (caury

folgt dann:

O a3 R, (x J(Ft)=0=¢ d3 (i - x r(Ft)
b od’rj(Ft)=¢drFe(F.t)=p)

mit dem elektrischen Dipolmoment:
plt)=gdrrr(rt)

Somit fur die erste Ordnung:

K(l) r,t »ﬂ '6?- 19
(rt) 4pr‘pg o



Elektrische Dipolstrahlung

Interpretation: Hertzscher Dipol ( H hertz, 1857-1894)

(t) = Blto)e ™

<l ©l

-iwa%-ig .
~@) (e ) - Wy Pltg)e ¢ co _ - iwm ﬁ(to)e'(kr'\m)
A (I’,t) » = = p=

r r

Die Kugelwelle!

Bestimmung des skalaren Potenzials mit Hilfe L or entzeichung:

F(F,t)+c?N=A(F,t)=0

_ 1 ~é1_ rau _
b F(rt)=- — Napet- — 3+ F qa (7
( ) 4pey Srpg CQH stat()
F 4ot (F) = O(obda)
_ 1 ~él_ rau 1 é1 . ro 1 r
P F(r,t :-—Nupa?-— :—ﬁrpa?-—#—ma?-—
()%grgC%%ecrzgcﬂrgc
1 . ro 1
— I ata-—+~—
or ? pg cg
Lo ro 1

Grenzfélle:

1) Fernzone / Wellenzone:

r>>1 >>(a)0 kr>>10 %Vr >>1

1. w_ P
b =p~Tp>>"
Cc C r
In der Fernzoneist die Retardierung sehr wichtig !!
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Esqilt die Naherung
F(F,t) » iir_g?- LQ

fern
4oy r? é Cg

2) Nahzone: ((quasistatischer Bereich):

| >>r >>>(a)

O kr<<10 Yr<<11

C
p1b~v_vp<<£
Cc C r
Also:
- 1 1 __ ro
F(I’,t)» —Srpé?-—v
r e Cg

Dies kann man noch entwickeln nach
ﬁ(t) . dadurch entstehen Terme:
1 _. 1r_.
—p(t)- <—TPlt)
cr? r3c

Diese kompensieren sich gegenseitig.
Also:

Die Retardierung kompensiert den ﬁ(t) - Term.

Wir schreiben:

F(r.t)» ri3r—|o(t)

in guter Néherung ein instantanes Dipolpontenzial (in der Nahzoneist die Retardierung zu vernachlassigen).

Berechnung der Felder in Fernfeldnaherung

= o, = my . 1. ro_my 1é€. ro. U _alo

B(rt)=N" Af.t)» 2N =pF- L9=110 2 58 IO o o= 2

9 ( )»410 (7€ cp 4or288 cp U érlg
A 1 1léz 1o 0 2l o

E(r.t)=-RF(rt)- A(rt) =—— - &p&- L& ro r+ 029

(r.t) (r.t) ()4|oe002r33e co T T

Esgilt:

,T_m1lé re. o __1—
B(r.t) —=——apct- —= 1y r==E(rt
()f4p0r38p§0z3 C()
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Fazit:

F,E(F,t), B(F,t)

bilden fur Dipolstrahlung ein Rechtssystem, r, B und E stehen senkrecht aufeinander !
Allerdings als Ausbreitung einer freien Kugelwelle nur in der Fernzone !!

Nebenbemerkung:
In der Nahzone gilt immer noch wegen N XB(F,'[) =0, dassr und B senkrecht stehen.

Aber: das elektrische Feld hat neben der senkrechten Komponente, die zu r senkrecht steht ( transversale

Komponente) noch longitudinale Anteile ( E- parallel, die zu r paralel sind).

Poynting- Vektor (_ Energiestromdichte)

S=E A=18 E=-S8 (B r)=—S[Ex)B- %]
m r myr

(Bx)=0
p5=_% B

r
=(_ ~, —(_ rrb~,1_' ro rrblé_ rﬁ,_l] &10
B(r,t)=R" A(F,t)»—2R" Zpar- - 2=—"0 = 55&F- 12 rr+ 022
() ( )»410 & Co %rzgpg co Hogrzra

2 . 2

— _cam lé.e rp _UOT lé.eg rog UT

S= Do b Py =0 S GpF- 12y
medcr e e Cg Uyl (4p)cr*ée Cog arf

é.e o _U_j.

épg?-—+ =B r?sn?J

€é Cg U
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a=1H

0
r
Also:
=/—.\_ Py =2 1 . 2 r
Sir,t) = —9an“J—
()= gl o]
entspricht
l=1,m=0
P

Abstrahl- Charakteristik desHertzschen Dipols:
— —  -iwt
p(t) = Pee”’

2 4
[ = Pow
Stark Richtungs- und stark frequenzabhéngig !! hohere Frequenzen werden mit 4. Potenz besser abgestrahit !

Nebenbemerkung:
Die gemachte Rechnung ist eine Naherung fiir eine lineare Antenne
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M agnetische Dipol- und Quadrupolstrahlung

Die niedrigste Ordnung der Mutipolentwicklung von A(F) = % Q3 d3r (mit der Coulomb-

T
EichungN xA(F) = 0)

mit den Randbedingungen K(r‘) ® Ofur r-> unendlich verschwindet fiir eine quellenfreie Stromdichte:

Taylorentwicklung nach —_,|von analog zum elektrischen Fall:
r

-
Die Stromverteilung j (") sei stationar fir 1 >>1”
1 1 1

=—+—=(¥)+..
o

Ay = 8~ 43T My 43,7

A(r) "o @ d I‘J(F'J)+4p3 Q. AT rr)+..

Monopol- Term

Mit .. e

N3 7)) = i (R X70)+ 5 {Nx)

Im stationéren Fall folgt aus der Kontinuitatsgleichung:

N, xj(F)=0

N oxi 1) = T {N %) = idg = i

Mit N,- >{xk'T(F)] = ] folgt dann:

0d% i (M) = R Afx TM)] = gxff[x T()]=0
S¢

Somit verschwindet der Monopolterm in der Theorie.

Also: Falls

j_(r ,{) quellenfrei und damit divergenzfrei, so verschwindet die niedrigste Ordnung der Entwicklung von A:

Mit Hilfe der Kontinuitétsgleichung:

R xj( t) :-ﬂltr(r,t) =0

P pt)=¢drr=0

p AD =10 5¢)0 0
4pr

Im Herztschen Dipol existiert keine Ausstrahlung ( In der Hertzschen Dipol- Naherung)
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Beispiel: geschlossene Leiterschleife ( sogenannte Rahmenantenne):

Mit
I(t) = 1,e ™

2. Ordnung;

AD(r )= od3r(r W)§+L19](rﬂt)
é o

43 c It
Mit
(rm)j(rt) = % (rj) r+ % [(rr)7 + ()]
und

N [ () 1] = [ )i+ % () + % (PR ]
Nr,XI:-ﬂltr(r",t)

Kontinuitatsgleichung
Dannfolgt integriert:

Od r'N, [xk (F7) ]] od r[ j+(l‘]) ] Od r(FF)F ﬂltr(r”,t)
Od3rN,[x (77)i] = o(Gaun)
b &%)+ (F)r]- (‘)dsr’(W)r”ﬂltr(r”,t):O

TN S PNV S VN
P od r(FF)j(r ’t)_Szod r[r j(F ’t)]H r+20d r(Fr)r i r(F.t)

Der zweite Term rechts kann durch den Tensor des el ektrischen Quadrupol moments ausgedriickt werden ( vergl. S.
15, Elektrostatik):

Q)= gdrr(rtarAr-r2T)=q- B
20

Falls

é(t )oszilliert ('sogenannter " breathing mode"), gibt

Wl
Lhels)
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1ER YT
3é § 157

keinen Beitrag zu

E,B

= verschwindet durch Eichtrafo innerhalb der Klasse der Lorentz- Eichungen

Also
—(2) (= r 9,y . 1=,\_U
A ()= M &, L1 r+—Qft )<
()= s & oqe ) 7450
1_.,_ 1 . 1 = _ 1 = _
=8 m e T+ Q) +—5Q )
4p ér3 cr 6r 6er 2
Mit der magnetischen Dipolstrahlung
1. 1 ..,
—3m r——m r
r cr
und elektrischer Quadrupolstrahlung
1 = =
—Qft) Q)<
6r3 60r2
Die magnetische Dipolstrahlung kann mit Hilfe
—ma? ————ma? r0’r*+—2r‘riafJ o,
e Cog r e cr e Cg

schre| ben als:

AP (r,t) = S} e
) g\l czH

Die magnetische Di polﬁrahl ung



Skalares Potenzial aus der Lorentz- Eichung

2 P
lF(ri):-CZNXK(r_,t):_ mC N)@, Emgo 0
ﬂt 4o e r g

p F(r_,t) =F (F) =l=0

O.B.d.A.: Esexidtiere kein statisches Potenzial/ es wird auf Null gesetzt

Berechnung der Felder in Fernfeldnaherung:

— m é. ro, _u, _
B\l t)=——— -—X Ty T or>>1 >>a
m( ) 4pc2r3eg Cg H ( )
5 m_élze ro o
BeIQ(r’t) 2r386Q§ Co H r (I‘>>| >>a)
E=B L9
e [Ig

das elektrische Feld ergibt sich wie fir die elektrische Dipolstrahlung

Nebenbemerkung

Fir Systeme von Teilchen mit gleicher spezifischer Ladung a
m

ist

P~ R (Schwerpunkt)

und

M ~ L ( Gesamtdrehimpuls)
P p=m=0

In diesem Fall (vier gleiche Ladungenetc...) ist nur elektrische Quadrupol strahlung moglich
vergleiche ART: durch die unipolaritét der Masse existiert nur Gravitations- Quadrupolstrahlung

4.4 Wellenoptik und Beugung

Betrachte Ausbreitung elektromagnetischer Wellen bei gegebenen lokalisierten Quellen 1 (r‘, t) und j_(r‘, t) und bei

vorgegebenen Leitern L, im Vakuum:

-
P IV L @
Ouelle
\\“:‘:a YV
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Ziel
ist die Berechnung des Wellenfeldesim AufRenraum V

Anwendung: Radiowellen | =1- 10*m
Radar
Optik | =400- 800nm -> Beugung

Ruckfiuhrung auf Randwertaufgabe

L 6sung der inhomogenen Wellengleichungen in Lorentzei chung ( Potenzialgleichungen) ( vergleiche dazu 1.6 in der
Elektrostatik)

#F(F.t)=- —

#A(r,t)=-m]j

Zu vorgegebenen Ladungen und Strémen.
Gleichzeitig haben wir Randbedingungen auf L,
und schliefdlich die Kausalitatsbedingung ( Ausstrahlungsbedingung) -> Retardierung, § 4.2

Annahme: _

r(rt)=r(F)e™

i(rt)=q(re™

Dies sollte wegen Fourier- Zerlegung bei periodischer Erregung beliebiger Art grundsétzlich moglich sein.
F(F,t)=F(F)e ™

A(F,t)= A(F)e ™t

eingesetzt in die Wellengleichung

_ r & 1 720,
#E(rt)=- —=¢D- ———=FI(I,t
()= =80 e P
b |D+k? r—:-@
prckir)=- 12
k::v—v
C

Mit der Greenschen Funktion der Wellengleichung# F (F,t) =-

#G(F- Ft-t)=-d(f - F)d(t- t)

Haben wir formal sofort die allgemeine Ldsung:



F(rt)= (‘)d3r’(‘)gt’MG(F- Ft-t)= (‘)d3r’(‘sgt’me'iw"6(r- rt-t)
€o S

Somit kann die periodische Zeitabhangigkeit absepariert werden:
F(F)= o aira(r- r)r)
(F)=0drG(r- ) ~
mit
(D+k2)6(r- r)=-dr-r)
Problem:

Die Randbedingungen fur F (F), A sind im stationaren Fall nicht bekannt, sondern miissen sel bstkonsistent

bestimmt werden.
Man kann das Problem jedoch mit Hilfe des Greenschen Satzes umformulieren:

Skalare Kirchhoff- |dentitét

( eine notwendige, nicht hinreichende Bedingung fir L ésung):

Skalar: Wir beschreiben keine Polarisationseffekte I!! Alle Polarisationseffekte sind vernachlssigt. Das hat man
unter dem Begriff Skalar an dieser Stelle zu verstehen !

e W ® e s 2w ee eEm W o e sew,

-

o “."‘““""J(: e

s O n a

Weiter: Greenscher Satz:

QG Ry - YRj)=ga*( oy - YD)

Setze:
Y(F)=G(F-F)
i (n=F(r)

Dabei sei das Potenzial als Lésung angenommen:
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§, & (Glr - IRF(r)- F(IRG(r- ) =F(r)

FF)=g, of (G(F - F)NF (F)- F(FNG(F - 7))

Y,

Dabei ist F (r—') im inneren von V durch F und NF auf dem Rand festgelegt, falls die Greensfunktion

G(r- 1) bekannt ist

Freier Raum: Greensfunktion des unendlichen Raumes:

im =~
Randbedingun Glr-r)=0
g oy G 1)

= Retardierte Potenziale ( Vergl. § 4.2):

11 e [F-T|o
ofr-ri)=tzpf-r8 ¢ ' °
I 0 t <0
Somit:
G- r)=§ aclr- ra = £
r-r Q r-r,tle 4p|r__ r_,|

k::V_V
Cc

Esfolgt fir das Potenzial:

iwt T (rl)

_ iklr_- F’l ]
F(rt)=d¥ G(r- rle™ ) = gddr—=— e r(r)

r —_ —|
4p|r - T €

-1 &

beschreibt eine Uberlagerung ausl aufender Kugelwellen-> Lésung al's Entwicklung in Kugelwellen.

(Ausstrahlbedingung, Konsequenz der Kausalitét).
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Mit

R:=7F-1
lautet die Kirchhoff- | dentitét:
1 GelkR _ . elkRQ

F(rt)=—¢ df NFF F(rN, —
(R w0 &g NF() PR g
. R 167- T
== "% 9

R e Rg|r- r|

Dazu eine Grafik:

)
wu‘e/ -

Mittels df |:_—r‘| = df cosJ

und Uber Beschrankung auf Fernzone von qV , also R >> 1/k gilt

. < AIkR
F(r',t)=$quf;ﬂp( F)- ikF (F)cosd U2

&8n H
a
”
-3
by - ~
. 4{:’:":? ‘*-3""
n i X
| 4
4 o,
T-

. kR
. e
Mit der richtungsabhéngigen Amplitude g% F (F) - ikF ( )COSJ l{jund der Kugelwelle ——
n
Beides zusammen ergeben sogenannte Sekundarwellen

Insgesamt ist dies die exakte ( mathematische) Formulierung des Huygensschen Prinzips
(jeder Punkt an der Oberflache des Hindernissesist Ausgangspunkt einer Kugelwelle)
deren phasengerechte Uberlagerung ergibt dann das Wellenfeld inr



b) Greensfunktion zu Randbedingungen

G(r-r)|aw =0
Fv

P F()=- §, dF (N, G(r- 7)

Die neue Greensfunktion unterscheidet sich von der alten nur durch eine additive Ldsung g der homogenen
Wellengleichung:

§(R)= ofR)+ L&

[b+k2Jg=0
Mit Randbedingung
1 ei kR

g|ﬂV:-E R o

Beispiel fur die Konstruktion von G(ﬁ):

Ebener Schirm:

Spiegelladungsmethode:

Hinter dem Schirm wird die Halbkugel im UNENDLICHEN geschlossen.

Hinter dem ebenen Schirm wenden wir die Spiegelladungsmethode an:
1 aaeik|r- | eik|r- ™6

G- 7)=—%—— __=
4p8|r-r| F-r 5
o~ =YL R iF-71 o kR kR
P NrG(F-r):iQNre_ , e_ — = L ?lr ° - re P g
g - F-715 & R R




Dieser Gradient wurde einige Seiten vorher bereits gel Ost:

N e K- ikF-71 6 ikR kR’ &

R, G(F- 7)= L6, & AN R R
g F-F |r_-r;4p R R™ 5

1@ torr dTg om0

SR E Rf-7] R & Ror-75
Mit
R=R"

; - ; -7
dfxﬁ:'dfx_—_’w:*'dfcos\]

r-r r-r

L o~ 1 elkR 1 ..
b of N,G = df — — &k - =2cosJ
e Rg

ik|r- 7|
Nl s AV [P
F(F)= qufF(r)NrG(r ) I QdfF(r)|r__ g cosJ

A

" A —,
T~ {
5/
7
g
¥

Zur Konstruktion der Lésung miissen die Randwerte F (F)|F erraten werden.

Kirchhoffsche Ndherung

Beugung an Blenden B in einem ebenen Schirm:

Annahme:
F (T)| s = 0 Das Potenzial verschwindet auf dem Schirm ( leitender Schirm)
ei kR?
F(r)g = —~ freiecinfallende Welle > Kugelwellenin der Blende
R
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»
L)

?_‘Ra%ﬁ\feo ‘
o Z

Ro rage dabei zum Schwerpunkt der Blende

i eik|R+RQ|
F(r')=- —ndf ————cosJ
)= Q¥ —3
cosJ » const.
Der Winkel ist néherungsweise konstant fir kleine Blenden:
| <<d
R=F-1
RQ=r-7C
df =d?r
Somit:
_ i cosdy . ik|R+R?
F(r)=- 290~ g KRR
| RoRy?
cosJ » const.

im schnell oszillierenden Exponenten darf man R und RQ nicht so ohne weiteres durch Ro / RQo ersetzen !
=> typisches Naherungsverfahren in Fernfeldoptik
Grenzfélle

1) Fraunhofersche Beugung (Fernzone: | << d << R)

@_ (Qtﬁ AT, )

{1

N
I
&=
&

..%
=

N

{

Setze R=Ry +5§
R? » Ry? +2R,5



b R»Ro+a_s

Fresnelsche Beugung ( Mittelzone: | << R» d
hier: R? = P02 +2R,S +52 nicht genahert !!

Beispiel: Fraunhofersche Beugung am Spalt ( eindimensional):

Bei senkrechtem Einfall gilt: &3S =0



P F(F)=Cg), dse*es

a:=dnJ,
as=s;9nJ,
e, . d . dg
C ika— -ika=Y
b FF)=—Y%e 2-e 27
") ika & -
e
sing?(agg
F(r)=cd—&—_=%
d
ka—
2

Die Spaltfunktion, Fouriertransformierte der Rechteckfunktion ( Blende)

|Pla~ T (Feheniiah)

Wir finden Beugungsminimabei den Nullstellen des Sinus ( AulRer in der Mitte), also
: I
SnJg =Nn>x—
d

ebenso (as UBUNG !!!)
koénnen dann Beugung am Gitter und an kreisférmigen Blenden berechnet werden.

Einwurf: 1. Der holografische Prozess

1.1 Aufzeichnung und Rekonstruktion

Lichtintensitét einer Lichtwelle:
I (X’ y) :| O(X’ y) |2 = O(X! y) - O* (X! y)
Phaseninformationen gehen verloren
Idee: Phaseninfo durch Interferenz aufzeichnen
L 6sung mittels eines Zwei stufenprozesses: Aufzeichnung und Rekonstruktion
Kohérenz erforderlich
monochromatisches Licht
unpolarisiertes Licht



1. Schritt: Die Aufzeichnungsphase

-~

\ 5
.. AN Laser
Strahlteiler ,-»"{M'-
g Linse
=
N >4a
Objekt

o -

Spicge Photoplatte

Interferenzmuster

Problem: Speichern komplexer Funktionen in einem reellen Medium

Uberlagerung der Objektwelle

O(x, y) =1O(x, ) |- exp(if o(X, ¥))

Mit einer Referenzwelle

R(X,y) = R(%,Y) |- exp(if r(X, ¥))

Auch in diesem Fall werden nur Intensitéten gespeichert. Doch diese sind nun:

1(xy) H0(xy)+R(xy)[2= [O]?+|R]|?+OR*+O*R

1(x,y) =[O ]2 +|R|?+2ROcodf r(X, y) - o (X, )]

Diese Intensitétsverteilung kann verstanden werden als" Hologrammfunktion” oder

"Aperturefunktion”

Planare Wellen: Fraunhofer Hologramme
Divergierende Wellen: Fresnelhologramme

Im obigen Bild dargestellt: Trégerfrequenzholografie

Eigentliche Holografie: ohne Trégerfrequenz: Referenzstrahl, in den auch das Objekt gestellt wird.

Dabei Uberlagern sich jedoch mehrere Ordnungen.

Generell: verschiedenste Aufzeichnungstechniken:
Trégerfrequenzhol ografie ( wie oben)
Denisyukhologramm



2. Schritt: Rekonstruktionsphase

Gleiche Wdlenldnge wie bel Aufzeichnung rekonstruiert das Objekt

Ansonsten: Verzerrung

Beugung durch Hologrammstrukturen vergleichbar mit Gitter

Motivation: Gittergeister an Gitterspektrographen

Das Gitter kann al's leeres Hologramm verstanden werden ( Uberlagerung zweier ebener Wellen)

Die Hologrammfunktion / Aperturefunktion ( bel optischen Hologrammen eine Intensitétsfunktion ->
reell) moduliert dabei die einfallende Rekonstruktionswelle:

1st Order

Wave
Helegram

Plane Wave
IHwm inating
Beam

O=RX (x,y) = RY|O |2+ |R|2) +Oq R|2 + RxR>O*

Zu beachten: komplexe Funktionen

Fresnd- und Fourier - Hologramme

Wesentlich fur Fourier- Hologramme: Aufzeichnung mittels ebener Wellen
Linse
Objekt in weiter Entfernung

Wesentlich fur Fresnelhologramme: Die Objektwelle ist eine Kugelwelle. Das Objekt muss sich aso
in der Nahe der Hologrammebene befinden.

Fourierndherung des Beugungsintegrals
Fresnel- Naherung des Beugungsintegras
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1.2 Grundlagen der Beugung

Das Beugungsintegral beschreibt die Lichterregung in der Beobachtungsebene.
Keine Beriicksichtigung der Polarisation
Voraussetzung: kohérente Beleuchtung

Die einfalende Welle wird mit der Aperturefunktion A(x1, y1) ( z.B. Amplitudentransparenz einer
Blende oder Phasenaddition durch ein Phasenobjekt) multipliziert und dann Uber den gesamten Raum
integriert.

Félt das Licht durch ein Hologramm, so muss in die Gleichungen die entsprechende Funktion der
Lichttransmission, die das Hologramm beschreibt, gesetzt werden ( Hologramm-/ Aperturefunktion).

Ausgangspunkt:

Helmholtz- Gleichung (N2 +k2)U(F) =0

mit

>

elkrol

v (r_) - la

Yr  Aperture

Observation
region

lauter Kugelwellen in x1/y1
¥ ¥ 1 ¥ ¥ ik

O(%,¥o) ~ O) OAXL YD) - U (badyr  »~ - O & - A(x, yr)dxadyr
-¥-¥ -¥-¥

Komposition des Objekts durch Interferenz aufgrund von Phasenunterschieden im Raum hinter der
Blende



Rethenentwicklung des Abstandes als Néherung:
= J(Xo- X1 +(yo- y1p2 + 22

> 751+ (Xo- x1? +(yo- yl)?u
222 H

Fresnel- Naherung:
= Die Hologrammfunktion / Aperturfunktion kodiert das Fresnelsche Beugungshild

e ¥ ¥ [ (10 30+ (yor Y2
O(Xo, yo) »~e O OAGx, y1) - € Z[ yy ]dx1dy1
S¥ .Y

Fraunhofer- Naherung:
= Aufzeichnung algemein mit Linse
= Zur Aufzeichnung: ebene Welle erforderlich

Kz B ceayy ¥ ¥ 2 (oot yiy)

e
O(Xo, Yo) »~ ——elz O QAxL Y1) - e 12 dxidy1
z
-¥-¥
= Daslntegra entspricht einer Fouriertransformation der Hologrammfunktion/ Aperturefunktion
Aufzeichnung:
Coni
) ) moge
Photographic Hologram
Plate 5 1
Primary
Image

Coll;h:-:ied-
Illumlnutmg
Beam. ,;

|
/ T

Collimated
Reference
Beam

1.3 Baeispide: Einfach- und Doppelspalt

Hintergrund
L aufstreckenunterschiede von kohérenten Lichtstrahlen bestimmen Interferenzerscheinungen

Fernfel dnéherungen/ Fourierngherungen:

Fur schmalen Doppel spalt gilt:
df (P) = kds=k(r2- 13 » k>sing a = 2psin g
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P dngxa=ml als Maximabedingung

Sofort ersichtlich:
Variation des Spaltabstands variiert Phase
Variation der Spaltbreite variiert Amplitude

Breiter Spalt: Interferenz der Strahlen untereinander
1 Strahl <->n/2+1 , 2 Stahl <->N/2+2

2> dng>*=ml dasMinimabedingung

Der Einfachspalt:

Amplitudenverteilung bei Einzelspalt:
O~ sinc(g x¥>xdnq) entspricht Feldverteilung des E-Feldes. E ~ sinc(g X xanQq)



1@ =1, >eincz(g X>anq)



2. Doppelspalt mit endlicher Spaltbreite/ Minimalgitter:

L
Losung Gesamtproblem: Reihe von Beugungsintegralen
Amplitudenverteilung bei Einzelspalt:
E~ sinc(g X >xdn )
Entspricht den Beugungserscheinungen an einer Periode

Amplitudenverteilung bei mehreren schmalen Spalter/ Vielstrahlinterferenz:
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N

i . Nka .
i Sn(
E~i

i

()}
y

b

—9
2

i sn(%sn(q))
I 2

st

Nka .
ok 5 3
@) =168 *( 0 >sina)

2
k

.2
()
a7V
I sn(Zsn(a) |
Der Abstand der Spalte ist immer grof3er as die Breite: a>b
Die Interferenzstreifen aus Spaltbreite modulieren mit niedriger Frequenz

Interferenzstreifen aus Spaltanzahl modulieren mit hoher Frequenz
Fur schmae Spalte: Kammfunktion
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5. Materiein elektrischen und magnetischen Feldern

5.1 Polarisation

Materie enthalt mikroskopische elektrisch geladene Bausteine

1)

freie Ladungstrager

Elektronen in Metallen, Elektronen + Ldcher in Halbleitern

2>

K

2>
>

2)
>

a)

Beschleunigung in du3eren Feldern, E- Felder, B- Felder iber Ohmsches Gesetz und L orentz-kraft

=qE+(v" B)

elektrische Strome -> Beschreibung der Material eigenschaften durch die elektrische L eitfahigkeit
S

gebundene Ladungen ( In Isolatoren)
Polarisierungim E- Feld

Fur E =0 vorhandene mikroskopische Dipole p werden zur Minimierung der potenziellen Energie

Wel=p E
vorzugsweise ( entgegen der zufalligen thermischen Bewegung) parallel zu E orientiert ( z.B. bei polarisierten
Molekilen, Wasser etc... gut zu beobachten )

b)

Nicht- polare Atome oder Molekiile werden dann durch E durch Verschiebung der Ladungswolken
polarisiert. Es entstehen induzierte elektrische Dipole, die zu E parallel ausgerichtet sind:

P=0 d3rr (F)F O nach Einschalten des Feldes.

Eswerden in den Atomen/ Mol ekiilen positive und negative Ladungen getrennt !

= 0
F p=Sdhee)r vg
() = -
&

= =0

€ 40
(Tsiny do pefuag )

M akroskopischeraumliche Mittelung

Netto- Ladungen entstehen dadurch an den Grenzfléachen

EE R CE

I

17y

P&&L,-.'g%hqg &J“‘Wgnééqéuo
‘2?/6% L«xw '




Dies erzeugt im Inneren ein Polarisationsgegenfeld Ep gemai Q)N XEp =rp

——
[=
g,

E

Das resultierende Gesamtfeld lautet:
E=E+E,
eN>xE=gN>E +rp

Mit der freien Ladungsdichte

eN>E =r
Also:
eN>E'=r +rp

Die Polarisation selbst bestimmt sich nach
P(rt):=-eyE,(Ft)

ein makroskopisches |okales Feld, dessen Quelle Pol arisationsladungen sind.

Somit:
N >{eol?'+5) =r
N>xP=-rp

O 4+—

——

Als Dielektrische V erschiebung bezeichnen wir

D(F.t) =(,E +P)

Diesist die effektive makroskopische Feldgrofie, als dessen Quellen nur noch die freien Ladungen ( ohne

Pol arisationsladungen) auftreten:
NxD =r

Wir bezeichnen mit

P(F,t)df =dQp

die Polarisationsladung, die beim Ubergang vom unpolarisierten zum polarisierten Zustand durch die Fl&che df

verschoben wird:

Vel

—F

Vi Ee—ad
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Denn ( bei Betrachtung eines Volumens V, das durch df begrenzt ist):

Q, P(r.t)df = Qa’rP(rt)=-§ d°rrp
= Polarisationsladung, die V verlaft !

Zusammenhang mikroskopische elektrische Dipole / makroskopische GréRen:

r m(r‘, t) = é of d(F - T (t))( mikroskopische Ladungsdichte)
i

Pm(F,'[) = é ﬁid(r - F,(t)) ( mikroskopische Dipoldichte) mit:
i

odsrﬁm(it) = é bi
i
Mittelung tiber ein kleines makroskopisches Volumen DV :
1

(DV )§ <<Lé&ngenskalader makroskopischen Dichtevariation
Somit:
r (r‘, t) = 1 (‘a\/ d3sr m(F + §,t) ( makroskopische Ladungsdichte)

Dv
P(r.t) ==, d°Pp(r+s.1)

DV
Also: Die makroskopische Dipoldichte ist GLEICH DER POLARISATION !!
Beweis:
Betrachten wir das mikroskopische retardierte Potenzial:

@ |-
rmér t-
a1 o 3., C

Fm(r,t)——g d3r oA

3
wobei unter dem Integral die mikroskopische Ladungsdichte einzusetzenist !

O

Q.l..l

Das makroskopisch gemittelte Potenzial folgt dann gemaf3




Wobei

s d3sr ,GF +5,t -
pv @ m§ ’

Die makroskopische Ladungsdichteist !

IF-r106
c

- Ir-r1o
3=|’§F’ +5,t - T

_ 1 . 1. e, |-
=) F(r,t):—Q? a3 —— —=Q, d3sr ,CF +s.,t-|
4pe, IF- 7 pv c
1 . . 1 &,  |r-T0
=—Q d3r ———rCr+5,t | T
4pe, [F-T C 4
Analog:
Das mikroskopische Potenzial der elektrischen Dipole
Pi:
_ 1 - 1 ae - | o
F o t)=-—NK, } o
ooy i |F- r.| c &
mit dem mikroskopischen Dipolmoment
Ir- r|o
D.g T
C g
Analog
_ . -1 1 & |7
Fm(r,t):-—Q3 dSrNHl_ der,t-| E“
flF- 7 c %
mit der mikroskopischen Dipoldichte
Ir- I’“I
g’
Somit ergibt sich fir das makroskopisch gemittelte el ektrische Potenzial :
—_— 1 Y —_— —_—
F(r,t):wg\/ d3sF (7 +5.t)
1 1, . i1 & |T+5-T|¢
T r— d3sQ3 d3rNrI'_ — P, r,t-| |9J
4peg, DV T|r +5- 7 c "
1 . el s, |F-Fd
= 3d3r Nr,i._ _,,Pér 1t-| :y
4pey - c 2
Umformung'
i1 e, |F-T|oH

Pg - ;i';:-ﬂl Tﬁ

PCrt- v+ Korrektur
¢ e 3

Dabe| haben wir das Problem , dass beim Ubergang zur gestrichenen Ableitung hier auch nach dem Argument r’

von P abgeleitet wird. Also mussen wir dies wieder abziehen:
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SR ST O U T N T
T|r-r| c % T|r-r c F- 7 cC 5
. |F-F
=t
c
I 1d Pgt r@:-ﬁﬂ_l_, Pg? ,t-|r'“|§+_1dmr5(r,r)
|r- | c & T|r-r C o F- 7
Also folgt flr das Potenzial:
_ v ose 1 o= F-T® 1 . s 1 o o=
F —_— N, — PGt - v+ , A r——=\- NP(T,t
(F.t)= %Q ST’ 3 =yt |r_r|( P(F 1))
t’=t-|
c
N e  [F-F|o
(- N P(r.t)=r G t- *
r R
1 . 3 \I 1 - _|r__r,|9,1_
—4pq)Q‘°’drNrHr_- r‘|Pg t S sy = 0(GauR)
- 1 Y 3.7 & |r-r'|9
P F(rt)=——q, d°r r,er,t o
e @ A

Dies ist das makroskopische Potenzial einer Polarisationsladungsdichte
rp(r.t)=(- NP 1))

Damit kdnnen wir die makroskopische Dipoldichte P mit der durch P := - Q)Ep bzw.

~ @ —

NxP =-r p definierten Polarisation identifizieren.

5.2 Magnetisierung

Mirkoskopische Ursache fiir den Magnetismus der Materie sind mikroskopische Kreisstréme bzw.
mikroskopische magnetische Dipolmomente M :

a) Fur B= Ovorhandene, permanente magnetische Momente M werden zur Minimierung der potenziellen
Energie ng_ = - MB vorzugsweise ( entgegen der thermischen Bewegung) parallel zum &uReren B- Feld

orientiert. Beispiel: Spin- Bahn- Momente von Elektronen
=>» paramagnetisches Verhalten

b) durch B kénnen nach dem Faradayschen Induktionsgesetz Kreisstréme freier oder gebundener Ladungen
induziert werden. Wegen der Lenzschen Regel ist dieinduzierte Magnetisierung antiparallel zum auf3eren B-
Feld.

=> diamagnetisches Verhalten !

M akr oskopisch gemittelte Felder

mikroskopische magnetische Dipoldichte:
Wie bei Polarisationsdichte:



Mn(rt)=a m@od(f-F)

P.(ft)=8& P )d(f-F) d.Dipoldichte

Mittelung tiber ein kleines, makroskopisches Volumen DV :
- 1 3
M(r,t)=—q, d'sM,(r+5,t
(1) =y, oM+
makr oskopische magnetische Dipoldichte:= Magnetisierung

Ziel:

Zusammenhang zwischen der magneti schen Dipoldichte I\T(r_, t) und den effektiven Feldern B in der Materie
finden.

Hierzu zeige man, dass eine Magnetisierungsstromdichte j_M

als Quelle der Felder eingefihrt werden kann:

N" By =mjm
bzw.
N . '\W = IM
effektive Gesamtinduktion (im stationéren Fall):
B'=B +By
o 2l =0

P N BI=N"¢—Bi+Jy =]+]um
e 5 M 3

Also: Erzeugung des B- Feldes ( Differenz aus effektiver Gesamtinduktion und Magnetisierung) durch den
sogenannte freien Strom j :

B'=B+By
N,al-ﬁ MQ_I
- 5
_ l1&®l - — 0 B
H=— -M::_
m&m g M

X (reMs & @ [F-flo .21 _& |7-§jo
rt)=— —— P&t - TN G—— t- —u
Am( ) 4p? “r-r,| Ig c 5 §|r-r,|m C =
_& [F-Flo .
p; Gt - T elektrDipolmoment
C g
_e |F-f|o .
igt- T magnetDipolmoment
C g
. m. 3.1 e [|-7l6 . @1 _ & |-7|od
= - - = g - -
b A1) Odrgmpmgr = B+Nr g|r‘-F’|Mm§r - Eﬁg

mit der mikroskopischen elektrischen Dipoldichte



n & r- 16
Cr s

und der magnetischen Dipoldichte

Als makroskopisch gemitteltes Potenzial:

Alr,t)= % Q, d°sAn(F+511)

é . &  [F+s-Flo . @ __ @  |r+s-r
:Ei(‘a\/ d3$(‘)d3l’M_ } — Pm F,,t'—| |i+Nr — } —Mn IT','[-|
4p DV gr+s-r| (é cC 5 F+5- 7| g c
r-rlo . F- F|ood
=:ﬂ r’ Pért | | +N é rt —| |:_‘u
4p §|r-r| ' C A
Wobei nur die makroskopischen Dichten einzusetzen sind ( vergleiche oben)
Umformung liefert:
_ é - r-tle . e _ F- ool
Ar)="2q dira—t_ s I r|§+Nr' _14Ma?”,t-|r r|j_%u
4p F- c 5 §|r-r| C aH
- C s
o air, - B L mgm-lf e,
7 7] C og
) & . . )
=-0 d*N, ‘g‘_l_,Mg%,t-'r r|j3§+(‘) a3 1 N, M(,t)
-7 C 7~
-
t=t-
c
- < — r- 7|
@d%Np@%Ma%,t-'r r|i;:0
&r-l ¢ @
e m . 3.6 1 =& |-T’|(_j 1 A,
P Alr,t)=— dre——P¢r,t- T+——N M (', t)a
PO o A e s MO,
Qefinition
P=T,
Nr' ’ I\W(F',t’)Z JTM
Ersteres: Polarisationsstromdichte
Letzteres: Magnetisierungsstromdichte
Also:
—n_ My« 3. & r-rjo . . \u
Alr,t)=—0 d°r ej r,t- =+ |y (7, U)a
e0=0 it e

Das hei3t, das makroskopisch gemittelte retardierte V ektorpotenzial wird durch die Polarisations- und
M agnetisierungsstromdichten im Medium erzeugt !
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esgilt der Erhaltungssatz:

T =B =-Rixq,

it

br,+ N XJTp =0

Kontinuitétsgleichung fir die Erhaltung der Polarisationsladung !

5.3 Maxwell- Gleichungen in Materie

Die vollsténdigen Potenziale enthalten
- diefreie Ladungs- und Stromdichten I, J

- diePolarisations- und Magnetisierungsbeitrage P j_p, ij

Somit folgt fir die vollstandigen Potenziale:

] F- 7
t=t-
c
Art)="be g3 L S& T0 & F-Tle . & F-Td
Art)=-2¢d r.t- ot F ot :
(r.t) 4p0 r|r__r,gl‘é . B+JP§ . 6+JM§ - alj
1 . 3. 1 € F-Flo = |F-Flo
F(F,t)=——@Qd°r rert- THT oCF t - g
)= 0 g e e o

Diese Potenziale sind L 6sungen der inhomogenen Wellengleichung in Lorentz- Eichung

#A[Y) == myli+ o + T
#F (7.t)

'é["*rp]

Fir die Felder in Materie folgt:

=_ oo _i_—
E =-NF(F,t) ﬂtA(r,t)
B=N" A1)
Daraus folgen die Maxwell- Gleichungen:
NN _ :_1_
IN" E=- N A(F,t) i
2NxB =0
= Wieim Vakuum
B)NXE:-%NXK(r,t)-NWF
. 19
NxA(F,t)=- =——F
A= o
2
b NxE:-lme(r,t)- N NF :izﬂ—zlr - DF =-#F
It c Tt

In Lorentz Eichung !
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Die Dielektrische Verschiebung

4) Letzte Gleichung:

t
Mit dem Magnetfeld H (F,t) , welches so definiert wurde, dass es nur durch die FREIEN Strome erzeugt wird:
Zusammenfassung:
DN E S NS A(rt):-1§
1t It
2)N>B =0
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Dabei beschreibt

LY 1S
DN E=-—N" A(F,t)=- —B

it
2)N>B =0
die Wechselwirkung der Felder mit Probeladungen und
IN>D(F,t)=r(F,1)
HN" H(F,1)- I5- Il

qt

die Erzeugung der Felder durch FREIE Ladungen und Strome

Weiter:

eE(F,t) +P(F.t)
B(F.t)- M(F,t)

D(F,t)

H(F.t)

1
g

o e 1T _4p
4N” H(rt)- —D =—
)N” H(Ft) o)
die Erzeugung der Felder durch FREIE Ladungen und Strome
Weiter:
5)D(F,t) = E(F,t)+4pP(F 1)
6)H (r,t) = B(r,t)- 4pM(r,1)

Unsere 6 Feldgleichungen ( wenn man so will, also ( es kann nicht oft genug gezeigt werden):

H)N" E+=—B=0
c It
2NxB =0
N >D(F,t) = 4pr (F,t)
R T L . o
HN" H(F 1) C‘”tD ]

5)D(F,t) = E(F,t)+4pP(F 1)

6)H (r,t) = B(r,t)- 4pM(r,t)

sind nicht vollsténdig. Es muss noch der Zusammenhang zwischen Polarisation und E- Feld, bzw. B- Feld und
M agnetisierung angegeben werden. Dies sind die sogenannten " Material gleichungen”.

Einfachster Fall:

1) isotrope Materie:
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E(r.t)] P(F.t)

und fr paramagnetische Stoffe §(r‘,t)- - I\T(I‘_,t)
fir diamagnetische Stoffe: §(r‘,t) - I\T(r‘,t),
also ein skalarer Zusammenhang

2) bei nicht zu hohen Feldern:
E-P

B~M

also ein linearer Zusammenhang

3) ohne Gedachtniseffekte, keine nichtlokale Wechselwirkung ( keine Phasenkohérenzen):
E(rt)~P(rt)

B(r,t)~ M(F.t)

neben der Linearitdt also ein INSTANTANER, LOKALER Zusammenhang !

Dann kann man schreiben:

P(F.t) = eyc.E(F.1)

M(F,t)=cy H(F.1)

Mit den Suszeptibilitaten, der elektrischen Suszeptibilitét

C, und der magnetischen Suszeptibilitét Cy, ( Materialkonstanten).

Die Material konstanten missen aus den mikroskopischen Theorien ( z.B. Quantentheorie, Festkorperphysik)
abgeleitet werden.

D(F,t) =gE(F,t)+P =ey(l+ o )E(F.t) = eyeE(F 1)
mit
e= (1+ Ce) , der relativen Dielektrizitatskonstante ( permittivity)

B =my(A +M)=my(1+cy )A(F,t)= ngnil
mit
(l+ Cw ) = 1M der relativen Permeabilitét

b W =cyH=—ME-

1
my m rr6(1"'(3M)

Cwm —

Man sagt:

. . .. Cwm
Ein Stoff ist paramagnetisch fur ﬁ >0
Cm

Cm
diamagnetisch fir (—5 <0
l+cy

paramagnetisch: C)y > 0P m>1
diamagnetischO > cp, >-1pP 0<m<1

Bemerkungen
E(F,t) =0P P =0 beschreibt kein Ferroel ektrikum

B=0P M =0 keinFerromagnet

Esgilt stets Co > O ( Dielektrischer Effekt, Polarisierbarkeit -> es existiert keine negative Polarisierbarkeit)
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>
Cm O Para- ODER Diamagnet
<

EinTerm~ Bin P oder ~E inM kann gar nicht auftreten, schon wegen des falschen
Raumspiegelverhaltens!

E ist polarer Vektor, B ist axialer Vektor !
r o(F,t) =- N>P(F,t) istein Skalar

Jm =TrotM st ein polarer Vektor.

Abweichungen

1)Fir anisotrope Kristalle : 5(F,t) =eyC.E

driickt den anisotropen Charakter aus mit einem symmetrischen Tensor Ee.

2) fur starke Felder gibt esnichtlineare Effekte, die ebenfallstensoriellen Charakter der Suszeptibilitét bedingen:
P(r.t)=e(CVE+EPE? +E,PE3+..)

Anwendung: optische Nichtlinearitét,
Beispiel: optische Bistabilitét, optische Schalter:

Ao,
(o]
Iz, 12 L___./C_l__/_,,,. | S

Fur hochfrequente Felder folgt:
P(F.t)=ey) d°rdt cqF, 7 t,V)E(F 1)

AN

(Aréumliche bzw. zeitIicheADispersion):
P(k,w)= & ¢,k wE(k,w)

5.4 Grenzbedingungen fur Felder

__Frageist: Wie verhalten sich §, ﬁ, 5, E an Grenzflachen, die verschiedene elektrische und magnetische
Materialien ( Vakuum/ Materie) trennen ?

Integration der Maxwell- Gleichungen Uber ein Volumen V:

\ 3 N1 E — hY 3 ﬂ_
Q d°rN E—-o d I’ﬁB
¢d3rNx§=o= pdf B (GauR)
1A%
O d*rbD(F )= d’r(Ft)=Q= gdf D(.t)
v
S AR H) =gy a3 F + D0
O AR =g a7l BT
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Bildlich:

Normalkomponenten:
Betrachte einen Zylinder, der senkrecht auf einer Grenzfl&che steht.
Nun nimmt man die Maxwellgleichungen in integraler Schreibweise an und |&3t den Zylinder unter

Beriicksichtigung von I ntegrationsséatzen gegen Null- Hohe gehen:

also: Fur die Normalkomponenten: h -> 0
o) d3*N>B =0= gdf B (GauR)
™
im - = o= =) . el =2
hso 08 =q df(B()- B())—Q dfn(B()- B())
w
o) d’rr (F,t) = Q = ¢ydf XD t)
w
M S D)=y df[p®-5@)=g dnld® - 5®@)
o >00df><D(r,t)=Q dfD®-D¥)=q dnlD®-D
w

Wahrend also die Normalkomponente des B- Feldes an der Grenzfl&che stetig ist,

springt die Normalkomponente der dielektrischen Verschiebung um die Ladung, die an der Grenzflache sitzt:

Unter der Annahme, dass die Grenzflache die freie Flachenladungsdichte S tragt:
r(Ft)=s(xyt)d(z)

g, °m

=} im d3rr (7, t)=Q=¢q dfs(x y,t)
h- >OQ A _Q v Ys

|Im N\ f o (= by rl~ I~ \ —I~ I~ hY

o >Oﬂ?df><D(r,t):Q df(D(l)- D(Z)):Q dfn(D(l)- D(Z)):Q dfs (x, y,t)
im - = O C=n =)« wl=m =2)_

h. >0ﬂ?deB =Q df (B(l)_ B(Z))_Q dfn(B(l)- B(Z))_O

Somit missen die Integranden Ubereinstimmen:

AE®-B?@)=0
aD® - 5(2)):s(x, y,t)
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Tangentialkomponenten

Anwendung des verallgemeinerten Gaul3schen Satz:

~ 11]
N E+=—B =0
) +C‘Ht
_4p -
HN" H t-——D——
)N" H(Ft) o

S AR H(RY) =g dirF + 150
0 =g rgd+5 03
Auch hier: h->0
N '~ - AY £ - — \ ﬂ_

3R of E=-0 dr-.B
Q 4T E= 0 O 4
S dR HFY = gdf HFY =g d3rF+ 152
Q 0 Q"¢

iy e It g

lim
df E=gdn [EQ-EO?
M o £ pan [0 £)

2

h.“n;o O H(r)= gam” (Hr)® - H(r)?)
w

In beiden Féllen die Tangentialkomponenten der Felder ! senkrecht auf Flachenvektor und Feld

Wegen:

M &di E= gam [EV-E@)=- M O B
h- >0W Py h- >0 it

lim - lim e =0

Ndf © H(F,t) = yadfn” (H(F )Y - H(Ft)? )= y d3r&+ D2
o od R = pan” (0P - HEg )= T o e 1oY
w v
g
Annahme: Grenzflache trégt (freie) Flachenstromdichte - _
b j(r.t)=g(x y.t)}d(2)

wie es bei metallen der Fall ist!,
dann:

lim 3 -

OQ derj = Q dfg

We|ter.

lim 43 'ﬂ _
h- >OQ ‘Ht

lim 'ﬂ

\ d3

h- >OQ ‘Ht
konnen fur Volumenintegrale mit verschwindendem Volumen nur einen Beitrag liefern, wenn
% E,lﬁ Unendlichkeitsstellen besitzen.
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§, D und 1 §,15 sind beschrankt:
Mt Tt
lim 1 =

N dr—B=0
h- >OQ rﬂt
li _

N i gy
h- >0 it
lim &, 10 _

N d3 € +—D==g dfg(x vyt
h>0Q 4T 3 P-=a g(x y,1)
odfin’ (E<1)- E(2>):o
1w
T ARG Y SR ¢-) ) IR
ﬂ?dfn [HED® - H(F)@) Q dfa(x v.b

Somit haben wir die Grenzbedingungen fur die Tangentialkomponenten:
n ([EQ- E@)=0

n (H (F,t)® - H(F 1)@ ) =X y.1)

Das heif3t:

Die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes E ist am Grenzibergang stetig
Die Tangentialkomponente des magnetischen Feldes H springt am Grenzilbergang um die Fléachenstromdichte!

Bildlich:

Sitzen Ladungen an einer Grenzfléche, so ist die Normalkomponente von D ( wichtig: Polarisationseffekt ->
Polarisation muss irgendwo mit auftauchen) nicht stetig !

Fliel3en flachenartige Strome entlang einer Grenzfléache, so ist die Tangentialkomponente von H nicht stetig !

Zusammenfassung:

o :=([E0-EQ)

M axwellgleichung Grenzbedingung
A =

DN’ E = ﬂtN Ar,t) ﬂtB m cE=0

2NxB =0 n>aB =0

IN>D(F,t) =r (F,1) nxdD(F,t) =s

HN” H(F,t) = ]+ﬂ—ﬂt§ n cH(rt)=7

Also: die Tangenzialkomponente von E ist stetig

Die Normalkomponente von D springt um die Fl&chenladungsdichte ( Fl&chendivergenz)
Die Tangentialkomponente von H springt ( Fléachenrotation) um die Flachenstromdichte
Die Normalkomponente von B ist stetig.

Beispiele:

1) Grenzflache zwischen 2 dielektrischen Materialien mit
e® < g

s =0
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Zuerst zeichne man sich ein derartiges Diagramm hin !
@ _g@
E~ =k

nd_pn@
Dn - Dn
|etzteres wegen der verschwindenden Flachenladungsdichte !

E®-E®
~ @ ~ (2 c @ T (2
D=5 p gE,®=eE

pE@=2LE®
)

Diesist das Brechungsgesetz fir die Feldlinien

Achtung ! Das Snelliussche Brechungsgesetz miisste man sich fir den Verlauf des Energiestroms berechnen

2) Grenzflache zwischen Vakuum (L uft) und magnetischem M aterial

2.1 Sei speziell B~ Grenzflache ( z.B. zwischen den Polschuhen eines Ringmagneten mit Luft dazwischen /
Material genauso !)):

£

=

In diesem Fall (keine Oberflachenstrome) ist B grundsétzlich stetig !
B ist eh immer grundsétzlich stetig ! Wegen der Divergenzgleichung wird B immer (wie D) fir

Normalkomponenten herangezogen.
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a) Paramagnetisch:

Le=w+A

m

M-- |

Elro v Elpo

T > il' ':.-I

- | |
Ayl
;B

U"‘Lﬂhu., J’H‘v‘k—"l{-‘-

b) Paramagnetisch:

oo
'ﬁ\‘
G

WY AN

A
=
3
F

Iy
N«
o

|

AVANNRNSTY

S

LY

o

/o

VNN A
W

2.2 Sei speziell B || Grenzflache ( z.B. lange Spule mit Luft dazwischen / Material genauso !)):

~

Wir missen nun Tangentialkomponenten untersuchen. Dazu nimmt man die Rotationsgleichungen ( E und H):

Indiesem Fall ist H stetig fir § = O ( kein Oberflachenstrom)
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5.5 Mikroskopisches M odell der Polarisier barkeit

Ziel: Berechnung der Materialkonstanten
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5.5 Mikroskopisches M odell der Polarisier barkeit

Ziel: Berechnung der Materialkonstanten C aus einfachen mikroskopischen Modellen

Methode: Berechne die induzierte mittlere elektrische Dipoldichte P fir ein gegebenes Feld E.

Nebenbemerkung: Die Orientierungspolarisation ist nur mittels einer thermodynamischen- statistischen Theorie zu
berechnen: Hier: Auseinandersetzung nur mit der " induzierten" Polarisation

Klassisches Atommodell:

homogen geladene Kugel mit Radius R und Elektronenladung Q =- Ze<0

AuRerdem ein punktformiger Kern mit Q =+Ze>0 am Ort I,

Merke:

Auch diese Berechnungen geschehen, wieim NOTFALL grundsétzlich zu empfehlen, durch Lésen integraler
Darstellungen der Maxwellgleichungen

Ziel: Berechnung des elektrischen Feldes Ed _ (r_) der Elektronen nach aufen:

Gaul3- Gesetz

R

o d*rfB(r,t)= ¢ dirr(r.t)=Q= gydf D(r 1)
1w
Wir mussen aber zuriickkehren zu den mikroskopischen Maxwellgleichungen
O d3rNE(F,t) = Q d3r(rt)=Q= ¢yd <E(T.t)
w
¢) df xE(7,t) = O d3rre(Ft)= Oy d3r'4 Q3
v () §R P

Wichtig ! Integration immer Uber das Gebiet, in dem die Ladung vorhanden ist, aber ! Betrachtung des el ektrischen
Feldes an einem gewissen Aufpunkt r! Die Ladung ist eigentlich von r” abhangig , aber hier homogen verteilt !->
einfache Integration.

Auswertung liefert
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@ ®d xE(F,t) = Q)
()

| &
Py
)
A
w

s

b 4r’2pq)|E(F,t)| = rR—3Q

p EF,t =
) 4peyR®

Naturlich nur for

rerR

setzt man I =T - T, wobei T dasZentrum der elektrischen Ladung angibt,

S0 gewinnt man das rotationssymmetrische Ergebnis

_ r-T
E(rt)=——Te_qQ,
(r.t) <50

und die Kraft auf den Kern folgt gemals:

Fe = QcEFet) =< Te Q.0 =- 2 (5 - 70)

k = Qx E(Pk, ——R3Qer—'—R3 k™ Te

wegen actio = reactio folgt dann fur die Kraft auf die Elektronen:

F, =-Fy

Aufstellen der Bewegungsgleichungen ( inklusive einem &ul3eren Feld Ea):
e = —__Zzez__ —__Zzez__ = (_

my i = Fx +Qq EalFic.t) =- =3 (R - Te) + QEalFi,t)=- —R3(rk - To)+ ZeE, (M t)
- — [ z%? . z%% . _ = [

Zmere =- I:K +QeEa(r’k't):—R3(rk - re)"'QeEa(r'k’t):—R3(rk - re)' ZeEa(rk't)

Also folgt fur die Relativbewegung:
F=f- T
alsrelativer Abstand
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+£Ea(r_k’t)

b F+wp?r = — E,(fi 1)
me

Also ergibt sich ein harmonischer Oszillator mit quadratischem Potenzial ! was wir schon an der Bestimmung des

Potenzials sofort hatten sehen kdnnen !

Jedenfallsim stationdren Zustand gilt:

e =/_
2 Ea(rk ’t)
Wo Me
( Dynamik mit Dampfung)
b c.(w)
Als Ergebnis gewinnen wir ein statisch mikroskopisch el ektrisches Dipolmoment, welches sich iber p=qd bereits

hinschreiben 1813t und welches auch tbereinstimmt mit Gleichungen von oben zur exakten Berechnung des
elektrischen Dipolmoments:

2
Ea (rk ’ t) = eOaEa

r =

'p:Zef":

2
Wo Me

Ze?

4peymeR’>
Ze?
P a:=—7——=4pR° = N pon
Wo €l
Die Polarisierbarkeit des Atoms, ein mikroskopischer Parameter.
Entsprechend:
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pzqd r'r (r)r+Zeqd rd(r-r)

zeQ) d3rd(r- ) =zer
Ze .
£R3 ©

O drre(ryr=- d3rr

wegen Symmetrie
P =2Zer

makroskopisch gemittelte Energiedichte:

P =np =eynak,

mit der mittleren Atomdichte n

Selbstkonsistente Ber echnung des L okalfeldes Ea:

Wichtig: Berlicksichtigung der Felder, die durch andere elektrische Dipole erzeugt werden:

Gedankenexperiment

. ‘
Q,QCQDM,Q\,M X e’ nL it _— ?
dsbobdomile S\ =
%MMS)_— : E .

_ plasiads — B

Feld einer homogenen polarisierten Kugel:

Ansatz: homogen geladene Kugel:

re£a

Eo(r) =

= Q’ =
00

Q.
4pey

oo
QD

i
i
|
I
T

-

Also:

115



a

Bestimmung der Integrationskonstanten:

lim 3
N >OFo(a- e)=F,(a+e)b c=

die homogen polarisierte Kugel

Bei der homogen polarisierten Kugel kann man 2 entgegegengesetzt homogen geladene Kugeln mit Abstand ro
annehmen.

Dann:ro->0
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1_6 1
FolF)=F o - SFo2- F oF +=Fp
e 2 g e 2 g
»-TONFOT')
NF o(r)=- B
N .
9 i°—3r£a 1 ip—grEa
b Fo(f)»HEy=——i&_ =——ia
4pQ)Iﬂr3a 4pQ)'I'Er3a
: i
Tr Tr

p:=Qrfy

Das Dipolmoment der herausgeschnittenen Kugel.

Als Naherung wurde taylorentwickelt. Dabei allerdings nur bis zur ersten Ordnung und Nullte Ordnung

verschwindet.

Verwendet wurde das Dipolmoment der Kugel. Man kann auf Polarisation ( eigentlich Dipoldichte) umschreiben:

p=_2F
4 3
3
i Fol i Pr
:Crfa i -—rfa
(F) _= _ Q T4 1t 3
4pe0.|_%r sa OIpr=rs3a
fr t o
Wir gewinnen innerhalb der Kugel homogene Polarisation und auRerhalb ein Dipolpotenzial.
— - 1P
Ekue =-NF =-——rfa
€ 3

fr das elektrische Feld im Inneren der Kugel ( homogen polarisiert).

Gesamtes L okalfeld am Ort des Atoms ergibt sich nach:

Ea - Eau&en + Einnen

das aulRere Feld wird erzeugt durch Atome, die sich auRerhalb der Hohlkugel befinden.
Dasinnere Feld durch Atome im Inneren der Hohlkugel.

Gezeichnet: Lokalfeld einer polarisierten diel ektrischen Kugel im homogenen el ektrischen Feld
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Das Lokalfeld E, = E 2" + E" " |NNEREN desKugel HOHLRAUMS, welcher aus dem Volumen
herausgeschnitten wurde:

Ea (F) =E- EKUgeI
E,(F): Lokalfeld

E : makroskopisch

m

_ 1 —
J(F)=E+—P
3
Letztes wurde von Lorentz eingefiihrt als "Korrekturfeld”
weil
Es + Exuge = E seinmuss

Das Lokalfeld am Ort des Atoms mit dem Innenfeld der dielektrischen Kugel ( wieder in den Hohlraum eingesetzt)
ergibt das mittlere makroskopische Feld !

Zusammenhang zwischen P und makroskopischem Feld E:

— — 1 -0
P =gnakE, =gyhagkE +—Pz=
: AN
P =gcCc.E
na
P Cce= 1
1- —na
3
na = Ce _ e-1 _Se-l
1 e+2

1+Zc, 1+== !
3 3

Formel von Clausius - Masotti fur polarisierte Kugel
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5.6 Wellenausbreitung in Materie

Annahme: homogene, isotrope, lineare Medien mit skalaren Materialparametern € mMS :

D=eyE e>1
B=mnd iam~1
j =sE

( ohmsches Gesetz)

Wellen in leitenden M edien ohne Dispersion:

Dasheif3t: € MS nicht frequenzabhéngig !

Sei

r=0

N°-E+B=0

N B- mynesyE = mriv= mynsE

NxE =0

NxB =0

b K (N E)=N[E)- DE=-DE =-N" B =- mnsE - mnes,E

DE = mynsE + mnee E
Somit erhalten wir die Gleichung einer gedampften Welle

DE - ?EE
=C

Jeeom% Jem

Fir den eindimensionalen Fall: sogenannte Telegraphengleichung. Beschreibt die Drahtwellenausbreitung !

IIO

= s

Spezielle L 6sung dieses Problems:

homogene, ebene Welle:

E(r,t)= Eoei('zr_'W‘)

4
b k2 an—fﬁ+| 0
c? e Wt g
Dispersionsrelation fur den Fall der frequenzunabhéngigen Parameter
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Durch die Dampfung S ist der Wellenvektor ein komplexer Parameter.

ki C

Setze:

K :V—Vﬁzv—v(n+ig)
C C

mit c: Vakuumlichtgeschwindigkeit
n= (n + ig) komplexer Brechungsindex !

Somit:
2 2 Wz ..
W o W , o1
k?=—=-n%= —2(n2 - g +2|ng): —zen%-iﬂ—g
c c cc e Wg
Damit kénnen Real- und Imaginérteil durch Vergleich herangezogen werden, um Gamma und n zu bestimmen:
n’-g?=am
ng = an
2nt
= Bestimmung von N,g:
0.B.dA.
K || Xs:

Ausschreiben der YVeI le:
E(F,t) = Ey€ (k- w)

Also eine gedampfte Welle mit der Phasengeschwindigkeit % und dem Extinktionskoeffizienten

g

Lineare Polarisation:

Eoll % P Byl X;
(N, E)2:E:'Bz
%3

0 i¥Yn+ig)E, =B,
c

. 2 2
0 BZ:ME SR AL )

C 1 Cc

Somit existiert eine Phasenverschiebungj zwischen E und B

Der_Isolator
s =0

t® ¥
Folgen:
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g = 0 keine Déampfung
j =0 keine Phasenverschiebung zwischen E und B

= kommt erst durch die Dampfung !
= i mlsolator schwingen E und B in Phase !

reeller Brechungsindex:

n=\/6—ﬂ>>\/6>l

c
= Phasengeschwindigkeit: —<C
n

Nebenbemerkung:
Nur OHNE DISPERSION ist €reell

Metalle
s grol
e 1
t :i<<— fur alle Frequenzen bis UV
S w
Somit:
w? w? [
k? :—2(n2 - @ +2ing)» —-em—
(o C Wt
b n?- 92 »0
an an
ng»nz»gz» P n=g=.—
20t

tanj :g»lb ] »E
n 4

Extinktionskoeffizient

C .
d <<— ~cm fiir 100 Hz
wg
( hochfrequente Wellen dringen nicht in Metall ein, Grund: Verschiebungsstrom << Leitungsstrom)

Dielektrische Dispersion

Annahme: NF1
Betrachte nun zeitliche Dispersion, also

é(w):

P(w) = ey EW)EW)
é(;N):TZIOCi dtc(t)e

dynamische el ektrische Suszeptibilitét
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Fourier- Trafo:

5(r_,t):%2pg¥ dwP (F,wje ™
E(F’W):%ch\i dtE(F,t)et™t

= y_ 1 ¥ R
b P(r,t)—gc& dvxeoc(w)osé dt' E
Betrachte;
1 ¥ N

P 5(F,t)=%(‘i dvxa)é(w)(‘i dtE(r,t)e

Nebenbemerkung: Kausalitat verlangt:

c(t- t)=0
far
>t

Aus mikroskopischen Modellen folgt i.A. ein komplexes é(W)T C

= Komplexe dielektrische Funktion:

e(W)A: 1+ &w) = é(w) +ie"(Ww)
el R

efw) =1+ J;_pg dec(t)e™

P e* (W) =e(-w)
W) =6(-w)
€W =-€"(W

Monochromatische ebene Welle:

(1) = Eyel-w)

2
.16

b k%= WW— +i—=
e()czg W g

I solator ( dispersi_ves Dielektrikum)
E(F,t) = Eoé (k-wt)

b K2 =efw)
Cc

(1) - 6¥ dt c(t- t)E(F,t)

Nachwirkungseffekt: Faltungsintegral -> Berticksichtigung des Nachwirkungseffekts tiber Faltungsintegral.
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Als Absorptionskoeffizient g ( reeller Brechungsindex n)

Absor ption

e=0p g=0,n:«/g

Absorptionskoeffizient Null, reeller Brechungsindex: Wurzel epsilon
Also: fir €> 0-> ungedampfte Welle

e€>0p g>0
= injedem Fall gedampfte Welle ( Energiedissipation).

Der Frequenzbereich mit
€'<< € heift Transparenzgebiet der Substanz ( besonders wenig Absorption).

Dispersion

., W
Rek = K'=—n(w) nichtlineare Dispersion ( nur in erster Naherung ist n(w) linear !)

= Definition der Gruppengeschwindigkeit:

v _aw_ 1 _ ¢
97 dk dk  dwn)
dw  dw
Vg = ¢ 1 =V
pew i)
dw
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Typische Frequenzabhanagigkeit: ( sogenanntes Resonanzver halten):

PR ~ PR,

~Z

]+7(=Aé-_y1_
!

Normale Dispersion

£>0

dw
Stetsim Transparenzgebiet, also wenn € '~ 0

Vq <V

g ph.

Anormale Dispersion

dn _ .
——< 0 bei Absorption!
dw

Beziehung zwischen e(vv) und e”(w)

Kramers- Kronig- Relation

- Allgemein glltiger Zusammenhang zwischen Dispersion n(w) und Absorption g(W)

- erlaubt z.B. dann die Berechnung von Dispersionsrel ationen aus dem Absorptionsspektrum und auch umgekehrt

- Folgt aleine aus dem Kausalitatsprinzip !

Beweis ( Funktionenthorie)

Fir kausale Funktion gilt:

c(t) = Qlt)c(t)
'}Ot <0 Heavyside

Qlt)= 113 0
t

Fourier- Trafo:

&) == &) dwQw- we(w)

e
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lim 1 ¥ (M-St = lim 1 1

Q(W)::s- >O+Fp(a T s- >O+Eiw-s

Mit dem konvergenzerzeugenden Faktor S :
Also:
im ¥ , 1 Af
)= " § it ew)
2as- >0+ W-W- IS

Der Integrand hat einen Pol fir
W=W+is
Also:
w+ 10
! w
Integrationsweg

Aquivalenter I ntegrationsweg:

) 7w
Zerlegung:
¥ .1 o Im o gwe ¥ o, .1 . . o1 .,
O, W= o O * Qe M SW)r 0 aWirel)
Man sagt:
M e Yt efw)=Pg, & {w)

~ + .
e >0 8% Qi g Wow
= Hauptwertintegral ( principal Value), entsteht nur direkt an der Polstelle!

R N
0 dw— C(\N)
Kreisbogen W-w
Integral langs des Halbkreis mit Radius €um den Pol !

c‘) s 8 = ¢ (g) ds
Kreishogen S
s=e! p ds=igj

N

Kreishogen

p
fO 0 OI—SS=1:(0)i(‘)0|J' =ipf (0)
0

Kreisbogen
sogenanntes " Halbes Residuum!™
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oy 1 lim ¢ , 1 Al
)= s 5040 Mg €W
:Z—tjp(‘i it &) + - &fw)

A 1 _¥ , 1
P =—P¢

C(W) _F’Q¥ dWV\/-W
Nun: Zerlegung in Re und Im mit
Re &(w) = €(w)- 1
Im é(w) = €(w)

ew)

Also:

VR T A L
Re &(w) = €(w)- 1 pPQé dwi— We( )

Im &w) = &' (w) = - %Pﬁi dV\iW,_lw(e’(w’)- 1)

Diesist die Kramers- Kronig- Relation. Sie verknipft Real- und Imaginarteil des komplexen Brechungsindex

miteinander !

Titchmask- Theorem:

é(Z) sollte reguldr sein auf der oberen komplexen z- Halbebene
Somit:

e(2)® 0 fir Imz® ¥

Brechung und Reflexion

Wir haben bereits gesehen, wie man aus den Stetigkeitsbedingungen mit Hilfe der integralen Maxwellgleichungen

die Brechungsrelationen fir die Feldvektoren herleiten kann. Nun soll dies fur Lichtwellen wiederholt / vertieft
werden:

l;/
&, .
TT 77 P77 F 7 P77’ 275
&
Z. 4

I(”

Sogenannte Wellenausbreitung in geschichteten Medien
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Transparent-> € 1 R

ﬂ:|EI: E’ :ﬂ
G G
E,,_ﬂ
C2
G; :i:i |:1:2
ni q

Einfallende Welle:

E(rt) = E ek
Reflektierte Welle:
E(r.t)= EyelKT-wt)
Transmittierte Welle:

E"(I’_, t) — Eonei(k"F-W"t)

Grenzbedingungen fiir E(F,t) . Annahme: linear polarisiert:
B +E/
Diese Bedingungen werden nur an die Amplituden gestellt. Fir die Phasen gibt es keine Bedingungen, besser gesagt:

30 = E1'1X3:0 -> Stetigkeit der Tangenzialkomponenten

Betrachte Situation fir r=0

EOleIWt + EOlleIW t — E()l,,elw t

P w=w=w"

Eo1 + Eor = Eo1

Das Snelliussche Brechungsgesetz kénnen wir uns nicht als Amplitudenverhatnis anschauen, weil wir sonst wieder
nur die Brechung der elektrischen Feldvektoren gewinnen.

Aber: Wenn man ein Verhédltnis der Betrége der k- Vektoren ( Ausbreitungsrichtung des Energiestroms) betrachtet,
so ergibt sich das richtige Ausbreitungsgesetz:

Betrachte fir t=0
EOleIk1X1 + E01’e'k R E01"e|k1 X
Also:

Ky =k =k

Aber: ( Siehe Skizze) ! Dies gilt jagenau fur die Anteile entlang x*1, also:
muss man den Winkel dazunehmen und man gewinnt:
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Elsin g=|k]sng=|k"lsng”
w
=2
G
= W
k'l =—
G
= w
kKl1=-212
C2
Somit gewinnen wir Reflexions und Snelliussches Brechungsgesetz:
sng=sng
sng’ _ G _n
sng ¢ n

Reflexions- und Brechungsgesetz

Bestimmung der Amplituden:

a) Polarisation von E in der Einfallsebene

2
E g &’
\:f—- ,'ﬂ
/‘ Y
\\ L e —) X.’
\.. Elf

Stetigkeitsbedingungen: Normalkomponenten sind keine vorhanden -> Nur Tangential komponenten:
Eor = Eor =By =0

Eos =Eopz=Epz =0

Fur die Tangentialkomp.:
Eo2 + Eg2 = Eg2

Mit
AL
By=—K Ey=—Egp¢ 0 =
w =
gk g

Somit folgt dann fir die Tangentialkomponente von B:
Bog + Bor'= Boy P kaEqy + k3 Ego= ks Egy
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mit dem Reflexionsgesetz.
k3 =- k3,
P Ks(Eg - Eo2) =ks (Eoz +Ey)
= _ ks - k3™~
Epe K3 +k3”
E,'OZ _ 2k3
Epe k3 +ks”

Man muss nun nur K3 iiber den Brechungswinkel g~ ausdriicken und man gewinnt die Fresnelschen Formeln:

o A e A N .,
ks = |k "|cosg = [k'| -2 cosg

n, _sng

n  sng”’
=) k3":|IZ" cosg":|E'|

an ”
—9 cosg
sng
kg = |IZ| cosg
Also kdénnen wir diesin die gefundenen Formeln fiir die Amplitudenverhaltnisse einsetzen und erhalten die
Brechungsformeln ( Fresnelsche Formeln) nur noch in Abhéngigkeit von den Winkeln:

koo

ks I

Also:
E'o2 _cosgsng”’-sngcosg” _ sn(g™-g)
Eee cosgsng +sngcosg” sn(g +g)

E'gp . 2k3 _2sin(g”)cosg
Ep ks+ky”  sn(g’+g)

Intensitatsver haltnisse:

betrachte: Zeitmittel des Poynting- Vektors:
N N A
<S>—?Q at(E” A)
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Reflexionskoeffizient: ( bei senkrechter Polarisation)
.12 . 2 .
n =|Ew| _sn’(g-g)
|Ez|  sin?(g+g)

Transmissionskoeffizient ( bei senkrechter Polarisation)
_ |E"02|2 _4sdn?(g”)cos?g
|E|  sn?(d’+g)

Ta =1- R

b) Polarisation von E || Einfallsebene:
Dadurch: B” Einfallsebene

= Analoge Argumentation:
Bo1 = Bg1=Bp; =0
Bos = Bz = By =0
Boz2 + Bo2 = Bpp ™

usw... ebenfalls Bildung der Verhéltnisse in Abhangigkeit von k -> wie beim Vorgehen in a) weiter rechnen.

k durch Zwischenwinkel ausdriicken:
Zur Ubung berechnen, es ergibt sich:

E') _tan(g-g)
E, tan(g'+g)
E”y _  2sn(g’)cosg

E, sn(g"+g)codg-g)

Ebenso
2
2
R _Ey]" _tan®(g-g) -1,
2( .-
|| ten’(g'+g)
Bemerkung
Bei Reflexion und Brechung wird im Allgemeinen die Polarisationsrichtung gedreht. Speziell fur den Fall
P
g tg= >

- > tan(g+g)® ¥

R =0

In diesem Fall kommt es nicht zu Teilpolarisation sondern: die reflektierte Welle wird vollstandig polarisiert (
senkrecht zur Einfallsebene)

=> Diesist der Brewsterwinkel:
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>
tangg = /3
Sl

Totalreflexion

Sel

e <g

. e
sngg = |-%

e

Totalreflexion unter diesem Winkel oder flacher !
Grenzwinkel der Totalreflexion -> g = BZ
R\ = R" =1
Tr = T" =0
e<g
9>g P

K" wird imaginr -> es dringt kein reeller Strahl mehr ins Medium ein!
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6. Relativistische Formulierung der Elektrodynamik

6.1 Ko-und Kontravariante Schreibweise der Relativitatstheorie

Grundpostulat der speziellen Relativitatstheorie:

Kein Inertialsystem ist gegeniiber einem anderen ausgezeichnet ! ( Einstein, 1904).
Die Lichtgeschwindigkeit cist in jedem Inertialsystem gleich !

= Kugelwellen sind

= ->Lorentz- Invariant, also:

> r?-c%?=r2.¢%?2

Fir Lorentz- Transformationen !

Formalisierunag:
Der Raumzeitliche Abstand als

(ds)? = (cat)? - (aF)?

Zwischen 2 Ereignissen bleibt der raumzeitliche Abstand invariant bei Lorentz- Transformationen ! zwischen

den Inertialsystemen: S« S
Ziel: Um dies sofort zu sehen fihrt man Vierervektoren ein.

Dann schreibt man (ds)zals Skalarprodukt von Vierervektoren im Minkowski- Raum V und man benutze den
Formalismus der linear en orthogonalen Transformation , unter denen das Skalarprodukt invariant bleibt:

In der ko / kontravarianten Schreibweise tritt jeder Vierervektor in 2 méglichen Versionen auf:

kontravariante Komponenten:

X
x!:=ct
& x5

als Komponenten des Ortsvektors I :

kovariante Komponenten
X .
XO =ct

X, =- X ,a=123

kovarianter Vektor 1 V , dualer Vektorraum zu V !
Merke: Die Raume der kovarianten Vektoren ist dual zur menge der kontravarianten

>1 \7a|s Raum der linearen Funktionalel: V ® R

Damit werden dann die Skalarprodukte gebildet !

Schreibe
(ds)? = dxax + dxdx; + dx2dx, + dxdxg = dx' dx;

Mit: Summenkonvention !
Uber je einen ko- und einen kontravarianten Index ( hier i =0,1,2,3) wird summiert !
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Physikalische Anwendung

Lorentz- Invarianten lassen sich als Skalarprodukt a' a; schreiben!
Beispiel: dAlemebert- Operator:

2 .
#=D-iﬂ_=-li=-ﬂiﬂ'

2t x X

Vier ergeschwindigkeit

i ) iy
: :dip u'ul :dX d)z(' =
ds (ds)
mit
1 1
Zdt
ds = (ax' o J2 = cl1- b2z :édt
p u® =g
ut =9\
c
A _ dx®
dt
b::X
c
1

97 J1- b2

Physikalische I nter pretation

a _1ldx®
c dt
dt = ﬂ

Viererimpuls

pi = mocui mit der Ruhemasse mO
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Also:

p'p =my’c?u'y
uiui =1
P p'p =my?c?

E
p° =my@ =mv)c=—
p* =meg” =my)v*
p'p =m2cuiu U E2 =my%c* +c2p?
Mit der Energie
E = m(v)c?
Analoge Definition von Tensoren 2. Stufe:
Alk,AIk,Aﬁk,A"k
A% = A% = A0 = Ay,
A0 = ply = A0 =- A
All:-Allz-ALl:All

Der_metrische Tensor

i dyx k=0 f;j:g.
f-die k=123)

A 0 0 0§

. © -1 0 o0
9" =0k = +
0 0 -1 07

goo 0 -1

Mittels der Metrik werden I ndices gehoben bzw. gesenkt:

gka, =a

Wichtig furs Skalarprodukt:

ds? = g'dx; dx, = gy dx' dx
Lorentz- Trafo

zwischen Bezugssystemen: Lineare / homogene Trafo

die Lorentz- Transformation fir
(xo, xt, X2, XS):(C'[, X Yy, 2
ds? = c2dt? - dx? - dy? - dz?
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Néamlich:

e 1 -b 0
.. G 0 0=
200 Gy1- b7 |1- b? 2500
¢’ _¢ - b 1L o &%t
2T Gy1- b2 \[1- b? X 1
gxg,'g 0 0 1 O X3 &
é 0 0 0 1
X'=U'xk
P o 02
\/1 b2 \/1 b2 +
Mit Ul = 0 0+
9\/1 b? \/1 b? *
1 07
§ 0 0 0 1y
fur v || %

Wesentliche Eigenschaft ( die Viererschreibweise ist so konstruiert worden):
U ist orthogonale Trafo:
U ! kU i l = d||(
a’i b,i =U ! kUiIakb| = akbk
Das Skalarprodukt ist invariant, falls U eine orthogonale Trafo ist

Bzw.
Forderung: Skalarprodukt invariant -> U muss orthogonale Trafo sein !

Umkehr Transformation:
X —U i rk

6.2 Transformationsver halten der Stréme und Felder

Ziel: Ko- / Kontravariante Schreibweise der Elektrodynamik im Vakuum

Grund: Die klassische Elektrodynamik ist bereits eine Lorentz- invariante Theorie!!

Historisch gab die Maxwellsche Elektrodynamik und nicht die Mechanik den Anstol3 zur Relativitatstheorie
Uberhaupt !

L adungser haltung aus K ontinuitatsgleichung:

T 9., Ty T, Ter

divj+ —=—22+2+-2+— =0
it I 9y 9z qct
'ﬂr o

0=
'nt+a_1ﬂaj
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Somit gewinnen wir aber ebenfalls wieder einen Lorentz- Skalar, namlich

ﬂmjm =
in Viererschreibweise.
Die Vierer- Stromdichte ist

{j m} = {CI’ ) ]} ebenfalls ein kontravarianter Vierer- Vektor . Er heif3t Vierer- Stromdichte.

Die Kontinuitatsgleichung ist gleich Y, j ™
Forderung:

Ladungserhaltung soll in allen Inertial systemen gelten !

->

] ™ =0 muss sich wie ein Vierervektor transformieren, damit das Skal arprodukt [ ] m

invariantist !:
x*= g(xo- bxl)U t’:gg?- ileg
e ¢C [7]
XY= g(xl b(O)U Xt g(x -vt)
x%'= x2
X3’: X3
Also gilt fur Ladungs- und Stromdichten:
— 10
"=oli°- 81)0 r=gf - '
2 (7]
( )0 -t )
j?
.3._ .3

Merke: Es sollte kein Missversténdnis geschehen: Ist ein Vektor in ein Lorentz- invariantes Skalarprodukt
verwickelt, soist esein Vierervektor. Damit ist klar: Seine Komponenten transfornmieren nach der Lorentz-

Trafo.

=0

=0 Lorentz-

Dadurch aber ist die Trafo fur seine Komponenten, die Beispielsweise Ladungs- und Stromdichten sind,

gefunden.

4- Potenziale;

1
Die Potenziale F , A sindin der Lorentz- Eichung N xA + _Zﬂ_

. 1
#Art)=-mj0 1,7McA? eOCJa

a=123

c

j =0 Lésungen von

136



_ 1 9%. . r )
Dj (F,t)- ——=j (F,t)=- — =-mc°r
(7.t) Czﬂtzj( ) o
r - _ 1 0
# (Ft)=-—0 1,97 =—]j
eo C

Zusammen:

_#Fm:ﬂaﬂaFm:najm
FO=j
Fl:=cAl i=1.3

Da j ™ Vierervektoren sind (wie Vierervektoren transformieren), muss auch F Mwie ein Vierervektor

transformieren.
Denn: Der d”Alembert- Operator ist Lorentz- invariant:

1,12 lorentz- invariant !:
FO=g[F°- bF!) baw. F'=gfF - vA!)

e (o} ]

Nun: Lorentz- Eichung:

Nxﬂ+i21' =0
c- Tt

Lorentz- Eichung <-> Lorentz- Invarianz ,,F ™ = 0 ( Gegensatz zur Coulomb- Eichung)

T.,F"=00 Nxﬂ+i21j =0
c” Tt

Umeichung;

A=A+NF

—_ . q
=j - —F

] =) it

U
CA? =cA® +9,CF =cA® - 3cF

FO=F%-qucF=F°- 1%F
Also:
FM=F™. qMcF
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Felder E und B:

)l

E=-gradj - —A

gradj Tt
b E® =- 1] -%%cAa =-T.F%- ToF? =PF°- 1°F2
B=N"A

b cB! = 1,cA - 15cA% =1,F3- 1;F2 =71%F 2- q%F 3
Die anderen Komponenten gewinnt man durch zyklische V ertauschung:
B3 = q2F 1. (i 2

Diese Gleichungen werden zusammengefasst durch den antisymmetrtischen Feldstérketensor:

2o g lg, 1g9
c c c c ‘-
G- EEX 0 -B, By~
{Frm}:{ﬂm':n 'ﬂnFm}:g :(L: -
Q-EEy B, 0 -By+
C +
g-lEz - By By 0 =
Cc a
e 1_06
¢ 0 --E --=Ey -EEZ+
g —
1 -
C_E 0 -B B, -
m me—n n-ml_Cc % z y =+
F _{ﬂ F-TF }_(;1 +
QEEy B, 0 - B, =
C +
1 :
~“E, -B B 0 =
gc z Y X P

0 Frrn:ﬂan_ﬂnFm - .
{ }QEZ B 0 -cBl:

§E3 -cB> B 0
Wegen der Antisymmetrie hat F ™ hur 6 unabhangige Komponenten !
Das bedeutet, die Raum- Raum- Komponenten entsprechen

rotA=B
wéhrend die Raum- zeit- Komponenten:

_ -
E =-gradj - — A erfillen.
grad) T erfillen

Lorentz- Trafo der Felder:

Der Feldstéarketensor ist kovariant und transformiert demnach Uber die inverse Lorentz- Transformation.
Das heif’t: Fur die Transformation in €in in x- Richtung mit konstanter Geschwindigkeit V bewegtes System K~
gilt:
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F'™m=yMunF'k

e 1 -b o)

0 0=

341- b2 41- b2 +

. ¢ -Db 1 N
UI = 0 0=+
‘ g\/l 2 )1 b? *
¢ 0 0 1 0C

é 0 0 0 1y

Damit 1Rt sich nun das uns unbekannte Transformationsverhalten der Felder E und rotA = B berechnen, die
auch kovariant transformieren miissen. Dabei sollte keinesfalls die Summation Uber die Indices auf der rechten
Seite vergessen werden !!

:gz(l- bZ)FlO:El
92(1_ bz):1
E2= FO-y2 U0 F'k =y F& = 2. bg:21:g(E2 -VB3)

E3=FP=yOQ X = . bg:31:g(E3+sz)

pl=lpe_1lys y2 plk clp2_pt
c c c
BlzlerlszlulluskFlk :Eulk k3 :_EFos_FgFls:gé%z LV 3o
c c c c c & ¢? o
3_ &3 V 20
B —ggB -—2E +
e ¢ o
Zusammenfassung
EV=E"
=1 (g2 yg°
1- b?
E3'=#(E3 +sz)
J1- b?
gl= gl
B2 = 1 %E‘Bz_'_izEBQ
1- b’e ¢ o
3_ 1 3V 20
B¥= 2393 - S E22
1- p2 e cc @

Elektrische und magnetische Felder werden beim Ubergang zwischen verschiedenen | nertial systemen ineinander
transformiert !
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Umeichung;

lE‘m:Fm_I_ﬂmj
Somit:

Fm = En P Em = e e )- g (F e )

:ﬂan _ ﬂnFm_'_ﬂmﬂnj _ ﬂnﬂn] :Frm

Homogene M axwell- Gleichungen

N B = 1,B" +1,B% +1;B° =0

Mit
M1 =1
F2__ g2

+ zyklisch in (123)

innere Feldgleichung flr E- Feld

R-E=-Tg

It

1. Komponente

E3. B2+ gl =0
1, 15 +ﬂt

b 9F2 +92F 30 +93F % =0 ynd zyklisch (023)

zyklische Permutation 1 -> 2 -> 3 -> 1 und mit

pik —_ gk

liefert:

P 1FB+PPF2+F® =0 2zKisch(013)

P 1F2 + 9 F 2 +92F% =0 zkisch(012)
Zusammenfassung der homogenen M axwellgleichungen
e ™4, Fry =0

& mT F™ =0

Die "4- Rotation" des Feldstérketensors verschwindet !

Levi- Civita- Tensor:

+1 flr gerade Permutation von 0123
-1 fir ungerade Permutation von 0123
0, sonst
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Bemerkungen

1) Levi- Civitaist vollstandig antisymmetrisch ( per Definition).

2 e ™M {ransformiert unter Lorentz- Trafo

Uko UKL UKz UXs

Uo U1 U'2 U3 ( [
= = (detU ) xe¢! ™
U™ U™ U™ U™

U U"1 U"2 U"3

(detu)==+1

Damit nun der Levi- Civita- Tensor invariant unter Lorentz- Trafos wird, also

ekI m- ekI m , muss vereinbart werden, dass die Transformation lautet

! M= (detU)U*aU' bU MgU"q 7P
Damit ist der Tensor aber ein Pseudotensor !

Insgesamt ist die vierdimensionale Schreibweise die gleiche Formalisierung wie im Dreidimensional en:

(R AL =1, A,
Mit Pseudovektor

(v &),

Inhomogene M axwellgleichungen im Vakuum (_Erregungsgleichungen)

eNxE =r
O fEL+9,E2+9,E% =2 cr
e
0 ﬂ1F10+ﬂ2F20+ﬂ3F30=ij0
eyC
0 ﬂnF“O:ijo
ey
wegenf,F © =0

auch‘ﬂiFiO:ij0
€C

E-=m]

‘5. 0
2

e

1

‘ﬂ R 1
A H- e
TR Rk
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1. Komponente

)l

1,B% - B2 :%jl”%ﬁdﬁEl
1

Mmc=—
€,C

O 1,F*- -ﬂsFB:ijl*'-ﬂoFlo
€,C

1 .
P2+ g R34 FOl=_— |l
eyc

" 1.
U ﬂnFnlz_Jl
€,C

wegenf,F =0

Dies kann analog fiir die zweite und dritte Komponente durchgeixt werden. Aus der Nullten Komponente hatten

wir die Nullte des Stroms ( Erregungsgl eichung des el ektrischen Feldes), so dass insgesamt folgt:

f F™ = L jm
€C

ﬂnF”m:ijm
€,C

Die Viererdivergenz des el ektrischen Feldstarketensors !

Bemerkungen

1) die homogenen Maxwellgleichungen sind durch den Potenzialansatz

o<} 1 1
1
¢.ZE, 0 -B,
{Frm}:{ﬂan 'ﬂnFm}:g f
&-E, B, 0
C
¢ 1
& _E. -B, B

automatisch erfillt:

eabrmﬂblzrm :eabrmﬂbﬂan _ eabrmﬂbﬂnFm
eabrmﬂbﬂmlzn =0,

da:f,TF, sSymmetrisch

abm

e antisymmetrisch

e’y . F =0
Aus den inhomogenen Maxwell- Gleichungen

an — bFn_ an :i-n
T w1 M1 GOCJ

folgt mit Lorentz- Eichung

142



TF"=0
T TF° =11, F° =0
also:

1 .
ﬂben =1y ﬂbFn :—jn alsinhomogene Wellengleichung
&C

Die Maxwellgleichungen

eabrmﬂbFrm :eabrmﬂbﬂan _ eabrmﬂbﬂnFm:O
1 .

an - bFn - n
T T _Q)CJ

sind ihrerseits nun Lorentz- kovariant, da sie durch 4 Pseudovektoren ausgedriickt sind.
Merke: Pseudo - 4- Vektor stort nicht, da rechte Seite gleich Null !!

Gaul3- System:
ﬂb F bn =% J-n

Relativistisches Hamiltonprinzip

Zidl: Formulierung der Elektrodynamik als Lagrange- Feldtheorie

Dierel. Dynamik eines Massepunktes kann aus dem Extremal prinzip abgeleitet werden, wenn man Die Punkt 1
und 2 als Anfangs- und Endereignisim 4- Raum sieht und wenn man die Rénder bei Variation festhdlt:
aw =0

2
W = Q ds
letzteres: Wirkungsintegral
Wichtig: Cb(" =0

12

Newtonsche Mechanik ist Grenzfall:

i

W =- MoCQ ds
Wechselwirkung eines Massepunktes mit einem 4- Vektor- Feld
bk
b

2 L
W = Q1 mpcds - j ' dx;
mit den Lorentz- Invarianten

mgcds
und

j dx
Variation:

aw =Q2 { mgcd(ds)- dG mdxm)}
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Nun:

d(ds) = d(dxmdxm)% _ 1 dox)ox Jsdxm(dcb(m)

(dk™ e = o™ (k)
dx™

- f =k

Aulerdem:

dfj ™dxn)=d Mk +] "d(ck,)

Somit:

aw =g {- mocum{dck,)- o My - § (k)
Weiter mit partieller Integration:

‘5 ) mocumd(okm):[- mOCUm(de)LZ +é mocdum(dxm)

I mocum(okm)]f =0, weil cy,? = 0

b (‘5 - n"bCUmd(d(m)ZQZ mOCdU ( ) Qz myC du (d(m)ds
Weiter:

& -1 mdlk)=- Mol 6 i ™(ck)
Mit
"= M, =1 s
G " =1 o
d "Mdx,, =1 "ok, dx, =i<- >k =91" "k, dx, = 1" "u,K.ds
Einsetzenin
W =@ | mpeum(ddky)- 6 M- j Mdlckn)

liefert:

dN—Q imOCdL (ﬂn] " )Jngd%
Wegen \

aw = Qz;moc— (g - 0] m)%lvad( =0
moc%_(n]n i m)Jﬁ = My

fFm :(ﬂn‘jn_ﬂnj m)

Diesist dann die aus dem hamiltonschen Prinzip abgel eitete Bewegungsgl eichung eines M assepunktes der
Ruhemasse mO und der Ladung g unter dem Einfluss der Lorentz- Kraft.
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Man setze:
p™=mycu™

§ M :%Frm :(ﬂn]n ] m)

m _

j =

o |la

Fm

_9cm ] m _
— F U aw=dq i cds-—F dx.,v =
dSp c U, Q ! - My m%

Man bestimmt die Ortskomponenten & =1, 2,3 iber
d

ET)=q(E+\7' B)

Uberein, denn mit

0_g
a—gva—-ual
folgtdann
d 1_ (1 2p3 _ \3R2
ap =qlE-+v°B” - v'B
:qé{%lo_'_Fle 2_p13l 30
e C C g
_QQ 1og+F219 2_pwY, 30 q FIMy
ge c o9
mit
ds =t
g
ds ¢

Die zeitartige Komponente M= Ogibt wegen p0 =
dE _9 dE _q
dsc 2 d ¢
:—9(- El, - E2v, - E3v3) C—?(E1v1+E2v2 +E3v 3)

dE
—=gEW
dt —4

o|m

(FOlu +F %y, + F°3u3):

O | Qo

Diesist die Leistungsbilanz: Die Anderung der inneren Energie ist gleich der reingesteckten Arbeit
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6.4 Eichinvarianz und L adungser haltung

Wirkungsintegral:

w :-mng‘_)2 ds- %6 dxF ™

Dabei:
2
MoCQ ds =W, (Teilchen)

2
24 @ dXF ™ =W (Teilchen- Feld- Wechselwirkung)
C
Verallgemeinerung auf kontinuierliche Massendichte m(x m):
Vorsicht: mist hier Massendichte !!!

=-cg d®mg ds=- ¢ dwmn
W =-cQ rmg ds=-q, V\ma

dW:= d3redt = dx dxtdx 2dx®
dOmega a's Volumenelement im Minkowski- Raum !!!

Bemerkungen:
1) dWist eine Lorentz- Invariante,, da das Volumen unter orthogonalen Transformationen

U ™ erhalten bleibt.

m m
2) Aus dmydx™ = L“%d Sredt; d3redt = dWP  dmydx™ = E‘% dw
Cc Cc
folgt, dass die Vierer- Massenstromdichte mit Massendichte m= IT:
dx™
mp——° g™
075 g

ein Vier- Vektor ist, da dmy, dW_Lorentz- Skalare sind und natiirlich dx™selbst auch ein Vierervektor

dxMdx, ds

S
3 — 2 - gmgm = gem—g ist Lorentz - Invariant.
(ctt) é dig
i i B0
Also g " gpist Lorentz- Invariant. Also auch ¢ I =
e (7]

Somitist W insgesamt Lorentz- Invariant !
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